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本論文は量子場と与えられた静的源との相互作用を記述するボソンフォック空間上のファン・フォーべモデル
において,古典的クライン-ゴルドン方程式(

∂2t −∆+m2
)
φ(t,x) = ρ(x)(1)

の解を構成するものである.ただし φ : R×Rd → Rが未知関数である実スカラー場, ρ : Rd → Rは与えられた静的
源関数, ∆はラプラシアン, m > 0は粒子の質量を表す. ファン・フォーべモデルは, (dΓb(ωm)Ψ)(0) = 0かつ

(dΓb(ωm)Ψ)(n)(k1, . . . ,kn) =

n∑
j=1

ωm(kj)Ψ
(n)(k1, . . . ,kn), (n ≥ 1)

で定められる第二量子化作用素H0 = dΓb(ωm)と,シーガル場の作用素からなる相互作用HI = −
(
a(fI) + a†(fI)

)
/
√
2

の和で表されるハミルトニアン H = H0 +HI で記述される.ただし ωm(k) =
√
k2 +m2 , fI = ρ̂(k)/

√
ωm(k), ρ̂は

ρのフーリエ変換, a(fI)と a†(fI)は後述する生成および消滅作用素を表す.

定義 1 (ボソンフォック空間). d ∈ Nを次元, σを n次対称群 Sn の元として, ボソンフォック空間 Fb(L
2(Rd))を

L2
sym(Rdn) =

{
Ψ(n) ∈ L2(Rdn)|Ψ(n)(k1, . . . ,kn) = Ψ(n)(kσ(1), . . . ,kσ(n)), a.e.(k1, . . . ,kn) ∈ Rdn

}
Fb(L

2(Rd)) =

∞⊕
n=0

L2
sym(Rdn)

によって定義する. なお L2
sym(Rd0) = Cである. Fb(L

2(Rd))の内積は Ψ = {Ψ(n)}∞n=0, Φ = {Φ(n)}∞n=0 ∈ Fb に対して

⟨Ψ,Φ⟩Fb(L2(Rd)) =

∞∑
n=0

⟨Ψ(n),Φ(n)⟩L2(Rdn) =

∞∑
n=0

∫
Rdn

Ψ(n)(k1, · · · ,kn)
∗Φ(n)(k1, · · · ,kn) dk1 · · · dkn

によって与えられ,この内積に関して Fb(L
2(Rd))はヒルベルト空間になる.ただし, ∗は複素共役を表す.

定義 2 (生成作用素, 消滅作用素). f ∈ L2(Rd)として Fb(L
2(Rd))上の生成作用素 a†(f)を (a†(f)Ψ)(0) = 0かつ

(a†(f)Ψ)(n)(k1, . . . ,kn) =
1√
n

n∑
j=1

f(kj)Ψ
(n−1)(k1, . . . ,kj−1,kj+1, . . . ,kn), (n ≥ 1)

で定めると a†(f)は稠密に定義された閉作用素であり,さらに消滅作用素 a(f)を a†(f)の共役作用素として定義する．

先行研究 [1]では粒子の質量がゼロの場合を扱っていたのに対して，本研究では質量がゼロでない場合を扱う.
質量を持つことによって [1]で課されていた,次元の仮定と赤外領域の特異性を除くためのいくつかの仮定を外す
ことができた.その結果が以下である.

主定理. d ∈ N, ρ, ρ̂ ∈ L1(Rd), ρ ∈ L2(Rd)とする. ∥Ψ∥Fb(L2(Rd)) = 1をみたす任意の Ψ ∈ D(H
d+4
2

0 )に対して

(2) φcl,Ψ(t,x) =
1

√
2π

d

∫
Rd

1√
2ωm(k)

(
FΨ(t,k)eik·x + FΨ(t,k)∗e−ik·x

)
dk

とおくと, φcl,ΨU
(t,x) が (1)の解になる. ただし, FΨ(t,k) =

⟨
Ψ, eitHa(k)e−itHΨ

⟩
Fb(L2(Rd))

,ΨU = UΨであり, a(k)

は消滅作用素の核, U = e−iπs(fI/ωm) は πs(f/ωm) = i
(
−a(fI/ωm) + a†(fI/ωm)

)
/
√
2で表されるユニタリ作用素である.
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