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次のような非線形放物型方程式系の初期値境界値問題を考える．

ut = d1∆u+ α∇ ·
[
v2∇

(
u

v

)]
+ u(a1 − b1u+ c1v), (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

vt = d2∆v + β∇ ·
[
u2∇

(
v

u

)]
+ v(a2 + b2u− c2v), (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

∂u

∂ν
=

∂v

∂ν
= 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0, v(x, 0) = v0(x) ≥ 0, x ∈ Ω.

(1)

ここで, Ω は RN における有界領域で境界 ∂Ω は滑らかとする．また，ai は実定数
bi, ci, di は正定数，α, β は非負定数とする．(1) は非線形拡散項を伴うLotka-Volterra

系であり，領域Ωに棲息する共生関係にある2種類の生物種に対して，未知関数 uと v

はそれぞれの種の個体群密度を表す. 非線形拡散項∇· [v2∇(u/v)]および∇· [u2∇(v/u)]

は共生種同士の拡散の相互作用を表していて，前者の項はu に対応する種の各個体が
共生相手である v に対応する種が沢山いる方向に引き寄せられる傾向を模している.

生物種の拡散のメカニズムに詳しい [4] によると，これらの非線形拡散項は走化性項
−∇ · (u∇v) や交差拡散項∆(uv) とともに異種間の拡散による相互作用のプロトタイ
プの一つに挙げられるが, 反応拡散系の見地からの研究はあまり進んでいない．そこ
で，非線形拡散項が解に与える効果を引き出すことを主眼に (1)について考察したい．
なお，非線形拡散項は次のようにも表される:

∇ ·
[
v2∇

(
u

v

)]
= ∇ · (v∇u− u∇v) = v∆u− u∆v.

(1) の時間局所解の存在については，Amann による準線形放物型方程式の可解性に
関する一連の研究 ([2]等)により次が分かる．
定理 1 ([2]). 任意のu0, v0 ∈ W 1,∞(Ω) に対して，(1) は次のクラスの古典解

(u, v) ∈ [C(Ω× [0, Tmax)) ∩ C2,1(Ω× (0, Tmax)) ]
2

を一意的にもつ．なお Tmax ∈ (0,∞] は解の最大存在時刻であり，Tmax < ∞ ならば，
任意のp > Nに対して lim supt↗Tmax

(
∥u( · , t)∥W 1,p(Ω) + ∥v( · , t)∥W 1,p(Ω)

)
= ∞ となる．

(1) においては，b1c2 < b2c1 (強共生) のケースでは実際にTmax < ∞ となる解の存
在が確かめられる．一方で，b1c2 > b2c1 (弱共生) のときには，α = β = 0 ならば (1)

の任意の正値解は, 正値定数解 (u∗, v∗) が存在するならば, t → ∞ にそれに漸近し，正
値定数解 (u∗, v∗) が存在しないならば両種が減衰していくことが知られている ([5])．自
ずと b1c2 > b2c1 (弱共生) の下では「非線形拡散を伴うケースでも非定常解が定数解に
漸近するシナリオは不変か？」という疑問が生じる．
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本講演では，等ランダム拡散であってΩ が3 次元以下の凸領域ならば，上述の疑問
に一定の解答が与えられたので報告する．最初の結果は b1c2 > b2c1 よりさらに弱い共
生条件の下ではL∞(Ω) 吸収集合が存在することを示す．
定理 2 ([3]). 有界領域Ω はRN (N ≤ 3) における凸領域とする．さらに d1 = d2 で
あって，

2
√

γb1c2 > c1 + γb2 ただし γ =
α

β

とする．このとき定理 1 でTmax = ∞ である．さらに初期値に依存しない定数K > 0

と初期値に依存する時刻 t0 > 0 が存在して次が成り立つ.

t ≥ t0 =⇒ ∥u( · , t)∥L∞(Ω) + γ∥v( · , t)∥L∞(Ω) ≤ K.

弱共生条件 b1c2 > b2c1 の下では，

(i) 0 < a1, a2; (ii) a2 < 0 < a1 かつ b1
b2

<
a1
|a2|

; (iii) a2 < 0 < a1 かつ |a1|
a2

<
c1
c2
(2)

のいずれかが成り立てば，正値定数解 (u∗, v∗) = (a1c2+a2c1
b1c2−b2c1

, a1b2+a2b1
b1c2−b2c1

) が存在することが
容易に確かめられる．次の結果は，定理 2 の条件下で正値定数解が存在するケースで
は，等ランダム拡散係数d := d1 = d2 が大きければ (u∗, v∗) が大域漸近安定であること
を述べる．
定理 3 ([3]). 定理 2 と同様の条件下で，さらに (2) の (i)-(iii)のいずれかが成り立つと
する．このとき，d = d(α, β, ai, bi, ci) > 0 が存在して，d ≥ d ならば，(1) の任意の正
値解 (u, v) は次をみたす．

lim
t→∞

(u( · , t), v( · , t)) = (u∗, v∗) in L2(Ω)× L2(Ω).

一方で，等ランダム拡散係数d が十分に小さいケースでは，弱共生 b1c2 > b2c1 かつ
(2) の (ii) もしくは (iii) が成り立つとき．非線形拡散 (α, β) の効果により，定数定常
解 (u∗, v∗) から非定数定常解が分岐することが [1] によって示されている．したがって，
非線形拡散系 (1) においては，定理3の条件下で，等ランダム拡散係数d が十分に大き
ければ，(u∗, v∗) が大域漸近安定となりα = β = 0 と同じシナリオとなるが，d が十分
小さいと (α, β) の効果により非定数定常解が存在し，(1) の解の長時間挙動は複雑にな
りうる．
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