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1 導入
近年, 次のような連立非線形シュレディンガー方程式系が活発に研究されている:{

−∆u+ ω1u = |u|2u+ βu|v|2 in RN ,

−∆v + ω2v = |v|2v + β|u|2v in RN .
(1)

ここで, ω1, ω2 > 0, β ⩾ 0 は定数である. このような系は, 複屈折光ファイバーにおける伝搬, 光
学における Kerr のようなフォトリフラクティブ媒質, ボーズ・アインシュタイン凝縮（例えば,

[18, 22, 23] を参照）などの物理現象を記述する.

もし, u が次の単独の非線形シュレディンガー方程式

−∆u+ ω1u = |u|2u in RN

の解ならば, (u, 0) は非線形シュレディンガー方程式系 (1) の解である. 同様に, もし v が次の非線
形シュレディンガー方程式

−∆v + ω2v = |v|2v in RN

の解ならば, (0, v) は非線形シュレディンガー方程式系 (1) の解である. このようなタイプの解は通
常 (1) の scalar solution と呼ばれる. 一方で, (1) の解 (u, v) に対して, 2つの成分が 0でないなら
ば (u, v) は (1) の vector solution と呼ばれる. したがって, (1) の ground state の存在性やその解
が scalar なのか vector なのかを研究することは興味深い. 実際, ある境目が存在し, その境目より
小さい β に対しては ground state が scalar になり, 大きい β に対しては vector になる. 例えば,

[20, 21, 24] を参照.

一方, 欠陥や不純物がある場合, ボーズ・アインシュタイン凝縮（BEC）の有効なモデルとして, 近
年, 点相互作用を伴う非線形シュレディンガー方程式が提唱された. 物理的な背景については [26, 27]

を参照.

1 次元の場合, 点相互作用を伴う非線形シュレーディンガー方程式の研究が盛んである. 例えば,

ground state の存在性や定在波解の安定性・不安定性に関するものである. [8, 13, 15, 17] 等の文献
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を参照. 一方, 高次元の場合はあまり研究されていない. べき乗の非線形項をもつ場合, 2次元の問題
は [2, 12] で検討されている. 一方で 3次元の問題は [1] で研究されている. また, [25] は 2,3次元で
より一般の非線形項を扱っている. 高次元の時間発展する問題については [9, 10, 14, 16] を参照. ま
た関連する問題については [11] を参照.

形式的に, 点相互作用を伴う非線形シュレディンガー方程式では −∆ の代わりに −∆α を考える.

ここで −∆α は原点に集中するディラックデルタをもつ非線形シュレディンガー作用素 − d2

dx2 + αδ0

と考えることができる.

厳密には作用素 −∆|C∞
0 (R2\{0}) の自己共役拡張として与えられる. [4, 5, 6, 7] を参照.

−∆α の定義域は

D(−∆α) :=
{
u ∈ L2(R2) : ∃q ∈ C, λ > 0 s.t.

ϕλ := u− qGλ ∈ H2(R2), ϕλ(0) = (α+ θλ)q
}

として与えられる. ここで Gλ は −∆+ λ on R2 の Green 関数,

θλ :=
log

(√
λ
2

)
+ γ

2π
, (2)

γ はオイラー定数である. さらに,

−∆αu := −∆ϕλ − qλGλ, ∀u = ϕλ + qGλ ∈ D(−∆α)

と定義される.

−∆α のスペクトルは次のように与えられる:

σ(−∆α) = {−ωα} ∪ [0,∞).

ここで
ωα := 4e−4πα−2γ . (3)

(2) の θλ の定義から λ > ωα ならば α+ θλ > 0 であることが分かる. 特に,

⟨−∆αu, u⟩ = ∥∇ϕλ∥22 + λ∥ϕλ∥22 − λ∥u∥22 + (α+ θλ)|q|2, ∀u = ϕλ + qGλ ∈ D(−∆α)

を得る. ここで ⟨·, ·⟩ は L2 内積を表す. [2, Remark 2.1] で観察したように, λ は free parameter で
−∆α や q = q(u) は λ に依存しない.

−∆α に付随するエネルギー空間は以下のように定義される:

H1
α(R2) :=

{
u ∈ L2(R2) : ∃q ∈ C, λ > 0 s.t. ϕλ := u− qGλ ∈ H1(R2)

}
.

この正則性の低い空間でも q = q(u) は λ に依存せず, 一意的に定まることに注意する.

任意の ω > ωα に対して, 付随する 2次形式を次のように定義する: u = ϕλ + qGλ ∈ H1
α(R2) に

対して,
⟨(−∆α + ω)u, u⟩ = ∥∇ϕλ∥22 + λ∥ϕλ∥22 + (ω − λ)∥u∥22 + (α+ θλ)|q|2.

この 2次形式も λ に依存しない. またノルムを次のように定義する:

∥u∥2H1
α,ω

:= ⟨(−∆α + ω)u, u⟩ = ∥∇ϕλ∥22 + λ∥ϕλ∥22 + (ω − λ)∥u∥22 + (α+ θλ)|q|2.



明らかに, q = 0 ならば, ∥u∥H1
α,ω
は H1 ノルム ∥u∥H1 に一致する.

このような動機から, 本講演では次の連立非線形シュレディンガー方程式系を考える:{
−∆αu+ ωu = |u|2u+ βu|v|2 in R2,

−∆v + ω̃v = |v|2v + β|u|2v in R2.
(Pβ)

ここで ω > ωα, ω̃ > 0, β ⩾ 0.

我々はこの問題を変分法を用いて解決したい. したがってそのフレームワークを導入する.

Hα := H1
α(R2)×H1(R2)

とおく. 特に断らない限り, ωα < λ ⩽ ω とする. (Pβ) の解は次の汎関数 Iβ : Hα → R の臨界点とし
て特徴付けられる:

Iβ(u, v) :=
1

2

(
⟨(−∆α + ω)u, u⟩+ ∥∇v∥22 + ω̃∥v∥22

)
− 1

4
(∥u∥44 + ∥v∥44)−

β

2

∫
R2

|uv|2

=
1

2

(
∥∇ϕλ∥22 + λ∥ϕλ∥22 + (ω − λ)∥u∥22 + (α+ θλ)|q|2

)
+

1

2

(
∥∇v∥22 + ω̃∥v∥22

)
− 1

4
(∥u∥44 + ∥v∥44)−

β

2

∫
R2

|uv|2.

ここで u = ϕλ + qGλ ∈ H1
α(R2), v ∈ H1(R2).

ground state (Pβ) の非自明解 (u0, v0) ∈ Hα が任意の (Pβ) の非自明解 (u, v) ∈ Hα に対して,

Iβ(u0, v0) ⩽ Iβ(u, v)

をみたすとき, (u0, v0) は (Pβ) の ground state と呼ばれる.

(Pβ) の ground state の存在性を示すために, 次の Nehari 多様体を導入する:

Nβ :=
{
(u, v) ∈ Hα \ {(0, 0)} | Gβ(u, v) = 0

}
.

ここで

Gβ(u, v) := ⟨(−∆α + ω)u, u⟩+ ∥∇v∥22 + ω̃∥v∥22 − (∥u∥44 + ∥v∥44)− 2β

∫
R2

|uv|2

= ∥∇ϕλ∥22 + λ∥ϕλ∥22 + (ω − λ)∥u∥22 + (α+ θλ)|q|2

+ ∥∇v∥22 + ω̃∥v∥22 − (∥u∥44 + ∥v∥44)− 2β

∫
R2

|uv|2.

また, Nehari 多様体上の最小化問題を考える:

cβ := cβ(ω, ω̃) := inf
(u,v)∈Nβ

Iβ(u, v). (ground state level)

ここで Iβ は λ の選び方によらない. また Nehari 多様体 Nβ と ground state level cβ も λ によ



らない. 特に, λ = ω とすると,

Iβ(u, v) :=
1

2

(
⟨(−∆α + ω)u, u⟩+ ∥∇v∥22 + ω̃∥v∥22

)
− 1

4
(∥u∥44 + ∥v∥44)−

β

2

∫
R2

|uv|2

=
1

2

(
∥∇ϕω∥22 + ω∥ϕω∥22 + (α+ θω)|q|2

)
+

1

2

(
∥∇v∥22 + ω̃∥v∥22

)
− 1

4
(∥u∥44 + ∥v∥44)−

β

2

∫
R2

|uv|2,

Gβ(u, v) := ⟨(−∆α + ω)u, u⟩+ ∥∇v∥22 + ω̃∥v∥22 − (∥u∥44 + ∥v∥44)− 2β

∫
R2

|uv|2

= ∥∇ϕω∥22 + ω∥ϕω∥22 + (α+ θω)|q|2

+ ∥∇v∥22 + ω̃∥v∥22 − (∥u∥44 + ∥v∥44)− 2β

∫
R2

|uv|2.

ここで u = ϕω + qGω ∈ H1
α(R2), v ∈ H1(R2).

Iβ と比較するために, 点相互作用のない汎関数 I0β : H → R が必要になる. ここで, (u, v) ∈ H :=

H1(R2)×H1(R2) に対して,

I0β(u, v) :=
1

2

(
∥∇u∥22 + ω∥u∥22 + ∥∇v∥22 + ω̃∥v∥22

)
− 1

4
(∥u∥44 + ∥v∥44)−

β

2

∫
R2

|uv|2.

同様に, 付随する ground state level を

c0β := c0β(ω, ω̃) := inf
(u,v)∈N 0

β

I0β(u, v),

と定義する. ここで, N 0
β は Nehari 多様体

N 0
β :=

{
(u, v) ∈ H \ {(0, 0)} | G0

β(u, v) = 0
}
,

であり,

G0
β(u, v) := ∥∇u∥22 + ω∥u∥22 + ∥∇v∥22 + ω̃∥v∥22 − (∥u∥44 + ∥v∥44)− 2β

∫
R2

|uv|2.

c0β は達成されることが知られている. 例えば, [3, 20, 24] を参照.

同様に点相互作用をもつ単独の非線形シュレディンガー方程式

−∆αu+ ωu = |u|2u in R2,

と点相互作用をもたない単独の非線形シュレディンガー方程式

−∆v + ω̃v = |v|2v in R2,

に対して, ground state level をそれぞれ d(ω), d0(ω̃) とする.

また, 次の β に関する境目が必要になる.

β0 := β0(ω, ω̃) := max{β ⩾ 0 | c0β = c00}, (4)

β∗ := β∗(ω, ω̃) := max{β ⩾ 0 | cβ = c0}. (5)

β0 > 0 であることが分かる. [19] を参照. また β∗ > 0 であることも分かる.



scalar と vector (u, v) ∈ Hα \ {(0, 0)} とする. u = 0 または v = 0 のとき (u, v) を scalar であ
るといい, u ̸= 0 かつ v ̸= 0 のとき vector であるという.

第一成分が特異部分を含むかどうかについて考察するために次の概念を導入する.

regular と singular (u, v) ∈ Hα \ {(0, 0)} とする. u = ϕλ + qGλ (ϕλ ∈ H1(R2), q ∈ C) と表
せる. q = 0 のとき (u, v) を regular であるといい, q ̸= 0 のとき singular であるという.

2 主結果
本講演の主結果を述べる.

主結果 2.1. α ∈ R, ω > ωα, ω̃ > 0, β ⩾ 0 とする. さらに ω ⩽ ω̃ とする. このとき (Pβ) の
ground state (u0, v0) ∈ Hα が存在し, q0 ̸= 0 をみたす. ここで u0 = ϕλ,0 + q0Gλ.

主結果 2.2. β ⩾ 0 かつ cβ = c0β とする. このとき次が成り立つ:

ω > ω̃, β ⩽ β∗ ⩽ β0, cβ = c0β = c00 = c0 = d0(ω̃) ⩽ d(ω).

さらに次が成り立つ:

cβ′ = c0β′ ∀0 ⩽ β′ ⩽ β∗,

cβ′ < c0β′ ∀β′ > β∗

β′

c0 = c00

β∗ β0O

cβ′

c0β′

主結果 2.3. β ⩾ 0 とする. このとき次は同値である:

1. cβ = c0β ;

2. d(ω) ⩾ d0(ω̃) かつ β ⩽ β∗.

注意 2.1. β ⩾ 0 とし (u0, v0) ∈ Hα を (Pβ) の ground state とする. このとき次が成り立つ:

0 ⩽ β < β∗ β > β∗

d(ω) > d0(ω̃) scalar かつ regular (u0 = 0) vector かつ singular

d(ω) = d0(ω̃)
scalarかつ regular (u0 = 0)また
は scalar かつ singular (v0 = 0)

vector かつ singular

d(ω) < d0(ω̃) scalar かつ singular (v0 = 0) vector かつ singular



β

c0

β∗

cβ

O

scalar

vector かつ singular
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