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1. 調和ポテンシャルの場合
本講演では [2, 3]の結果を紹介したい．空間次元n ⩾ 2とする．まず以下の時間に依存
した非摂動系の自由ハミルトニアンを考える．

H0(t) = p2/2 + k(t)x2/2. (1.1)

ここで，x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn，ip = (∂x1 , . . . , ∂xn)，i =
√
−1であり，時間 tに関する

関数k(t)は，0 < σ < 1/4，ω > 0，r0 > 0に対して以下で与えられるとする．

k(t) =

{
ω2 if |t| ⩽ r0,

σ/t2 if |t| > r0.
(1.2)

もしk(t)が時間に依存しない定数，例えばk(t) ≡ ω2なら，H0(t) ≡ H0 = p2/2+ω2x2/2

はよく知られた調和振動子で，H0の下では解は束縛状態のみを形成して散乱状態は生
じない．ところがH0(t)の場合には t−2の減衰がx2と拮抗し，完全自由 p2/2の場合と
も異なった散乱状態を形成する．(1.1)の摂動である相互作用ポテンシャル関数V は実
数値の掛け算作用素であり，摂動系をH(t) = H0(t) + V と表す．ポテンシャル関数の
詳細な仮定は以下である．
仮定 1.1. 実数値関数 V = V (x)は V = V bdd + V singと表され，有界な部分 V bdd =

V bdd(x) ∈ L∞(Rn)は以下の空間減衰の仮定をみたす．
|V bdd(x)| ≲ ⟨x⟩−ρ. (1.3)

ここで，ρ > 1/(1− λ)であり，また0 < λ = (1−
√
1− 4σ)/2 < 1/2である．特異な部

分V sing = V sing(x)はコンパクトな台を持ちV sing ∈ Lq(Rn)を仮定する．ここで qは

∞ > q

{
= 2 if n ⩽ 3,

> n/2 if n ⩾ 4
(1.4)

をみたすものである．
仮定 1.1の下で，H0(t)とH(t)の時間発展解作用U0(t, s)とU(t, s)は 2パラメータ強
連続ユニタリー群をなし，これらの一意存在は [4]によって保証されている．また条件
ρ > 1/(1− λ)は短距離型であり，波動作用素

W± = s-lim
t→±∞

U(t, 0)∗U0(t, 0) (1.5)
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が存在することが [1]で証明されている．そして散乱作用素S = S(V )はS = (W+)∗W−

で定義される．[2]において以下の相互作用ポテンシャル関数の一意性が証明された．
定理 1.2. V1とV2は仮定1.1をみたすとする．S(V1) = S(V2)ならV1 = V2である．

2. 斥力ポテンシャルの場合
次に考えたいのは以下の非摂動系である．混乱はないと思われるので前節と同じ記法
を用いることにする．

H0(t) = p2/2− k(t)x2/2. (2.1)

なおk(t)は (1.2)と同じもの，ただしσ > 0でよい（σ < 1/4は不要）．つまりk(t)の前
の符号が反転しただけであるが，解の挙動は全く異なる．k(t)が時間に依存しない定
数，例えばH0(t) ≡ H0 = p2/2 − ω2x2/2，ならば解の挙動は時間に関して指数増大す
ることが知られており，それゆえ非常に緩やかな（log程度）の空間減衰を持つポテン
シャル関数の下であっても解はその影響を逃れ散乱状態を形成する（[3]のReferences

を参照されたい）．一方H0(t)の場合は，前節と同じく t−2とx2の拮抗が生じて指数増
大でもなく完全自由でもない散乱状態を形成することになる．相互作用ポテンシャル
関数には以下を仮定する．
仮定 2.1. 実数値関数V = V (x)はV = V reg + V singと表され，V sing = V sing(x)は仮定
1.1と同じものとする．一方V reg = V reg(x)はC1級であり，さらに以下の空間減衰の仮
定をみたす．

|∂β
xV

reg(x)| ≲
{

⟨x⟩−γ−|β|/2 if σ ⩽ 2,

⟨x⟩−γ−|β| if σ > 2.
(2.2)

ここでγ > 1/µであり，またµ = (1 +
√
1 + 4σ)/2 > 1である．

[1]と全く同じ議論によって，条件γ > 1/µは短距離型であり，仮定2.1の下で波動作
用素が存在することが証明される．散乱作用素の定義も同様である．[3]によって以下
の相互作用ポテンシャル関数の一意性が証明された．
定理 2.2. V1とV2は仮定2.1をみたすとする．S(V1) = S(V2)ならV1 = V2である．
σ ⩽ 2のときはγ > 1/2であり，減衰条件 (2.2)はシュタルク効果の場合の短距離型，
一方σ > 2のときはγ ⩽ 1/2が許容され，これはシュタルク効果の場合の長距離型であ
る．t−2の効果がx2の働きをxにまで弱めて，さらに係数σの大きさがさらに細かく解
の挙動に影響していることが読み取れる．V regに可微分性が必要であり，(2.2)におけ
るγ+微分の減衰（|β|/2または |β|）> 1は相互作用ポテンシャル関数の再構成定理か
らも自然な条件となっている．
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