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関数σ = σ(ξ, η) ∈ L∞(Rn × Rn)のとき，σを乗子とする双線形Fourier乗子作用素は

Tσ(f, g)(x) =
1

(2π)2n

∫∫
Rn×Rn

eix·(ξ+η)σ(ξ, η)f̂(ξ)ĝ(η) dξdη, x ∈ Rn,

で定義される．ここで，f, gは SchwartzクラスS(Rn)の関数とし，f̂は fのFourier変換であ
る．以下では，正定数Cが存在して，すべてのf, g ∈ S(Rn)に対して，不等式∥Tσ(f, g)∥Lr ≤
C∥f∥Lp∥g∥Lqが成り立つとき，σ ∈ B(Lp ×Lq → Lr) と書くことにする．Lebesgue空間Lp以
外の関数空間に対しても，同様の記号を用いる．
定義. m ∈ Rとd ∈ Nに対して，Rd上のC∞関数σで，すべての多重指数αに対して，不等式

|∂α
ζ σ(ζ)| ≤ Cα (1 + |ζ|)m−|α|

をみたすものの全体を，Sm(Rd)と定義する．
双線形Foureir乗子作用素の有界性を考える際，それを保証するためのmに関する (最適な)

条件を調べることが，本分野でのひとつのテーマとなっている．Coifman–Meyer (1978) などに
よって，すべてのσ ∈ S0(R2n)に対して，σ ∈ B(Lp×Lq → Lr), 1 < p, q < ∞, 1/p+1/q = 1/r,

となることが示されている．
本講演では，振動項を付け加えた乗子 ei (ϕ1(ξ)+ϕ2(η)) σ(ξ, η) について考える．この乗子によ

る双線形Fourier乗子作用素は，つぎで定義される (線形)Fourier乗子作用素

Sf(x) = Sϕ
σf(x) =

1

(2π)n

∫
Rn

eix·ξ eiϕ(ξ) σ(ξ)f̂(ξ) dξ

の双線形版と考えられる．この線形作用素については，つぎの定理が知られている．
定理 A. 1 < p < ∞とし，0 < s < ∞とする．関数ϕは s次斉次で，Rn \ {0}上でC∞な実数
値関数とする．このとき，
(1) s = 1のとき，m = −(n− 1)

∣∣ 1
p − 1

2

∣∣,
(2) s ̸= 1のとき，m = −sn

∣∣ 1
p − 1

2

∣∣
ならば，すべてのσ ∈ Sm(Rn)に対して，正定数Cが存在して，∥Sf∥Lp ≤ C∥f∥Lpが成り立つ．
s = 1のときの定理Aは，Miyachi [2]とPeral [4]がϕ(ξ) = |ξ|の場合を示し，Seeger–Sogge–

Stein [6]が一般の1次斉次関数の場合を示している．s ̸= 1のときは，Miyachi[3] やSjölin[5] に
よって示されている．なお，定理Aのmに関する条件は最良であることが，s = 1のときには
[2]において，s ̸= 1のときには [3]において，反例の存在によって示されている．
振動項付き乗子に対する双線形Fourier乗子作用素の有界性

ei (ϕ1(ξ)+ϕ2(η)) σ(ξ, η) ∈ B(Lp × Lq → Lr)

については，Grafakos–Peloso (2010)がϕ1, ϕ2が1次斉次の場合のものを，Bernicot–Germain

(2010)が ϕ1(ξ) = ϕ2(ξ) = |ξ|2の場合のものを初めて考察した．その後，Rodŕıguez-López et

al. [7, s = 1の場合]とBergfeldt et al. [1, s ̸= 1の場合] などにより，以下の有界性が得られた．
本講演は, 宮地晶彦先生 (東京女子大学), 冨田直人先生 (大阪大学), 至田直人先生 (島根大学) との共同研究に基づく．



定理 B. 1 < p, q < ∞, 1/p + 1/q = 1/rとし，0 < s < ∞とする．関数ϕ1, ϕ2は s次斉次で，
Rn \ {0}上でC∞な実数値関数とする．このとき，
(1) s = 1, n ≥ 2のとき，m = m1(p, q) = −(n− 1)

(
| 1p − 1

2
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,

(2) s ̸= 1のとき，m = ms(p, q) = −sn
(
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ならば，すべてのσ ∈ Sm(R2n)に対して，ei(ϕ1(ξ)+ϕ2(η))σ(ξ, η) ∈ B(Lp × Lq → Lr)となる．
定理Bのmに関する条件は，冒頭のCoifman–Meyer (1978)らによる有界性定理と定理Aの

観点から，とても自然なものに思える．一方で，条件mの最適性については，1 < p, q ≤ 2, ま
たは，2 ≤ p, q < ∞の場合でのみしか得られていない．そこで，本講演での目的は，定理Bの
改良とmに関する最適な条件を見つけることである．
定理Bは，端点 (p, q) = (1,∞)において，より良い条件mでの有界性を示せれば，複素補間と

対称性によって改良できる．そのため，つぎが本講演での主定理となる ([8, s = 1], [9, s ̸= 1])．
定理 1. 0 < s < ∞とする．関数ϕ1, ϕ2は s次斉次で，Rn \ {0}上でC∞な実数値関数とする．
このとき，
(1) 0 < s < 1のとき，m = − sn

2 − s(1−s)n
2 ,

(2) s = 1, n ≥ 2のとき，m = − n
2 ,

(3) 1 < s < ∞のとき，m = − sn
2

ならば，すべての σ ∈ Sm(R2n)に対して，ei(ϕ1(ξ)+ϕ2(η))σ(ξ, η) ∈ B(H1 × L∞ → L1)となる．
ただし，HpはHardy空間を表し，Hp = Lp (1 < p ≤ ∞)，H1 ⊊ L1である．
ここで，実際に，定理1が定理Bの改良となっていることは，つぎのことからわかる：
(1) 0 < s < 1のとき，ms(1,∞) = −sn < − sn

2 − s(1−s)n
2 ,

(2) s = 1, n ≥ 2のとき，m1(1,∞) = −(n− 1) ≤ − n
2 ,

(3) 1 < s < ∞のとき，ms(1,∞) = −sn < − sn
2 .

また，特に，ϕ1(ξ) = ϕ2(ξ) = |ξ|sとした場合に，定理1のmに関する条件は最良である，すな
わち，mの条件をこれより大きな値で置き換えることはできない．
定理 2. m ∈ R, 0 < s < ∞とする．このとき，すべてのσ ∈ Sm(R2n)に対して，ei(|ξ|s+|η|s)σ(ξ, η) ∈
B(H1 × L∞ → L1) が成り立つならば，
(1) 0 < s < 1のとき，m ≤ − sn

2 − s(1−s)n
2 でなければならない；

(2) s = 1, n ≥ 2のとき，m ≤ − n
2 でなければならない；

(3) 1 < s < ∞のとき，m ≤ − sn
2 でなければならない．
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