
第203回神楽坂解析セミナー

高階の微分方程式を動的境界条件とする
放物型偏微分方程式とその周辺
深尾 武史 (龍谷大学 先端理工学部)

概 要
　本講演では放物型偏微分方程式の初期値境界値問題において, 境界条件に
時間微分を含む動的境界条件と呼ばれる境界条件下での適切性周辺を論じる.
講演の前半では, 動的境界条件の解釈について考察する. 問題を考える主領域
と接触する薄い補助領域の 2つの領域上の接合問題の厚み 0極限として動的
境界条件が特徴付けられることを簡単な熱方程式を例に紹介する. 講演の後
半では境界上でCahn–Hilliard方程式の形をした高階の微分方程式を動的境
界条件とするAllen–Cahn方程式の初期値境界値問題について考察する. 一
見すると不良設定にみえるような前方後方動的境界条件を課した問題の適切
性が境界上の拡散項の粘性消滅法によって論じられることを紹介する.

2023年にGiga– Lasica–Rybkaらによって熱方程式における動的境界条件と接合問題の
関連について精密な結果 [6]が発表された. この研究は容量集中 (concentrated capacity)

と呼ばれる問題に対するもので, 先行研究をたどると1990年のColli–Rodriguesの結果
[5]にたどり着く. 領域の境界に厚み δを持たせ, その薄い領域内の熱方程式に対する熱
容量, すなわち時間微分の係数 σを連動して変化させると, その積 σδの極限値によっ
て, 接合問題の解はそれぞれ代表的な異なる境界条件下の問題の解へと収束することが
知られている [5, 6, 8]. 本講演の前半では動的境界条件の特徴付けに迫るべく, これら
の論文で取り扱われている漸近解析について半空間における熱方程式を例に議論する.

非線形項を含む場合への拡張を念頭に抽象発展方程式の理論から近似解の構成を行い,

非斉次Dirichlet境界条件, 非斉次Neumann境界条件, そして動的境界条件への接近を
みる. 特に動的境界条件の場合で正則性の回復を議論する.

講演の後半では前方後方動的境界条件に関する話題を取り扱う. κ > 0とし, 0 < T <

+∞, Ω ⊂ R3を有界でその境界Γは十分なめらかとする. まず標準的なCahn–Hilliard

方程式を考えてみる: u := u(t, x), µ := µ(t, x)を未知とし

∂tu− ∆µ = 0 in Q := (0, T ) × Ω, (1)

µ = −κ∆u + β(u) + κπ(u) − h in Q, (2)

ここで, β + πは二重井戸型ポテンシャルの微分に相当し, 特にβを単調項, πを非単調
項とする. 例えばβ(r) = r3, π(r) = −rである. 形式的にκ → 0とすれば, (1)–(2) の極
限方程式は

∂tu− ∆β(u) = 0 in Q

のような非線形拡散方程式となる (ただし, 簡単のためh ≡ 0としてある). βには単調性
のみ仮定すれば, (1)–(2)の適切性が論じられることから, 上記非線形拡散方程式は, 多
孔質媒体方程式や急速拡散方程式など, いわゆる退化放物型方程式, すなわちβ′(u) = 0

となる点が存在することを許容する方程式となり弱解の存在がCahn–Hilliard方程式の



解の極限として保証できる (厳密な漸近解析は [2]を参照). 一方, (2)を次の形に差し替
えると状況は一変する:

µ = −κ∆u + β(u) + π(u) in Q.

この場合, 形式的には極限方程式が
∂tu− ∆

(
β(u) + π(u)

)
= 0 in Q

となり, これは前方後方拡散方程式と呼ばれる方程式である. 実際, 極端な例として
β(r) ≡ 0, π(r) = −rの場合

∂tu + ∆u = 0 in Q

となってしまい, 一般には不良設定である.

この議論をCahn–Hilliard型の動的境界条件に対して行ってみる. τ, ε > 0とする. 例
えばGMSモデル [1, 4, 7]と呼ばれる

τ∂tu− ε∆µ = 0 in Q,

τµ = ∂tu− ∆u + β(u) + π(u) in Q,

∂tu + ε∂νµ− ∆Γµ = 0 in Σ := (0, T ) × Γ,

µ = ∂νu− κ∆Γu + βΓ(u) + πΓ(u) on Σ

なる (粘性)Cahn–Hilliard型の方程式と動的境界条件の連立系で τ → 0の議論から

(P)εκ


−ε∆µ = 0 in Q,

∂tu− ∆u + β(u) + π(u) = 0 in Q,

∂tu + ε∂νµ− ∆Γµ = 0 in Σ,

µ = ∂νu− κ∆Γu + βΓ(u) + πΓ(u) on Σ

なるLaplace–Allen–Cahn方程式とCahn–Hilliard型の動的境界条件の連立系へ漸近解
析 [3]が行われている. さらに, そこから ε → 0, κ → 0なる極限操作を形式的に行え
ば, 極限は前方後方動的境界条件になり, 一見すると不良設定にみえる. 例えば極端な
例β(r) = π(r) = βΓ(r) ≡ 0, πΓ(r) = −rでは

(P)

{
∂tu− ∆u = 0 in Q,

∂tu + ∆Γ(u− ∂νu) = 0 on Σ

である. これら前方後方動的境界条件下の Allen–Cahn方程式の適切性を本講演の後
半で論じる. これに類する議論が [4]で行われていたが, 内部の方程式が 4階の方程式
(Cahn–Hilliard方程式)であったため, 不良設定にみえる問題が適切となる理由が, 内部
が境界より高階の微分方程式であることに由来する可能性を否定できていなかった. 上
記議論が正当化されることで, 内部が境界より高階であることは理由とはならいことが
明確になる.

境界方程式の構造から, いわゆる粘性Cahn–Hilliard方程式の動的境界条件 [1, 3, 7]が
近似問題として有効である. 近似問題においては時間微分がL2(Ω)もしくはL2(Γ)で特
徴付けられ, そこから議論に十分な一様評価を得ることができる. なお, 時間粘性項の
消滅の議論は, すでに [3]で報告がなされている. 本講演では境界拡散の係数κの0極限
に焦点をあてて, 一様評価が得られる本質についてエネルギー等式を用いて解説する.
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