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全空間Rn (n ≥ 2)における非圧縮性Navier–Stokes方程式の初期値問題を考える：{
∂tu+ (u · ∇)u = ∆u−∇p, ∇ · u = 0, t > 0, x ∈ Rn,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn.
(1)

解u = (u1, . . . , un)(t, x), p = p(t, x)は流速と圧力を表す. 十分に小さくかつ非圧
縮性条件を持つ初期値を取れば, 時間大域解で1 ≤ q ≤ ∞, γq =

n
2
(1− 1

q
)として

∥u(t)∥Lq(Rn) ≤ Ct−
1
2 (1 + t)−γq (2)

なるものが存在する. 熱方程式の解より減衰が速いのは質量保存則
∫
Rn u(t, x)dx =

0による. さらに, λn+mUm(λ
2t, λx) = Um(t, x)かつ∥u(t)−

∑n
m=1 Um(t)∥Lq(Rn) =

O(t−γq−n
2 log t) (t → +∞)なる函数Umが得られる [1, 2]. この評価が本質であれば,

λ2n+1Kn+1(λ
2t, λx) = Kn+1(t, x)かつ∥u(t)−

∑n
m=1 Um(t)−Kn+1(t) log t∥Lq(Rn) =

O(t−γq−n
2 ) (t → +∞)なるKn+1が導出されるはずである. 高次の漸近展開には解

のモーメントの可積分性が必要で, そのために初期渦ωij
0 = ∂iu

j
0 − ∂ju

i
0に適当な

条件を与える. 流速と異なり, 渦度の空間遠方での減衰は初期値によって制御可
能であり, 渦度ωij = ∂iu

j − ∂ju
iに関する重み付き評価

∥ω(t)∥Lq(Rn) ≤ C(1 + t)−γq−1, ∥|x|2n+1ω(t)∥Lq(Rn) ≤ Ct−γq(1 + t)−
1
2
+n (3)

が知られている [3]. また, ω⋆j
0 を第 j列としてBiot–Savart則uj

0 = −∇(−∆)−1 ·ω⋆j
0

により初期渦から初期流速を再現できる. まず, 空間次元が偶数の場合は次の命
題が成り立つ.

命題 1 ([4]) n ≥ 2を偶数とする. ω0 ∈ L1(Rn) ∩ L∞(Rn)が (2)(3)の成立に
十分なだけ小さいとし |x|2n+1ω0 ∈ L1(Rn),

∫
Rn x

αω0dx = 0 (|α| ≤ 1)とする.

このとき Um, Km ∈ C((0,∞), L1(Rn) ∩ L∞(Rn))で λn+m(Um, Km)(λ
2t, λx) =

(Um, Km)(t, x) (λ > 0)および∥∥∥u(t)− 2n∑
m=1

Um(t)−
2n∑

m=n+1

Km(t) log t
∥∥∥
Lq(Rn)

= o(t−γq−n) (t → +∞) (4)

を満たすものが一意に存在する. さらに |x|2n+2ω0 ∈ L1(Rn)とすると (4)の左辺は
O(t−γq−n− 1

2 (log t)2) (t → +∞)で評価される.

なお, 最初の対数項Kn+1を導出するには |x|n+2ω0 ∈ L1(Rn)を仮定すれば十分で
あり, これは概ね |x|n+1u0 ∈ L1(Rn)に相当する. また, 低階モーメントの消失は
非圧縮性流体の渦が自然に満たす性質である. 一方, 奇数次元では次が成り立つ.
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定理 2 n ≥ 3を奇数とし, 初期渦に対して命題 1の前半と同様の条件を課すと,

Um ∈ C((0,∞), L1(Rn) ∩ L∞(Rn))でλn+mUm(λ
2t, λx) = Um(t, x) (λ > 0)および∥∥∥u(t)− 2n∑

m=1

Um(t)
∥∥∥
Lq(Rn)

= o(t−γq−n) (t → +∞) (5)

を満たすものが一意に存在する. さらに |x|2n+2ω0 ∈ L1(Rn)とすると (5)の左辺は
O(t−γq−n− 1

2 log t) (t → +∞)で評価される.

つまり対数の冪が一つ下がる. これらの証明には, (1)を積分方程式に書き換えた

uj(t) = −∇(−∆)−1G(t) ∗ ω⋆j
0 −

∫ t

0

RjRG(t− s) ∗ I[u](s)ds

−
∫ t

0

G(t− s) ∗ Ij[u](s)ds

(6)

にTaylorの定理と繰り込みを適用する. ただしRj = ∂j(−∆)−1/2はRiesz変換で
あり, またIj[u] = ω⋆j · uである. この方程式は渦度の方程式にBiot–Savart則を
適用すれば得られる. Taylorの定理により, ujおよびΩijの低階の漸近項は

U j
m(t) = −

∑
|α|=m+1

∇α∇(−∆)−1G(t)

α!
·
∫
Rn

(−y)αω⋆j
0 (y)dy

−
∑

2l+|β|=m

∂l
t∇βRjRG(t)

l!β!
·
∫ ∞

0

∫
Rn

(−s)l(−y)βI[u](s, y)dyds

−
∑

2l+|β|=m

∂l
t∇βG(t)

l!β!

∫ ∞

0

∫
Rn

(−s)l(−y)βIj[u](s, y)dyds

およびΩij
m+1 = ∂iU

j
m − ∂jU

i
m (1 ≤ m ≤ n)で与えられる. これらのxに関する偶

奇がmで決まることが重要である. つまりmが偶数のときUm(t,−x) = Um(t, x)

であり, 奇数のときはUm(t,−x) = −Um(t, x)である. なお, Ωm+1の偶奇はUmと
は逆転する. これらを (6)に繰り込んでTaylor展開すると, 上記の解のモーメント
に加えて3 ≤ m+ p ≤ n+ 2として係数∫ t

0

∫
Rn

(−s)l(−y)β(Ω⋆j
p · Um)(1 + s, y)dyds

=

∫ t

0

sl(1 + s)−
n
2
− p

2
−m

2
+

|β|
2 ds

∫
Rn

(−1)l(−y)β(Ω⋆j
p · Um)(1, y)dy

が現れる. この時間積分が対数発展するとき, 対応する空間積分に着目する.
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