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Tomasz Cieślak (IMPAN)

細野 竜也 (大阪公立大学, Université Savoie Mont Blanc)

1. 本研究の目的
次の1次元準線型Keller–Segel方程式の初期値境界値問題 (KS)を考える:

ut = ∂x (D(u)∂xu− S(u)∂xv) in (0, T )× (0, 1),

vt = ∂xxv − v + u in (0, T )× (0, 1),

∂xu = ∂xv = 0 on (0, T )× {0, 1},

u(0, ·) = u0, v(0, ·) = v0 in (0, 1).

(KS)

ただし, 初期値 (u0, v0) ∈ (W 1,∞(0, 1))2は非負であり, 函数D,Sは次の形に限定する:

D(u) = (1 + u)−p, S(u) = u(1 + u)−q p, q ∈ R.

(KS)の非負古典解は質量保存則を満たす:

∥u(t)∥L1(0,1) = ∥u0∥L1(0,1), t ∈ (0, T ).

さらに, Lyapunov汎函数の存在が知られている:

d

dt
L(u, v) +

∫ 1

0

|vt|2dx+

∫ 1

0

S(u) ·
∣∣∣∣D(u)

S(u)
∂xu− ∂xv

∣∣∣∣2 dx = 0. (1)

ただし,

L(u, v) :=

∫ 1

0

G(u) dx−
∫ 1

0

uv dx+
1

2
∥v∥2H1(0,1),

G(s) :=

∫ s

1

∫ σ

1

D(τ)

S(τ)
dτ dσ.

本研究の目的は, p− q = 1のときの (KS)の非負古典解の時間大域存在の導出である.

2. 本研究の背景とアイデア
問題 (KS)を多次元の設定 (空間次元 n ≥ 2)で考えた場合には, 保存量である質量

∥u0∥L1(Ω)に注目すると, 指数 p, q, nの関係によって解の時間大域可解性が分類される.

特に, 臨界の場合 (1 + p− q = 2
n
)には, 質量の大小によって解挙動が変化することが知

られている. このような解の時間大域存在・爆発解の存在の解析において, Lyapunov

汎函数が大きな役割を果たすことが知られている ([1]).
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多次元における先行研究を踏まえると, 空間1次元においては

1 + p− q =
2

1
⇐⇒ p− q = 1

が「臨界条件」の候補である. 一方で, 空間 1次元のときには Sobolevの埋め込みの特
殊性に起因して, Lyapunov汎函数を用いた解析手法が有効に働かない.

本研究のアイデアは, (KS)に対して「エントロピー生成の評価」を導出し, それに
よって得られるアプリオリ評価を使うことである.

3. エントロピー生成の評価と主結果
(KS)のエントロピー生成の関係式が次のように得られる:

命題 1 ([2, 4]). (u, v)を (0, T )× (0, 1)上の (KS)の解とする. このとき, 次が成立する:

d

dt
F(u(t)) +D(u(t), v(t))

=

∫ 1

0

S(u)D(u)(v + vt)
2

4
dx

+

∫ 1

0

(
D(u)

S(u)
∂xux − ∂xv

)
· (D(u))2S ′′(u)

2S(u)
|∂xu|2∂xu dx. (2)

ただし,

F(u(t)) :=
1

2

∫ 1

0

(D(u))2

S(u)
|∂xu|2 dx−

∫ 1

0

Ψ(u) dx,

Ψ(ϕ) :=

∫ ϕ

1

(∫ r

1

τD(τ)S ′(τ)

S(τ)
dτ + rD(r)

)
dr,

D(u(t), v(t)) :=

∫ 1

0

S(u)D(u)

∣∣∣∣∂x (D(u)

S(u)
∂xu

)
− ∂xxv +

(v + vt)

2

∣∣∣∣2 dx.

この関係式から得られるアプリオリ評価を用いることで, 次の主張が得られる.

定理 1 ([3]). (p, q) = (2, 1)とする. このとき, (KS)の古典解は時間大域的に存在する.

注意 1. (p, q) = (2, 1)は臨界条件の候補である p − q = 1を満たすが, 質量の大小に関
係なく解が時間大域的に存在し, 臨界現象は起こらない. (p, q) = (1, 0)でも同様の結果
が得られている ([2]).
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