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1. 導入
本講演では，分数冪ラプラシアン (−∆)θ/2 (0 < θ < 2) とポテンシャル V (x) を用いて表される

Schrödinger 方程式の初期値問題{
i∂tu = (−∆)θ/2u+ V (x)u, (t, x) ∈ R× Rn,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn
(1)

について考察する．分数冪ラプラシアン (−∆)θ/2 は Fourier変換を用いて，

(−∆)θ/2f(x) = F−1
[
|ξ|θF [f ]

]
(x)

で定義される．(1)は，パラメータ 0 < θ < 2 の値によってその性質が異なる．θ = 1 の場合は，主要部は
波動方程式に一致し，ポテンシャルの増大度がいかなるものであっても，解の特異性は古典軌道に沿って伝
播することが Hörmanderによって古くから知られている．一方，θ = 2 の場合は，通常のラプラシアンを
持つ Schrödinger方程式となる．この場合について，Nakamura[3]や Kato-Ito[2] において，通常のラプ
ラシアン（θ = 2 の場合に相当）と劣二次のポテンシャルを持つシュレディンガー方程式について，解の波
面集合の特徴付けが行われている．本講演では，分数冪 Schrödinger方程式の解の波面集合の特徴づけを
行い，方程式 (1)の解の特異性の振る舞いを解明する．

仮定 (ポテンシャル V の仮定). ポテンシャル V (x) は C∞(Rn) に属する実数値関数とする．さらに，
1 < θ < 2 の場合は，ある ν < θ

θ−1 が存在して，任意の多重指数 α ∈ Zn
≥0 に対し，ある定数 Cα > 0が存

在して
|∂α

xV (x)| ≤ Cα〈x〉ν−|α|, x ∈ Rn

が成立する．

定義 (波面集合). (x0, ξ0) ∈ Rn × (Rn \ {0}), f ∈ S ′ (Rn)に対し, (x0, ξ0) /∈ WF (f)であるとは, x0 の近
傍上で χ (x) ≡ 1となる χ ∈ C∞

0 (Rn)と ξ0 の錐近傍 Γが存在し, 任意の N ∈ N に対し CN > 0が存在
して

|χ̂f(ξ)| ≤ CN (1 + |ξ|)−N , ξ ∈ Γ

をみたすことである.

定義 (波束変換). ϕ ∈ S(Rn)\{0} と f ∈ S ′(Rn) に対し，波束変換 Wϕ[f ](x, ξ) を以下で定義する．

Wϕ[f ](x, ξ) =

∫
Rn

ϕ(y − x)f(y)e−iyξdy.
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2. 主定理
分数冪ラプラシアンの次数に応じたポテンシャルの増大度の下で，(1) の解の波面集合を特徴付ける主定

理を以下に示す．

主定理 ([1]). u(t, x) を C(R;L2(Rn)) に属する方程式 (1)の解とする．ポテンシャル V (x)は上記の仮定
を満たし，パラメータ b は 0 < b < (2 − θ)/2 を満たすとする．このとき，以下の主張 (i), (ii) は同値で
ある．

(i) (x0, ξ0) /∈ WF (u(t))．
(ii) x0の近傍K と ξ0の錐近傍 Γが存在し，任意の N ∈ N, 任意の a ≥ 1,そして任意の ϕ ∈ S(Rn)\{0}
に対してある定数 λ0 > 0, CN,a,ϕ > 0 が存在して，

|Wϕλ
[u0](x(0; t, x, λξ), ξ(0; t, x, λξ))| ≤ CN,a,ϕλ

−N (2)

が，λ ≥ λ0, a
−1 ≤ |ξ| ≤ a, x ∈ K, ξ ∈ Γ なるすべての λ, x, ξ に対して成立する．ただし，

ϕλ(x) = λnb/2ϕ(λbx) であり，(x(s), ξ(s)) := (x(s; t, x, λξ), ξ(s; t, x, λξ)) は以下の方程式の解で
ある． {

d
dsx(s) = θ|ξ(s)|θ−2ξ(s), x(t) = x,
d
dsξ(s) = −∇xV (x(s)), ξ(t) = λξ.

(3)

さらに，ポテンシャルの増大度に関する仮定を強くした場合に，以下に示す命題が成り立つ．

命題 1. 1 < θ < 2 の場合は，ある ν < θ
2(θ−1) が存在して，任意の多重指数 α ∈ Zn

≥0 に対し，ある定数
Cα > 0が存在して

|∂α
xV (x)| ≤ Cα〈x〉ν−|α|, x ∈ Rn

が成立すると仮定する．また，bを 0 < b < (2− θ)/2を満たすようにとる．このとき，ポテンシャルを含
まないように定義された以下の特性曲線 (x̃(s), ξ̃(s))に対して，主定理の主張 (i), (ii)は同値である．{

d
ds x̃(s) = θ|ξ̃(s)|θ−2ξ̃(s), x̃(t) = x,
d
ds ξ̃(s) = 0, ξ̃(t) = λξ.

(4)

さらに，0 < θ ≤ 1 の場合は，初期時刻の波面集合を用いて，任意の時刻における波面集合を特徴付ける
次の命題が成立する．

命題 2. u(t, x) を C(R;L2(Rn)) に属する方程式 (1)の解とし，ポテンシャル V (x)は上記の命題の条件を
満たすとする．このとき，分数冪ラプラシアンの指数 θ が θ = 1の場合は，

WF (u(t)) = χt,0(WF (u0)) (5)

が成立する．ただし，χt,0 は (4)の解を用いて，

χτ,t(x, ξ) = (x̃(τ ; t, x, ξ), ξ̃(τ ; t, x, ξ)) (6)

で定義される写像である．また，0 < θ < 1の場合は，

WF (u(t)) = WF (u0) (7)

が成立する．
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