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次の初期値問題 {
i∂tu+∆u+ iau+ µ|u|p−1u = 0, (t, x) ∈ [0,∞)× Rn,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn (NLDS)

について考察する. ここで µ = ±1, p > 1 であり, a > 0 である. 本研究では (NLDS)の漸近挙動, 特に粗い初期デー
タに対し時間大域解が散乱する (線形解に近づく）速さ, 並びにその最適性について調べる.

まず, Ohta-Todorova [5]において, 1 + 4
n ≤ p < 1 + 4

n−2 のときにH1 スモールデータに対する時間大域解の存在
が知られている. さらに, Inui [3]は時間大域解が散乱する場合に, 以下の減衰評価を示した.

‖u(t)− e−ateit∆u+‖H1 ≤ C

{
t(p−1)(α+ε)e−apt

(
1 < p < 1 + 4

n

)
e−apt

(
1 + 4

n ≤ p < 1 + 4
n−2

)
ここで ε > 0 は任意, α = 4−(n−2)(p−1)

2(p−1)(p+1) > 0である. さらに Aloui et al [1]により, この評価は以下のように改良さ
れた.

‖u(t)− e−ateit∆ϕ+‖H1 ≤ Ce−apt, if 1 < p < 1 +
4

n

(特に, これら H1 における誤差の減衰率は上から評価している減衰率のスモールオーダーであることまでわかって
いる).

次に主結果で用いるモジュレーション空間を導入する.

定義 (モジュレーション空間 M1,1). g ∈ S(Rn) \ {0} とする. モジュレーション空間 M1,1 を以下で定める:

M1,1 :=

{
f ∈ S ′(Rn)

∣∣∣∣∣ ‖f‖M1,1 :=

∫∫ ∣∣∣∣∫
Rn

f(y)g(y − x)e−iξ·ydy

∣∣∣∣ dxdξ < ∞

}
.

注意: モジュレーション空間の定義は窓関数 g の取り方によらない.

本稿の主結果は以下である.

定理 1. p を奇数, u0 ∈ M1,1 とする. (NLDS) の解 u ∈ C([0,∞);M1,1) が, 十分大きい C, T > 0 と十分小さい
ε > 0に対して次を満たすと仮定する:

‖u(t)‖M1,1 ≤ Ce−
ap+ε
2p−1 t, t > T (1)

このとき, ある φ+ ∈ M1,1 と定数 C1, C2 > 0 が存在し, 以下の評価が成り立つ:

C1〈t〉−
n(p−1)

2 e−apt ≤ ‖u(t)− e−ateit∆φ+‖L2 ≤ C2〈t〉−
n(p−1)

2 e−apt, t > T

次の命題によって、少なくともスモールデータの時は定理 1の仮定を満たす時間大域解が存在する.
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命題 1. p奇数とし, u0 ∈ M1,1 で ‖u0‖M1,1 は十分小さいとする. このとき (NLDS)の u ∈ C([0,∞);M1,1)なる解
が一意存在する. さらにこの解 uは評価 (1)を満たす.

注意: (1) 定理 1 において, 解が散乱することのみを結論づけるのであれば仮定を ‖u(t)‖M1,1 ≤ Ce−
a+ε
p t (a+ε

p <
ap+ε
2p−1 )へ弱めることができる.
(2) 空間 M1,1 の元は正則性が低い. したがって, エネルギー散乱は扱えない.

初期値の正則性を高めることで, 以下の結果も得られる. ここで, Σ = Hβ ∩ FHβ (β = [n/2] + 1) とする.

定理 2. pを奇数または p > [n/2]+ 1とし, u0 ∈ Σとする. (NLDS) の解 u ∈ C([0,∞); Σ)が, 十分大きい C, T > 0

に対して次を満たすと仮定する:
‖e−it∆u(t)‖Σ ≤ Ce−at, t > T (2)

このとき, ある Φ+ ∈ Σ と定数 C3, C4 > 0 が存在し, 任意の s ∈ [0, 1]に対して以下の評価を満たす.

C3〈t〉−
n(p−1)

2 e−apt ≤ ‖u(t)− e−ateit∆Φ+‖Hs ≤ C4〈t〉−
n(p−1)

2 e−apt, t > T

命題 2. pは定理 2と同様で, u0 ∈ Σで ‖u0‖Σ は十分小さいとする. このとき (NLDS)の u ∈ C([0,∞); Σ)なる解
が一意存在する. さらにこの解 uは評価 (2)を満たす.

注意: 定理 2 において, 解が散乱することのみを結論づけるのであれば, 解に対する仮定を ‖e−it∆u(t)‖Σ ≤
Ce−

a+ε
p t(a+ε

p < a)へと弱めることができる.

先行研究では, ストリッカーツ評価を用いて消散項由来の減衰オーダー e−apt を示していた. 本研究では, 指数減衰
に加え, 分散性由来の減衰オーダー 〈t〉−

n(p−1)
2 を抽出するため, MDFM分解と呼ばれる手法を用いている. この手法

は, シュレディンガー群 eit∆ を以下のように分解するものである.

eit∆ = M(t)D(t)FM(t),

ここで, M(t) = ei
|x|2
4t は変調作用素, D(t)f(x) = (2it)−

n
2 f

(
x
2t

)
は伸長作用素である. この手法は漸近挙動の解析と

して, 例えば Tsutsumi–Yajima[7], Ozawa [6], Hayashi–Naumkin [2], Kita [4] などで用いられている.
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