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1 序
次の流束依存型走化性方程式系について考える:

ut = ∆u−∇ ·
(

u

|∇v|α
∇v

)
in Rn × (0,∞),

0 = ∆v + u in Rn × (0,∞),

u(·, 0) = u0 in Rn.

(1)

ここで n ≥ 2, α ∈ Rとし, u0は非負値の球対称関数とする. 問題 (1)はある化学物質 (濃度 v)

に引き寄せられる細胞 (密度 u) の運動を記述したモデルであり, 移流項の |∇v|のべき乗を含む
係数関数は細胞の走化性運動の強さを表している.

問題 (1)で α = 0としたときには, u0に対する適切な仮定のもとで, 解の性質について以下が
成り立つことが知られている:

(A) n = 2のとき, 次の質量臨界現象が起こる: ∥u0∥L1(R2) < 8π のとき, 時間大域的古典解が
一意的に存在して有界であり, ∥u0∥L1(R2) > 8πのときは対応する古典解が有限時刻で爆発
する (cf. [6, 1, 5]).

また [2, 7]では, ∥u0∥L1(R2) = 8π のときに球対称定常解の安定性が示されている.

(B) n ≥ 3のとき, 任意のm > 0に対して ∥u0∥L1(Rn) = mを満たす u0が存在し, 対応する球対
称解が有限時刻で爆発する (cf. [6]).

一方, [8]では n ≥ 11の場合に球対称定常解の安定性が示されている.

また [4]では, (A)に対応する α = αc :=
n−2
n−1
のとき, ∥u0∥L1(Rn) < ( n2

n−1
)n−1|Sn−1| ならば問題

(1)の球対称な時間大域的軟解†が一意的に存在して有界であり, ∥u0∥L1(Rn) > ( n2

n−1
)n−1|Sn−1| の

場合には対応する球対称な軟解が有限時刻で爆発することを示した. ここで, |Sn−1|は n− 1次
元単位球面の表面積を表す. さらに, ∥u0∥L1(Rn) = ( n2

n−1
)n−1|Sn−1| のときには, (1)の球対称定常

解の安定性に関する結果も得られた.

一方, (B)に対応するα < αcの場合には,有界領域Ω上の関連する方程式系において, ∥u0∥L1(Ω)

の大きさに関わらず有限時刻で爆発する球対称解の存在が示されている ([9]). しかし, 問題 (1)

の球対称定常解の安定性については, まだ知られていない.

本研究の目的は, α = 0のときの問題 (1)の球対称定常解の安定性に関する [8]の結果を, α < αc

の場合に拡張することである.

本講演は仙葉 隆氏 (神奈川大学)との共同研究に基づく.
†(1)を積分方程式の意味で満たし, v = (−∆)−1uと表されるような連続関数の組 (u, v)のことを指す.



2 主結果
以下, λ > 0に対して, (uλ, vλ)を問題 (1)の球対称定常解で uλ(0) = λβを満たすものとする.

ただし β := 2−α
1−α
である. 問題 (1)の球対称定常解の安定性について, 次の結果を得た.

主結果. n ≥ 2, α < αc =
n−2
n−1
とし, 次が成り立つとする:

(i) α ≤ 1
2
のとき, n− β > 4(2− α).

(ii) α ∈ (1
2
, αc)のとき, n− β > β

α
.

(iii) さらに α ∈ (0, αc)のとき, ある γ < n
2
が存在して

3

2n
>

α

n− γ
かつ γ > β + (1− α)

nα(n− β)1−α

n− γ
β.

このとき, 任意の λ > 0に対して, Rn上の関数 pλ, qλ が存在して, 以下が成り立つ: u0が非負値
の球対称関数で, pλ(x) < u0(x) < qλ(x) (∀ x ∈ Rn) かつ

u0 ∈ Cθ
loc(Rn)

(
θ ∈ (0, 1)

)
, u0(0) > 0,

∥∥(1 + | · |)βu0

∥∥
L∞(Rn)

< ∞

を満たすならば, 問題 (1)の時間大域的軟解 (u, v)が一意的に存在し,

lim
t→∞

∥u(·, t)− uλ∥L∞(Rn) = 0

が成り立つ.

証明の方針. まず, 球対称定常解の族 {(uλ, vλ)}λ>0が層構造をもつことを示す. α ̸= 0の場合は
一般に uλ ̸= λevλ であるため, [8]のように Liouville方程式∆vλ + λevλ = 0 には帰着できない.

そこで, (1)の定常問題を常微分方程式系に変換し, その線形化問題を解析する.

次に, この層構造の性質を利用して問題 (1)の定常問題の劣解 pλ, 優解 qλを適切に構成する.

証明のアイデアは藤田型方程式における [3]の方法に基づく.
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