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本講演では，畳み込み積 f ∗ gに対するYoungの不等式

∥f ∗ g∥X ≲ ∥f∥X∥g∥L1

について考察する．まず，一般的な関数空間の枠組みを定義する．
Definition 0.1. Banach空間E ⊂ L0(Rn)が ball Banach関数空間であるとは，以下の条件
をすべて満たしているものとして定義する．

1. (Lattice property) 任意の f ∈ Eと g ∈ L0(Rn)に対し |f | ≤ |g|ならば ∥f∥E ≤ ∥g∥E .

2. (Fatou property) X の点列 (fn)n∈N が 0 ≤ fn ↑ f , sup
n∈N

∥fn∥E < ∞を満たすならば
f ∈ Eであり， ∥f∥E = sup

n∈N
∥fn∥E .

3. 任意の Rnの球Bに対し χB ∈ E.

4. 任意のRnの球Bと f ∈ Eに対し
∫
B
|f | ≤ C∥f∥E . ここで，Cは f によらない定数で

ある．
条件 3と 4において，球を有限測度を持つ可測集合に置き換えたものはBanach関数空間

とよばれている．これらについては [1, 2]などを参照せよ．
以下が今回の主定理である．

Theorem 0.2. X を ball Banach関数空間であるとする．このとき，次が成り立つ．

(1) 任意の f ∈ X と z ∈ Rnに対し

∥f(· − z)∥X ≲ ∥f∥X (1)

が成り立っているならば，任意の f ∈ X と g ∈ L1(Rn)に対し，Youngの不等式

∥f ∗ g∥X ≲ ∥f∥X∥g∥L1

が成り立つ．
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(2) f ∈ Xとする．任意の g ∈ L1(Rn)に対し ∥f ∗ g∥X ≲ ∥f∥X∥g∥L1 が成り立っているな
らば，任意の z ∈ Rnに対し，

∥f(· − z)∥X ≲ ∥f∥X

が成り立つ．

応用として，ball Banach関数空間に付随したBesov空間における熱方程式に対する最大
正則性評価を一般的な形で得ることができる．
中心が原点であり，半径 r > 0の n次元開球をB(r)で表す．φ ∈ C∞

c (Rn)を

χB(4)\B(2) ≤ φ ≤ χB(8)\B(1)

を満たすものとする．j ∈ Zに対し，φj ≡ φ(2−j ·)と定め，P(Rn) ⊂ S ′(Rn)を多項式全体
の集合とする．
Definition 0.3 (Xに付随した斉次Besov空間). Xを ball Banach関数空間とする．s ∈ R,
1 ≤ r ≤ ∞とする．Ḃs

X,r(Rn)を次のノルムが有限となる f ∈ S ′(Rn)/P(Rn) 全体の集合と
定義する．

∥f∥Ḃs
X,r

≡

 ∞∑
j=−∞

(
2js

∥∥F−1 [φjFf ]
∥∥
X

)r 1
r

.

ここで，F と F−1はそれぞれ Rnでの Fourier変換，Fourier逆変換を表す．
Theorem 0.4. X を (1)を満たす ball Banach関数空間とする．1 < ρ < ∞，1 ≤ w ≤ ∞，
1 ≤ σ ≤ ∞とし，u0 ∈ Ḃ

2−2/ρ
X,w (Rn)とする．このとき，

∥∂tu∥Lρ,w([0,∞);Ḃ0
X,σ)

+ ∥∆u∥Lρ,w([0,∞);Ḃ0
X,σ)

≲ ∥u0∥Ḃ2−2/ρ
X,w

+ ∥f∥Lρ,w([0,∞);Ḃ0
X,σ)

が成り立つ．
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