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1 導入
次の半線形熱方程式を考える:

ut = ∆u+ |u|p−1u in Ω× (0, T ),

u = 0 on ∂Ω× (0, T ),

u(·, 0) = u0 in Ω.

(1)

ただし, p > 1, T > 0, u0 ∈ L∞(Ω), n ≥ 1とし, Ωは Rn 内の領域とする. 方程式 (1)に
は有限時間で爆発する解が存在し, 対応する常微分方程式 vt = |v|p−1v と同じ爆発レート

sup
0<t<T

(T − t)
1

p−1‖u(·, t)‖L∞(Ω) < ∞

をみたす場合をタイプ I, そうでない場合をタイプ IIと呼ぶ. ソボレフ劣臨界範囲

1 < p < pS :=


n+ 2

n− 2
for n ≥ 3,

∞ for n = 1, 2

では, Giga–Kohn [1] により, (非) 有界な凸領域上で, 正値解の場合, または p < (3n +

8)/(3n− 4)(< pS)の場合に, 爆発はタイプ Iであることが示された. その後, ソボレフ劣
臨界におけるタイプ I評価は, 一般領域上の正値解 [6]および凸領域上の符号変化解 [3, 4]

について確立されている. 一方, ソボレフ臨界指数では 3 ≤ n ≤ 6のときタイプ II爆発解
が存在することが知られており, 指数範囲の改善はできない. したがって残された問題は,

非凸領域上の符号変化解に対してタイプ I評価が成立するかどうかであった. 本研究 [8]

では, この場合に関して新たな結果を得た.

2 主定理
定理 1 n ≥ 1, 1 < p < pS とし, Ω は Rn 内の C2+α 領域 (0 < α < 1) とする.

u0 ∈ L∞(Ω)に対する (1)の古典解 uが有限時間 T > 0で爆発するならば, その爆発はタ
イプ Iである.
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タイプ I 評価は, 爆発プロファイルや爆発集合の精密解析の基盤として多くの研究で
用いられている. 本研究の直接的応用として, スケーリング u(x, t) 7→ λ2/(p−1)u(λx, λ2t)

(λ > 0) に不変な臨界ノルム Lqc (qc := n(p − 1)/2) の挙動を考察する. 3 ≤ n ≤ 5,

p = pS の場合に構成されたタイプ II 爆発解は臨界ノルムが有界であるため, 「p 6= pS

に対して臨界ノルムが有界な爆発解が存在するか」という問題が以前から知られていた.

Mizoguchi–Souplet [5] により任意の p > 1に対してタイプ I爆発が臨界ノルム爆発を導
くことが知られており, さらに Miura-Takahashi [7] により p > pS の場合には一般領域
上で臨界ノルムの非有界性が示された. これに対し p < pS かつ非凸領域・符号変化解の
場合は未解明であったが, 本研究の主定理と [5] を組み合わせることで, この場合にも臨
界ノルム爆発が生じることを確認した.

系 2 定理 1の仮定のもとで以下が成り立つ:

lim
t→T

‖u(·, t)‖Lqc (Ω) = ∞.

証明は Giga–Kohn型の重み付きエネルギーの解析による. 主な困難点は (i) 領域が非
凸であるため従来のエネルギー単調性が破れること, (ii) 符号変化解を扱うため従来の
Liouville型定理が適用できないことである.

本研究では Blatt–Struwe [2] に着想を得て, ある境界積分量を導入し, 非凸領域でも
エネルギーが一様に有界となる擬単調性公式を導く. 次に Giga-Matsui-Sasayama 型の
bootstrap argumentを展開し, 補間定理と最大正則性定理を組み合わせることで, すべて
の p > 1, 任意の q < p + 1に対して相似変換後の解に L∞

t Lq
x 評価を得る. 最後に線形放

物型方程式の内部正則性定理を適用し, p < pS の仮定のもとタイプ I爆発評価を導く.
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