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本講演の内容は, 森村晃子氏との共同研究の成果
[3, 4]に基づいている. ここでは, [2]で提案された２相
流 (two-phase flow) を単純化して得られた以下の初期
値境界値問題を扱う.

∂tφ(u)− ∂x(∂xu+ λ(u)∂xpa) = 0 in Q(T ), (1)

∂xu+ λ(u)∂xpa = 0 at x = 0, 1, 0 < t < T,

u(0, x) = u0(x) for 0 < x < 1,

ここで, Q(T ) = (0, T ) × (0, 1), T > 0, φは R上の連
続関数 (図 1 参照), λ は R 上の連続関数, pa は Q(T )

上の既知関数, u0 は初期関数である.

図 1 φの代表例

この問題の特徴は次の 2点である.

(a) 方程式 (1)が楕円ー放物型である.

(b) 境界条件が非単調である.

(a)は φに次の (A1)を仮定することで回避している.

(A1): φ ∈ C2(R), 0 < cφ ≤ φ′ ≤ Cφ on R, φ′′ は R
上, 有界である.

上記仮定により，(1)は楕円ー放物型方程式ではない
が，低階の微分項を含む準線形方程式である.

また，境界条件に現れる pa は元は未知関数であり，
境界上での傾きに符号を仮定することは適切ではない.

そのため境界条件は非単調となり， こ発展方程式理論
と不動点定理を組み合わせるという標準的な方法を応
用できない. そこで，本研究では，有限体積法によって
近似解を構成することにより，強解の存在を示すことが
できた. また合わせて，近似解の誤差評価も得られた.

定理. (A1)と λ ∈ C2(R)を仮定する.

(1) pa ∈ L4(0, T ;H1(0, 1)), u0 ∈ L2(0, 1) ならば，
問題の弱解は一意に定まる.

(2) ∂xpa ∈ W 1,2(0, T ;L2(0, 1)) ∩ L∞(Q(T )) ∩
L2(0, T ;H1(0, 1)), u0 ∈ H1(0, 1) ならば，強解が存
在し，有限体積法によって構成された近似解 un に対
し，次が成り立つ.

|un(t)− u(t)|L2(0,1) ≤ C

(
1

n

)1/4

for n.

弱解の存在は，Roub́ıček [1]で証明されている. 本講
演では，非線形偏微分方程式の理論解析に対する有限体
積法の役割を中心に，上記問題に対する成果を述べる.
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