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1 導入

n ≥ 2, T ∈ (0,∞)とする. t ∈ [0, T ]に対して, Γt を Rn 内の与えられた動く閉超曲面とする.

また, ν を Γt の外向き単位法線ベクトル, VΓ を Γt の外向き法線方向速度 (スカラー値)とする.

十分小さい ε > 0に対して, Rn 内の動く薄膜領域を Ωε
t := {x ∈ Rn | dist(x,Γt) < ε/2}で定

める. このとき, p > 2を定数として, 次の p-ラプラス拡散方程式を考える:

(pD)ε


∂tu

ε = div(|∇uε|p−2∇uε) in Qε
T :=

∪
t∈(0,T ) Ω

ε
t × {t},

(|∇uε|p−2∇uε + uεvε) · νε = 0 on ∂ℓQ
ε
T :=

∪
t∈(0,T ) ∂Ω

ε
t × {t},

uε|t=0 = uε
0 in Ωε

0.

ただし, νε は ∂Ωε
t の外向き単位法線ベクトルである. また, x ∈ Ωε

t に対して

vε(x, t) := [VΓν](y, t), y ∈ Γt は xから Γt に下ろした垂線の足

と定め, vε を Ωε
t の速度と考える. 境界条件は総質量保存則 d

dt

∫
Ωε

t
uε dx = 0に対応するノイマン

型の境界条件（あるいはロバン境界条件）である.

先行研究 [7]では, Alphonse et al. [1] により導入された evolving Bochner space の理論に基
づいて (一般の動く領域における)初期値境界値問題 (pD)ε の弱解を定義し, その存在と一意性を
証明した. 本講演の目的は, (pD)ε の弱解 uε の極限を調べ, 適当な意味で極限関数が存在するこ
とを示してその極限関数が満たす偏微分方程式を導出することである. このような厚さゼロ極限
の問題については, 薄膜領域が静止している場合には数多くの研究があるが, 動く薄膜領域を扱っ
た研究はそれほど多くない [2, 3, 4, 5, 6, 9]. 特に, ε → 0での極限集合が動く曲面である場合に,

非線形偏微分方程式の厚さゼロ極限について数学的に厳密な解析を行った研究はない.

2 記号

主定理を述べるために必要な記号を準備する. ε > 0が十分小さいとき, 動く薄膜領域が

Ωε
t = {y + rν(y, t) | y ∈ Γt, |r| < ε/2} (曲面上の点と法線方向への距離による表現)

と書けることを用いて, Ωε
t 上の関数 φに対して膜の厚さ方向への重み付き積分平均を

Mεφ(y) :=
1

ε

∫ ε/2

−ε/2

φ
(
y + rν(y, t)

)
J(y, t, r) dr, y ∈ Γt

で定める. ただし, J(y, t, r) = 1 +O(ε)は次の変数変換に現れるヤコビアンである:∫
Ωε

t

φ(x) dx =

∫
Γt

(∫ ε/2

−ε/2

φ
(
y + rν(y, t)

)
J(y, t, r) dr

)
dσ(y) (dσ は面積要素).
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また, Γt 上の微分作用素として, ∇Γ を接勾配, divΓ を表面発散, ∂•
Γ = ∂t + (VΓν) · ∇を速度ベク

トル VΓν に沿った時間微分 (物質微分)とする. さらに, H := −divΓν を Γt の平均曲率とする.

3 主定理

ST :=
∪

t∈(0,T ) Γt × {t}とする. 本講演の主定理は次の通りである.

定理 1 ([8, Theorem 1.1]). 問題 (pD)ε について, 初期値 uε
0 ∈ L2(Ωε

0)が条件

• ある c > 0が存在して, 十分小さい全ての ε > 0に対して ε−1/2∥uε
0∥L2(Ωε

0)
≤ c,

• ある v0 ∈ L2(Γ0)が存在して, ε → 0のときMεu
ε
0 → v0 weakly in L2(Γ0)

を満たすと仮定する. このとき, uε を (pD)ε の弱解とすると, ある ST 上の関数 v, ζ が存在して

lim
ε→0

Mεu
ε = v weakly in Lp(0, T ;W 1,p(Γ(·))),

lim
ε→0

Mε(∇uε) · ν = ζ weakly in Lp(ST ) = Lp(0, T ;Lp(Γ(·)))

が成り立つ. さらに, (v, ζ)は次の極限問題の唯一の弱解である:

(pD)0


∂•
Γv − VΓHv = divΓ[(|∇Γv|2 + ζ2)(p−2)/2∇Γv] on ST ,

(|∇Γv|2 + ζ2)(p−2)/2ζ + VΓv = 0 on ST ,

v|t=0 = v0 on Γ0.

通常の p-ラプラス拡散方程式の解析と同様, 主定理の証明における最も困難な点は極限操作を
行う際の非線形項 |∇uε|p−2∇uε の取扱いである. この困難は, 膜の厚さ方向への積分平均と単調
作用素の議論を適切に組み合わせて議論することで解決される. 本講演では主定理の証明の概略
を示した後, 非線形項の扱いに関する部分について解説を行う予定である.

元の問題 (pD)ε は単独の方程式であったが, 極限問題 (pD)0 は非線形偏微分方程式と代数方程
式の連立方程式になっている. これは少々奇妙にも見えるが, 実は極限問題は動く曲面 Γt 上の局
所的な質量保存則と見なすことができる. したがって, 質量保存則の対応の観点から, 主定理は自
然な結果を与えていると考えられる. 本講演ではこのことについても解説を行う.
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