
時間に依存する外力を持つ NAVIER-STOKES 方程式の弱 LN- 空間に属する解

山崎 　昌男

x1. Introduction.

n � 3 とし， 
 は全空間 R
n, 半空間 R

n
+ = (0;1) � Rn�1, 滑らかな境界 @
 をも

つ R
n の外部領域のいずれかであるとする．時間に依存し， t ! 1 のとき必ずし

も減衰しない (例えば時間について周期的な) 外力 f (t; x)が存在するときの 
 上の
Dirichlet 境界条件を持つ非定常 Navier-Stokes 方程式

@u

@t
(t; x)��u(t; x) +

�
u(t; x) � r

�
u(t; x) + grad �(t; x) = f (t; x) in I � 
,

div u(t; x) = 0 in I � 
,

u(t; x) = 0 on I � @


を考える．ただし I = R または I = (0;1) で， I = (0;1) のときは初期条件

u(0; x) = a(x)

をおく．
この問題はまず 
 = R

3, R3
+ のときに Maremonti [1,2] によって扱われ，ある

p < 3=2について

f(t; �) 2 L1
�
I; L3(
) \ _H�1

p (
)
�

をみたす小さい f (t; x) に対して解の一意存在と安定性が示された．ここで _H�1
p (
)

は Lp(
)の函数の一回微分の和の形に書ける函数の空間を表す．次いで小薗-中尾 [3]
により，n � 3 に対する 
 = R

n, Rn+ あるいは n � 4 に対する R
n の外部領域の場

合に，ある p < n=2 及び r > n=3について

f(t; �) 2 L1
�
R; Lr(
) \ _H�1

p (
)
�

をみたす小さい f(t; x) に対して解の一意存在が示された． [3] で構成された解は，
ある q < n 及び s > n について u 2 C (R; Lq(
) \ Ls(
)) をみたす．さらに谷内
[4] は， [3] で構成された解の Ln(
) に属する初期摂動についての安定性を示した．
また Salvi [5] は, 
が 3 次元外部領域の場合に，tについて周期 T を持つ

f(t; �) 2 L2
�
[0; T ] : L2(
) \ _H�1

2 (
)
�

に対し， t について周期 T を持つ弱解の存在を示し，さらに f(t; x) が小さいとき
に tについて周期 T を持つ強解の存在を示した．
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一方 f が t に依存しないとき，定常 Navier-Stokes 方程式

��u(x) +
�
u(x) � r

�
u(x) + grad�(x) = f(x) in 
,

div u(x) = 0 in 
,

u(x) = 0 on @


に対しては小薗-山崎 [6]により， 3次元外部領域も含め， f (x) 2 _H�1
n=2;1(
)に属す

る小さい f(x)に対し，Ln;1(
)に属する小さい解 u(x)の一意存在が示されている．
ここで Ln;1(
) は以下に導入する Lorentz 空間を表し， _H�1

n=2;1(
) は Ln=2;1(
)

の函数の一回微分の和の形に書ける函数の空間を表す．また解の一意性は，Ln;1(
)
に属する小さい解に対してのみ示されている．

1 < p <1, 1 � q � 1 及び u(x) 2 Lploc(
) に対し，

kukp;q =

8>><
>>:

�Z +1

0

�
s� (fx 2 
 j ju(x)j > sg)1=p

�q ds
s

�1=q

for 1 � q <1,

sup
t>0

� (fx 2 
 j ju(x)j > sg)1=p for q =1

とおく．次に Lorentz 空間 Lp;q(
) を Lp;q(
) = fu(x) 2 Lploc(
) j kukp;q < +1g
と定める．このとき Lp;q(
) は kukp;q と同値なノルムにより Banach 空間となる．
特に Lp;p(
) は Lp(
) と一致する．また q < r ならば Lp;q(
) � Lp;r(
) となり，
1 � q <1 ならば Lp;q(
)� = Lp=(p�1);q=(q�1)(
) となる．
ここでは最初に述べた非定常問題が 3 次元外部領域の場合も含めて，定常問題と

同じ函数空間の設定で，解の大きさについての条件の下で一意的に解けることを示す．

x2. 主結果.

結果を述べるために mild solutionを導入する．以下外力 f (t; x) = (fk(t; x))
n
k=1 は

fk(t; x) =
Pn

j=1

�
@Fjk=@xj

�
(t; x) の形に表されているとする．

u(t; x) 2 BUC (R; Ln;1� (
))は，任意の ' 2 C10;�(
) 及び t 2 Rに対して等式
�
u(t; �); '

�

=
nX

j;k=1

Z +1

0

�
uj(t� �; �); uk(t� �; �)� Fjk(t � �; �);

@

@xj

�
exp(��A)'

�
k

�
d�

が成立するとき， I = Rに対する Navier-Stokes方程式の mild solutionであると呼
ばれる．この式は，微分方程式を書き直して得られる区間 (�1; t) 上の積分方程式

u(t) =

Z +1

0

exp(��A)
�
�
�
u(t� �) � r

�
u(t� �) + f (t� � )

	
d�

と ' 2 C10;�(
) との pairing を取り，部分積分して得られるものである．
また， u(t; x) 2 BC ((0;1); Ln;1� (
)) は，任意の ' 2 C10;�(
) 及び t > 0 に対

して等式�
u(t; �); '

�
=
�
a; exp(�tA)'

�
+

nX
j;k=1

Z t

0

�
uj(t� �; �); uk(t� �; �)� Fjk(t� �; �);

@

@xj

�
exp(��A)'

�
k

�
d�
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が成立するとき， I = (0;1) に対する Navier-Stokes 方程式の mild solution であ
ると呼ばれる．
このとき主結果は次の通りである．

定理 1. F (t; �) 2 BUC

�
R;
�
Ln=2;1(
)

�n2�
が十分小さければ， I = R に対する

Navier-Stokes 方程式の小さい mild solutionが一意的に存在する．さらに F (t; �) に
u(t; �) を対応させる写像は連続である．

定理 2. a(x) 2 Ln;1� (
) 及び F (t; �) 2 BC

�
(0;1);

�
Ln=2;1(
)

�n2�
が十分小さけ

れば， I = R に対する Navier-Stokes 方程式の小さい mild solution が一意的に存
在する．さらに

�
a(x); F (t; �)

�
に u(t; �) を対応させる写像は連続である．

x3. Stokes 半群に対する Lp-Lq 評価の Lorentz 空間版.

これらを証明するために， Stokes 半群に対するいわゆる Lp-Lq 評価を Lorentz 空
間に拡張し，さらにその精密化を考える． 
が上の条件をみたすとき

Lp�(
) = fu(x) 2 (Lp(
))n j div u = 0 in 
,n � u = 0 on @
g;

Gp(
) = fgrad f(x) 2 (Lp(
))
n
j f(x) 2 Lploc(
)g

とおくと， 
 における Helmholtz 分解 (Lp(
))n = Lp�(
) �Gp(
) が定義される．
この分解に対応する (Lp(
))n から Lp�(
) への射影作用素を Pp とおくと，任意の
p 2 (1;1)に対して Stokes作用素 A = �Pp�は空間 Lp�(
) 上の有界解析的半群を
生成し，さらにいわゆる Lp-Lq 評価

k exp(�tA)ukq � Cp;qt
n=2(1=q�1=p)kukp for t > 0, 1 < p � q <1;

kr exp(�tA)ukq � Cp;qt
n=2(1=q�1=p)�1=2kukp for t > 0, 1 < p � q � n

をみたす. (加藤 [7], 鵜飼 [8], Borchers-宮川 [9], 岩下 [10], 儀我-Sohr [11], Borchers-
宮川 [12]を参照.) 一方 Lp-空間と同様に， Lorentz 空間においても Helmholtz 分解
(Lp;q(
))n = Lp;q� (
) � Gp;q(
) が成立し，従って Stokes 作用素 A が定義される．
(宮川-山田 [13] を参照 .) このとき以下の結果が成り立つ．

定理 3.

(1) 任意の p 2 (1;1), q 2 [1;1] に対し，作用素 �A は空間 Lp;q� (
) 上の \有
界解析的半群" exp(�tA) を生成する． (ただし q =1 のときは t = 0 にお
いて exp(�tA) は強連続ではない.)

(2) 1 < p < q <1 をみたす任意の p, q に対し評価式

k exp(�tA)ukq;1 � Cp;qt
n=2(1=q�1=p)kukp;1

が任意の u(x) 2 Lp;1� (
) に対して成立する．
(3) 
 = R

n, Rn
+ の時は 1 < p < q <1, 
 が外部領域の時は 1 < p < q � n を

みたす任意の p, q に対し評価式

kr exp(�tA)ukq;1 � Cp;qt
n=2(1=q�1=p)�1=2kukp;1

が任意の u(x) 2 Lp;1� (
) に対して成立する．
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この定理は通常の Lp-Lq 評価に実補間を施して得られるが， (3) を外部領域 
,
q = n に対して得るために次の補題を用いる． この補題の 1 < p = q < n の場合は
[12] によって得られている．

補題. 外部領域 
 において 1 < p < n, 1 � q � 1 であるかまたは p = n, q = 1 な
らば任意の u(x) 2 C10;�(
) に対して評価式 krukp;q � Cp;qkA

1=2ukp;q が成り立つ．

定理 3 (3) の結論の式において q を固定し， u(x) に t 2 (0;1) の函数
tn=2(1=p�1=q)k exp(�tA)ukq 及び tn=2(1=p�1=q)+1=2kr exp(�tA)ukq を対応させる写
像を考え，これに実補間を施すと次の定理を得る．

定理 4.

(1) 1 < p < q <1 をみたす任意の p, q に対し評価式
Z
1

0

tn=2(1=p�1=q)�1k exp(�tA)ukq;1 dt � Cp;qkukp;1

が任意の u(x) 2 Lp;1� (
) に対して成立する．
(2) 
 = R

n, Rn
+ の時は 1 < p < q <1, 
 が外部領域の時は 1 < p < q � n を

みたす任意の p, q に対し評価式
Z
1

0

tn=2(1=p�1=q)�1=2kr exp(�tA)ukq;1 dt � Cp;qkukp;1

が任意の u(x) 2 Lp;1� (
) に対して成立する．

x4. 定理 1 の証明.

小薗-中尾 [3] の方法に従い， iteration scheme

@uj+1

@t
(t) +Auj+1(t) + P

�
uj(t) � r

�
uj(t) = f (t)

を積分方程式に書き直して得られる

uj+1(t) =

Z +1

0

exp(�sA)
�
f (t� s)�

�
uj(t� s) � r

�
uj(t� s)

�
ds

を考える．この積分の Lp(
) の強位相での収束を確かめるのは困難である．そこで
上の定理 4を用いて，この積分が Ln;1(
)の汎弱位相で収束することを示す．その
ために，任意の ' 2 C10;�(
)に対して等式

�
uj+1(t; �); '

�

=

nX
k;`=1

Z +1

0

�
uj;k(t� �; �)uj;`(t � �; �)� Fk`(t� �; �);

@

@xk

�
exp(��A)'

�
`

�
d�

が成り立ち，かつ

1 <
n

n� 1
<

n

n� 2
� n;

n

2

�
n� 1

n
�
n� 2

n

�
�
1

2
= 0
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であるから定理 4 より B =
�
' 2 C10;�(
) j k'kn=(n�1);1 � 1

	
とおくと

kuj+1(t)kn;1 � C sup
'2B

j(uj+1(t); ')j

� C sup
'2B

Z +1

0

����F (t� s) + uj(t� s)
 uj(t� s);r exp(�sA)'
���ds

� C

�
sup
�2R



F (�; �)


n=2;1

+ sup
�2R



uj(�; �)

2n;1
�

sup
'2B

Z +1

0

kr exp(�sA)'kn=(n�2);1ds

� C

�
sup
�2R



F (�; �)


n=2;1

+ sup
�2R



uj(�; �)

2n;1
�

となることが示せる．
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