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本講演では, 岡沢 　登 先生との共同研究 [8] に基づき, 複素 Ginzburg-Landau 方程式
の大域的強解の一意存在定理およびその一般化について解説する.

1. 序

複素 Ginzburg-Landau 方程式は, 今から約 20年前に Newell-Whitehead [7] によって
Navier-Stokes 方程式から導き出され, 最近では物理的にも重要な方程式として盛んに研
究されている (Cross-Hohenberg [2] 参照). まず, 次の複素 Ginzburg-Landau 方程式の
初期値境界値問題を考える.

8>>><
>>>:

@u

@t
� (�+ i�)�u+ (�+ i�)jujp�1u� 
u = 0; (x; t) 2 
� R+;

u = 0 on @
� R+;

u(x; 0) = u0(x); x 2 
;

(CGL)

ここで, 
は RNの領域で,その境界 @
は C2級で有界（もしくは 
 = RN）とし, p � 1,

� > 0; � > 0, �; �; 
 2 Rは定数, i =
p�1, uは複素数値の未知関数とする.

(CGL) に対する大域解の存在について幾つか研究がなされているので、簡単に紹介
しておく. C1-solution については Bu [1], Doering-Gibbon-Levermore [3], Temam [10],

Unai [11], Yang [13]と多くの研究があるが,いずれも次元Nや指数 pに非常に強い制限
が付く. 他方, mild solution については Ginibre-Velo [4, 5] によって組織的に研究され
ている. 彼らの研究は, かなり一般的な状況下でされていて非線形項も jujp�1uのかわり
に g(juj2)uで置き換えられている. これらの結果に対して、Unai-Okazawa [12]は極大単
調作用素の簡単な摂動定理を応用して, 条件

j�j � 2
p
p

p� 1
�; ��+ �� > 0

のもとで global strong solution (大域的強解) の一意存在を示した.

我々の目的は, Unai-Okazawa [12]にある１つの不等式を改良して条件

��+ �� > 0

をはずすことである. また, 一般の複素 Hilbert 空間における極大単調作用素の摂動定理
を開発し, もう少し一般的な線形項, 非線形項をもつ (CGL)についても考察する.
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2. (CGL) の大域的強解

この節では, (CGL) の大域的強解の一意存在についてその証明の概略と得られた結果
を述べる.

\複素" Hilbert 空間 X := L2(
;C) [内積, ノルムをそれぞれ (�; �), k � kとあらわす ]

において, 次のような作用素を導入する:

Su := ��u for u 2 D(S) := H2(
;C) \H1
0 (
;C);

Bu := jujp�1u for u 2 D(B) := fu 2 X; jujp�1u 2 Xg
= L2(
;C) \ L2p(
;C);

Au := (�+ i�)Su+ (�+ i�)Bu� 
u for u 2 D(A) := D(S) \D(B):

ここで, H2(
;C), H1
0 (
;C) は L2タイプの Sobolev 空間で, �; �; �; �; 
 2 Rとする.

このとき (CGL) は次のような抽象的 (非線形)発展方程式の初期値問題とみなされる:
8<
:
du

dt
+ Au = 0;

u(0) = u0:
(IVP)

ところで, よく知られているように SはXにおける非負自己共役作用素であるから,

� > 0 ) (�+ i�)S は X で極大単調(1)

がわかる. 他方, Liskevich-Perelmuter [6]によって示された不等式

jIm(jzjp�1z � jwjp�1w)(z � w)j � p � 1

2
p
p
Re(jzjp�1z � jwjp�1w)(z � w); z; w 2 C(2)

を用いると,

j�j � 2
p
p

p� 1
� ) (�+ i�)B は X で極大単調(3)

も容易に示される. (1), (3)より (IVP)に非線形半群理論が使えそうである. 実際, もし
仮に A+ 
 = (�+ i�)S+(�+ i�)BがXで極大単調であることがいえたとすると, Kato

によって示された次の補題 (例えば Showalter [9, p. 180] 参照)が使える.

補題.AはXにおける非線形作用素, 
 2 Rとし, A+ 
が Xで極大単調であるとする.

このとき, 任意の初期値 u0 2 D(A) に対して (IVP) の大域的強解が一意的に存在する.

ここで大域的強解とは次の (a)�(c)をみたす関数 u(t)である:

(a) u(t) 2 D(A) 8 t > 0.

(b) u(�) は [0; T ] 上 Lipschitz 連続である: u(�) 2 C0;1([0; T ];X) 8 T > 0.

(c) u(�) は [0;1) 上 a.e.で強微分可能で (IVP) をみたす.
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したがってA+ 
 = (�+ i�)S + (�+ i�)Bの極大単調性を示せばよいことになる. これ
を示すのに Unai-Okazawa [12] では不等式

Re(Su;B"u) � 0; u 2 D(S); " > 0(4)

(B"はBの吉田近似)を用いるため, 付加条件 ��+�� > 0を仮定しなければならなかっ
た. これに対して, 我々は不等式 (4)をより精密にした次の不等式を示した:

jIm(Su; B"u)j � p� 1

2
p
p
Re(Su;B"u); u 2 D(S); " > 0:(5)

ここで得られた定数
p� 1

2
p
p
は (2)とは独立に決定されるのだが, 同じになることに注意

する. さて, (5)は (�+ i�)Sの極大単調性と (�+ i�)Bの極大単調性を結びつける役割を
してくれて, これにより今度は付加条件 ��+ �� > 0 を仮定せずに

� > 0; j�j � 2
p
p

p� 1
� ) A+ 
 = (�+ i�)S + (�+ i�)B は X で極大単調(6)

であることを示すことができ, 次の結果を得た.

定理 1. � > 0; j�j � 2
p
p

p� 1
� とする. このとき, 任意の初期値 u0 2 D(A) に対して

(CGL) の大域的強解 u(t) := u(x; t) が一意的に存在し,

u(�) 2 L1(0; T ;H2(
;C)) \ L1(0; T ;L2p(
;C));

u(�) 2 C0;1=2([0; T ];H1
0(
;C)) \ C0;1=(p+1)([0; T ];Lp+1(
;C));

ku(t)kH1 � e
tku0kH1;

ku(t)� v(t)kL2 � e
tku0 � v0kL2 ;
kru(t)�rv(t)k2L2 � c1e

2
tku0 � v0kL2;
ku(t)� v(t)kp+1

Lp+1 � 2p�1c2e
2
tku0 � v0kL2

をみたす. ここで, v(t)は初期値 v0 2 D(A)に対する (CGL)の解である. また, c1, c2 は

+ := maxf0; 
g を用いて次のように与えられる:

c1 :=��1(kAu0k+ 
+ku0k+ kAv0k+ 
+kv0k);
c2 :=��1

�
�+

p
�2 + �2

�
c2:

3. 非線形極大単調作用素の摂動

前の節で説明した極大単調性に基づく証明方法は, 一般の \複素" Hilbert 空間 X にお
いて次のような摂動定理としてまとめることができる. この定理は [8] で得られていた
摂動定理よりも仮定が弱められているので, 応用上便利である.
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定理 2. Sを Xにおける非負自己共役作用素, Bを Xにおける非線形極大単調作用素
とし, D(S) \D(B) 6= �とする. さらに, 次の２条件を仮定する.

(I) 9 k1 > 0 ;

jIm(Bu�Bv; u� v)j � k1Re(Bu�Bv; u� v); u; v 2 D(B):

(II) 9 k2 > 0; 9 a; b; c � 0 ;

jIm(Su;B"u)j � k2Re(Su;B"u) + akSuk2 + bkB"uk2 + ckuk2; u 2 D(S); " > 0:

このとき (� + i�)S + (�+ i�)B はXで極大単調である. ただし, �; �; �; � 2 R は

a+
b(�2 + �2)

�2 + �2
<

k1�

�
;

j�j � k�10 � (k0 := maxfk1; k2g)
をみたすものとする.

先ほど示せると言った (6)は, 定理 2で k1 = k2; a = b = c = 0としたものを使って得
られる.

4. 一般化

定理 2を用いると非線形項 jujp�1uの変わりに g(x; juj2)uを扱うことができる. ただし,

g 2 C(
�[0;1);R) \ C1(
�(0;1);R) とし, 非負定数 c1, c2, � が存在し

jrxg(x; s)j � c1g(x; s) + c2;(7)

0 � s
@g

@s
(x; s) � �g(x; s) 8 (x; s) 2 
�(0;1)(8)

とする. このような関数の例として

g(x; s) = (jxj2 + 1)s(p�1)=2 + jxj2 (p � 1)

があげられる (c1 = c2 = 1; � = (p� 1)=2). さて, (7), (8)を仮定すると定理 2の条件 (I)

および (II)は k1 = k2 =
�p

1 + 2�
; a � �; b � �; c = O(��3) (� # 0)としてみたされる

ことが示せる. したがって, 定理 2により, 条件

� > 0; j�j �
p
1 + 2�

�
�(9)

を仮定すれば, jujp�1uを g(x; juj2)uで置き換えた (CGL) の大域的強解の存在と一意性
が得られる. しかも, 条件 (9)は (7)における定数 c1; c2に依存しない, すなわち, gの x

依存性の影響を受けないということがわかる.

また, 線形項��uを �P@k[ajk(x)@ju]にまで一般化しても, ajkに適当な条件を仮定
すれば, 条件 (9)は不変であることがわかるが長くなるので省略する.
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