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本稿で述べる研究結果は，Ali Baklouti氏 (Sfax大学)との共同研究に基づく．

1. 背景
小林俊行によって提唱された複素多様体における可視的作用の概念は，リー群の表現
の無重複 (multiplicity-free)という性質に統一的説明を与えるという理論における複素
幾何的条件として重要な役割を果たす．連結な複素多様体Dにリー群Gが正則に作用
しているという設定において，次の条件 (V.0)–(S.2)を満たすDの実部分多様体S (こ
れをスライスという) およびD上の反正則な微分同相写像 σが存在するときに強可視
的 (strongly visible)であるという ([4, Definition 3.3.1])：

D′ := G · Sは空でないDの開集合である， (V.0)

σ|S = idS, (S.1)

任意のx ∈ D′に対してσ(x) = g · xを満たす g ∈ Gが存在する． (S.2)

(V.0)–(S.2)を満たすスライスSは自動的に全実 (totally real)となる．つまり，任意の
x ∈ Sに対してJx(TxS)∩ TxS = {0}が成り立つ．ただし，JはDの概複素構造を表す．
G-同変かつエルミートな正則ベクトル束 V → Dに対して，正則な切断全体の空間

O(D,V)にGの連続表現ϖが定義される．小林は，Gが底空間Dに強可視的に作用す
るという設定の下で，各ファイバーVx上の固定部分群Gxのユニタリ表現における無
重複という性質がO(D,V)に実現されるGの任意のユニタリ表現に伝播するという理
論を構築した (無重複性の伝播定理，[4, 5])．特に，無重複性の伝播定理を自明直線束
V := D×Cに対して適用すると，DにおけるGの強可視的作用からD上の正則関数全
体のなす空間O(D)に実現されるユニタリ表現の無重複性を説明することができる．
ここで，表現論におけるいくつかの概念をまとめておく．
� リー群 Gのユニタリ表現 (π,H)が，ある単射な連続写像 ι : H → O(D,V)で
ι ◦ π(g) = ϖ(g) ◦ ιが任意の g ∈ Gで成り立つとき，(π,H)は (ϖ,O(D,V))に実
現されるという ([4, Definition 1.5.3])．

� リー群Gのユニタリ表現 (π,H)に対して，
EndG(H) := {f ∈ End(H) : π(g) ◦ f = f ◦ π(g) (∀g ∈ G)} (1.1)

が可換環であるとき，(π,H)は無重複であるという ([4, Definition 1.5.1])．実際
に，Gが簡約リー群や冪零リー群の場合はユニタリ表現πは一意に既約分解され，
この場合はπが上の意味で無重複であることと，ほとんど至るところの τ ∈ Ĝに
対してその重複度が1以下であることと同値である ([4, Proposition 1.5.2])．
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� (ϖ,O(D,V))に実現される任意のGのユニタリ表現が無重複であるとき，(ϖ,O(D,V))
は無重複であるという ([4, Definition 1.5,3])．

近年，無重複表現を背景に強可視的作用の分類理論が進展し，これまでに複素等質
空間，エルミート対称空間，旗多様体，複素ベクトル空間，複素冪零軌道，複素球等
質空間に対してなされた．これらの研究は，半単純対称空間に対するカルタン分解な
どの群の分解定理，あるいは球面への推移的作用がスライスを具体的に構成するため
の土台となっている．さらに，リーマン幾何におけるpolar作用，シンプレクティック
幾何における coisotropic作用，複素幾何における強可視的作用と 3つの異なる概念は
近接した関係にあることが明らかとなっている [4, Section 4] 1．
一方で，冪零リー群や可解リー群などの簡約ではないリー群の等質空間に対する群
の分解定理や軌道分解の一般理論は未発展であるものの，強可視的作用の視点による
理論の構築に興味をもっていた．最近になって，Ali Baklouti氏 (Sfax大学)から冪零
リー群の表現の無重複性の研究に関連して同問題に興味があることを何度か相談を受
けていた．そこで，本格的に冪零リー群の等質空間における可視的作用の研究に取り
掛かり，その第一歩としてHeisenbergリー群の等質空間に対する研究から始めること
となった．

2. 主結果
以下，G = Hnを連結かつ単連結なHeisenberg群でその次元が2n+1とする．Heisenberg
群Hnは半直積群R2n ⋉Rに同型な2-stepな冪零リー群で，Gのリー環gの中心 z(g)は
1次元である．本稿では，Heisenbergリー環gの基底Bとして

B ≡ B(n,n,1) := {X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn, Z}

で [Xi, Yi] = Z (1 ≤ i ≤ n)かつそれ以外の交換子が 0であるものを選び，以後はこの
基底を固定する．
HをGの非自明な連結閉部分群でそのリー環をhと表す．このとき，写像

H × Rd → G, (h, (t1, . . . , td)) 7→ het1W1 · · · etdWd (2.1)

が微分同相写像となるようなgの線型独立な元{W1, . . . ,Wd}を選ぶことができる 2．た
だし，d := dim g− dim h > 0である．{W1, . . . ,Wd}で生成されるgの部分空間を qで
表し，exp qで生成されるGの部分群をQとする．
G,H の複素化をそれぞれ GC, HCと表す．Heisenberg群 Gは複素 Heisenberg等質
空間D := GC/HCに自然に作用し，この作用は正則である．そこで，本稿では複素
Heisenberg等質空間DにおけるGの部分群Qの作用が強可視的となるような非自明な
連結閉部分群Hを分類することが目標である．
本問題に対する結果は，表現論の無重複という性質を特徴付ける形で得られた．主結
果を述べるために表現論の準備をしておこう．Heisenberg等質空間M = G/Hは，微
分同相写像 (2.1)によって exp q ' qと微分同相になり，よって複素等質空間Dは qの
複素化qCと双正則微分同相である．実ベクトル空間q上のLebesegue測度をM上に誘
1無重複表現と可視的作用に関する小林理論，および可視的作用の分類理論の最近の発展については概
説記事 [8]にてまとめた．

2 {W1, . . . ,Wd}を gにおける hの余指数基底 (co-exponential basis)とよぶ．半単純リー群とは異なる
冪零リー群の特徴の 1つである．



導することでG-不変測度を定める．特に，M上のG-不変測度は定数倍を除いて一意
である．この測度に関するM上の2乗可積分関数全体のなすヒルベルト空間をL2(M)

で表す．Heisenberg群GのMへの自然な作用は，L2(M)への表現を定める．これを準
正則表現といいπHで表す．また，πHのGの部分群Qへの制限をπH |Qで表す．
同様に，DにおけるGの作用からD上の正則関数全体の空間O(D)上にGの連続表
現ϖが自然に定義され，この表現のQへの制限をϖ|Qで表す．
定理 2.1 ([2]). Heisenberg群Gの非自明な連結閉部分群Hに対して，次の 5つの条件
は同値である：
(i) 複素Heisenberg等質空間D = GC/HCにおけるQの作用は強可視的である．
(ii) 準正則表現πHは無重複である．
(iii) 準正則表現πHのQへの制限πH |Qは無重複である．
(iv) Gの連続表現ϖのQへの制限ϖ|Qは無重複である．
(v) h 6' h(m,0,0) := spanR{X1, . . . , Xm} (m = 1, . . . , n− 1).

3. 複素Heisenberg等質空間の分類
本章では，本稿の主結果に対する議論がHeisenberg群の連結な部分群の分類に帰着で
きることについて解説する (命題3.2参照)．
第2章の設定を継続する．基底Bの部分集合B(k,ℓ,ε)をそれぞれ

B(p,q,1) := {X1, . . . , Xp, Y1, . . . , Yq, Z}, B(p,q,0) := {X1, . . . , Xp, Y1, . . . , Yq},
B(m,0,1) := {X1, . . . , Xm, Z}, B(m,0,0) := {X1, . . . , Xm}

で定める (1 ≤ p, q,m ≤ n)．有限集合 B(k,ℓ,ε) で生成される gの部分環を h(k,ℓ,ε) =

spanR B(k,ℓ,ε) で定めるとき，次の事実が知られている：
補題 3.1 ([1, Proposition 3.1]). Heisenbergリー環 gの非自明な部分環 hは次にいずれ
かに同型である：

h(0,0,1), h(p,q,1) (1 ≤ p ≤ q ≤ n, (p, q) 6= (n, n)), h(m,0,1), h(m,0,0) (1 ≤ m ≤ n).

さらに，2つの同型な gの部分環h1, h2に対して，g上の自己同型写像φでh1に制限す
るとh1からh2 への同型写像を与えるものが存在する．
補題 3.1の設定において，g上の自己同型写像 φを gの複素化 gCに複素線型に拡張
すると，このφはh1の複素化hC1 からh2の複素化hC2 への複素リー環としての同型を与
える．
Heisenberg群Gの連結な閉部分群H(k,ℓ,ε)をH(k,ℓ,ε) = exp h(k,ℓ,ε)で定める．補題 3.1

より，Gの非自明な連結閉部分群Hは

H(0,0,1), H(p,q,1), H(m,0,1), H(m,0,0) (3.1)

のいずれかと同型である．よって，複素Heisenberg等質空間GC/HCは

GC/HC
(0,0,1), GC/HC

(p,q,1), GC/HC
(m,0,1), GC/HC

(m,0,0) (3.2)

のいずれかと双正則微分同相である．以下，D(k,ℓ,ε) := GC/HC
(k,ℓ,ε)とおく．



Heisenbergリー環の基底Bにおける部分集合B′ 6= ∅に対して，その補集合を (B′)cで
表す．非自明な部分環h = spanR B′のgにおける補空間としてq := spanR(B′)cを選ぶ．
このとき，H = exp hとおくと，(2.1)よりGの分解

G = (exp q)H = H(exp q) (3.3)

が成り立つ．exp qで生成されるGの閉部分群をQとする：Q = 〈exp q〉．特に，q(k,ℓ,ε) :=
spanR(B(k,ℓ,ε))

c，Q(k,ℓ,ε) := 〈exp q(k,ℓ,ε)〉とする．
命題 3.2. Heisenberg群Gの非自明な連結な閉部分群HはH(k,ℓ,ε)と同型であるとする．
このとき，GC/HC

(k,ℓ,ε)におけるQ(k,ℓ,ε)の作用が強可視的ならば，GC/HCにおけるQの
作用も強可視的である．
Proof. 補題 3.1により，gの自己同型写像φでφ|h(k,ℓ,ε)がリー環の同型 h(k,ℓ,ε) ' hを誘
導するものを選ぶ．このとき，φはq(k,ℓ,ε)からqへの線型同型写像を導く．このφをgC

上複素線型に拡張したものは，複素Heisenberg群GC = exp gCへの正則な自己同型写
像へ持ち上がる．これにより，H(k,ℓ,ε) ' HかつQ(k,ℓ,ε) ' Qを導く．さらに，このφは
複素Heisenberg等質空間上の双正則微分同相写像D(k,ℓ,ε) := GC/HC

(k,ℓ,ε) → GC/HCを
導く．
仮定より，D(k,ℓ,ε)の実部分多様体S(k,ℓ,ε)および反正則微分同相写像σ(k,ℓ,ε)で (V.0)–

(S.2)を満たすものが存在する．このとき，S := φ(S(k,ℓ,ε))はGC/HCの実部分多様体
で，Q(k,ℓ,ε) · S(k,ℓ,ε)がD(k,ℓ,ε)の空でない開集合であることから，

Q · S = φ(Q(k,ℓ,ε)) · φ(S(k,ℓ,ε)) = φ(Q(k,ℓ,ε) · S(k,ℓ,ε))

は φ(D(k,ℓ,ε)) = Dの空でない開集合である．次に，σ := φ ◦ σ(k,ℓ,ε) ◦ φ−1とおくと，
σはD上の反正則微分同相写像で σ|S = idSを満たす．さらに，x ∈ Q · Sに対して，
φ−1(x) ∈ Q(k,ℓ,ε)·S(k,ℓ,ε)は(S.2)よりσ(k,ℓ,ε)(φ

−1(x)) = q·φ−1(x)と表される(q ∈ Q(k,ℓ,ε))．
これより，

σ(x) = φ ◦ σ(k,ℓ,ε) ◦ φ−1(x) = φ(q · φ−1(x)) = φ(q) · x.

したがって，GC/HCにおけるQの作用は強可視的である．

4. 証明の概略
本章では，定理2.1の証明の概略を述べる．証明の流れを次の表に示す．なお，条件 (vi)

は余随伴軌道の次元に関する条件で詳細は第4.3節 (系4.3)で述べる．

(v)
§4.4⇒ (i)

§4.1⇒ (iv)

§4.3

⇔ ⇒

§4.5

(vi)
§4.3⇔ (ii)

§4.2⇐ (iii)

4.1. (i) ⇒ (iv)

(i) ⇒ (iv)は無重複性の伝播定理の主張そのものである．
4.2. (iii) ⇒ (ii)

(iii)を仮定すると，ユニタリ表現の無重複性の定義より ((1.1)参照)EndQ(L
2(M))は可

換環である．EndG(L
2(M)) ⊂ EndQ(L

2(M))より，部分環EndG(L
2(M))も可換環であ

る．これで (ii)がしたがう．



4.3. (ii) ⇔ (v)の証明
条件 (ii)と (v)の同値性は，Corwin–Greenleafによって与えられた連結な冪零リー群の
誘導表現の既約分解公式を我々の設定に適用することで証明される．この公式および
公式を説明するために必要なKirillovの軌道理論をHeisenberg群の設定で概説しよう．
Heisenberg群Gのリー環gに対して，その双対空間g∗にはGが余随伴表現として作
用する．つまり，g ∈ Gおよび ξ ∈ g∗に対して g · ξ = Ad∗(g)ξ := ξ ◦ Ad(g)−1．第 3章
で選んだ gの基底Bに対してその双対基底B∗ = {X∗

1 , . . . , X
∗
n, Y

∗
1 , . . . , Y

∗
n , Z

∗}をとる．
以下，

g0 := spanR{X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn} (4.1)

とし，g∗0でg0の双対空間とする．このとき，余随伴軌道は次のいずれかとなる：
補題 4.1. (1) γ ∈ R×とξ ∈ g∗0に対して，G·(ξ+γZ∗) = {η+γZ∗ : η ∈ g∗0} = g∗0+γZ∗.

特に，G · (ξ + γZ∗)の次元は2nとなる．また，ξ ∈ g∗0のとき，G · ξ = {ξ}.
(2) 次で定めるRは軌道空間g∗/Gの完全代表系である．

R := R×Z∗ t g∗0.

Heisenberg群G (より一般に単連結な冪零リー群)に対して，Kirillovの軌道理論とは軌
道空間g∗/G ' RとGの既約表現の同値類全体 Ĝの間に1対1の対応があることを指す．
Heisenberg群の場合，G · (γZ∗) (γ 6= 0)に対応する表現は1変数γによって特徴付けら
れる無限次元既約表現でそれをτγで表し，一方でξα,β :=

∑n
i=1 αiX

∗
i +

∑n
j=1 βjY

∗
j ∈ g∗0

に対してG · ξα,βに対する表現は2n変数α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn)によって特
徴付けられる1次元表現でこれを τα,βで表すこととする．
準正則表現 πH が H の自明表現 1の誘導表現 IndG

H 1 として実現できることから，
Corwin–Greenleafの公式 [3]によって IndG

H 1の既約分解は次で与えられる．なお，以下
は [7, Theorem 1.1]から引用した．
事実 4.2 (Corwin–Greenleafの公式). Heisenberg群Gとその連結な閉部分群Hに対し
て，準正則表現πHの既約分解は次で与えられる：

πH '
∫ ⊕

(G·q∗)/G
mπH

(ξ)τξ dξ.

ここで，dξ は q∗ 上の Lebesgue測度を射影 q∗ → (G · q∗)/Gを経由して誘導された
(G · q∗)/G上のG-不変測度で，mπH

: (G · q∗)/G → N ∪ {∞}は次で定義される重複度
関数である：ξ ∈ G · q∗に対して
(a) 2 dim(H · ξ) < dim(G · ξ)ならば，mπH

(ξ) = ∞．
(b) 2 dim(H · ξ) = dim(G · ξ)ならば，mπH

(ξ)はq∗ ∩ (G · ξ)内のH-軌道の個数，つま
り (q∗ ∩G · ξ)/Hの濃度に等しい．

事実4.2を用いて (ii) ⇔ (v)を示そう．なお，πH(k,ℓ,ε)
を単にπ(k,ℓ,ε)と表すこととする．

Proof. 2つの同型なGの閉部分群H1, H2に対して，πH1が無重複であることとと πH2

が無重複であることは同値である．よって，Hは (3.1)で挙げたH(k,ℓ,ε)のみ考察すれば
よい．



Case 1. まず，H(k,ℓ,ε) 6=' H(m,0,0) (1 ≤ m < n)とする．このとき，h(k,ℓ,ε)は gの中
心 z(g) = RZを含むため，q∗(k,ℓ,ε)はg∗0の部分空間になる．よって，補題4.1より任意の
ξ ∈ q∗(k,ℓ,ε)に対してG ·ξ = {ξ}となる．特に，(G ·q∗(k,ℓ,ε))/G ' q∗(k,ℓ,ε) が成り立つ．ゆえ
に，H(k,ℓ,ε) · ξ = G · ξとなり，2 dim(H(k,ℓ,ε) · ξ) = dim(G · ξ) = 0がすべての ξ ∈ q∗(k,ℓ,ε)
で満たされる．さらに，q∗(k,ℓ,ε) ∩ (G · ξ) = {ξ} = H(k,ℓ,ε) · ξであることから，事実4.2を
適用するとmπ(k,ℓ,ε)

(ξ) = 1がすべての ξ ∈ q∗に対して成り立つ．したがって，π(k,ℓ,ε)は
無重複である．
Case 2. 次に，H(m,0,0) (1 ≤ m < n)を考察する．q∗(m,0,0) ⊃ RZ∗に注意しよう．実
数 γ 6= 0に対して，補題 4.1より dim(G · (γZ∗)) = 2nであった．一方で，γZ∗を通る
H(m,0,0)軌道は直接計算によって

H(m,0,0) · (γZ∗) = RY ∗
1 + · · ·+ RY ∗

m + γZ∗ (4.2)

であることがわかる．よって，dim(H(m,0,0)·(γZ∗)) = mである．したがって，2 dim(H(m,0,0)·
(γZ∗)) = dim(G · (γZ∗))であるための必要十分条件はm = nである．特に，m < nの
ときはmπ(m,0,0)

(γZ∗) = ∞である．
最後に，m = nとしてmπ(n,0,0)

(γZ∗)を計算しよう．q∗(n,0,0) = RY ∗
1 + · · ·+RY ∗

n +RZ∗

であるから，(4.2)を考慮すると，

q∗(n,0,0) ∩ (G · (γZ∗)) = RY ∗
1 + · · ·+ RY ∗

n + γZ∗ = H(n,0,0) · (γZ∗)

と表すことできる．すなわち，q∗(n,0,0) ∩ (G · (γZ∗))は単一H(n,0,0)-軌道になることから，
事実4.2よりmπ(n,0,0)

(γZ∗) = 1となる．
以上で，(ii) ⇔ (v)の証明が完了した．

本証明により，次の系を得た．なお，以下の主張において ξ ∈ g∗がgenericであると
は，G-軌道G · ξがg∗におけるG-軌道で最大次元のときをいう．
系 4.3. Heisenberg群Gの非自明な連結閉部分群Hに対して，定理 2.1の条件 (ii), (v)

および次の条件は同値である：
(vi) 任意のgenericな ξ ∈ q∗に対して，2 dim(H · ξ) = dim(G · ξ)を満たす．
4.4. (v) ⇒ (i)の証明
命題 3.2により，非自明な連結閉部分群Hとして (3.1)のみを扱えばよいことはすでに
見た．そのうち，H(m,0,0) (1 ≤ m < n)以外のH(k,ℓ,ε)に対して調べればよい．
Case 1. リー環h(k,ℓ,ε)はh(m,0,0) (1 ≤ m ≤ n)と異なるとする．このとき，

Q(k,ℓ,ε) = 〈exp q(k,ℓ,ε)〉 = exp(q(k,ℓ,ε) + RZ) = (exp q(k,ℓ,ε))(expRZ).

また，(3.3)によって

GC = (exp qC(k,ℓ,ε))H
C
(k,ℓ,ε)

が成り立つ．ゆえに，D(k,ℓ,ε) = GC/HC
(k,ℓ,ε) = (exp qC(k,ℓ,ε))H

C
(k,ℓ,ε)/H

C
(k,ℓ,ε)となる．

次の補題は，Q(k,ℓ,ε)のD(k,ℓ,ε)への作用を記述する．



補題 4.4. A ∈ q(k,ℓ,ε), r ∈ R およびW ∈ qC(k,ℓ,ε)に対して
(exp(rZ))(expA) · (expW )HC

(k,ℓ,ε) = exp(A+W )HC
(k,ℓ,ε).

Proof. exp(rZ)はGの中心Z(G) = expRZの元であり，Z(G) ⊂ HC
(k,ℓ,ε)から

(exp(rZ)) · (expW )HC
(k,ℓ,ε) = (expW )(exp(rZ))HC

(k,ℓ,ε) = (expW )HC
(k,ℓ,ε).

次に，Heisenbergリー環gは [g, g] = z(g)を満たすから，cA,W ∈ Cを用いて [A,W ] =

cA,WZと表される．よって，Campbell–Hausdorffの公式より，
(expA) · (expW )HC

(k,ℓ,ε) = exp(A+W + c′A,WZ)HC
(k,ℓ,ε)

= exp(A+W ) exp(c′A,WZ)HC
(k,ℓ,ε)

= exp(A+W )HC
(k,ℓ,ε)

なお，c′A,W := cA,W/2である．以上で，主張が示された．

W ∈ qC(k,ℓ,ε)をW = W1 +
√
−1W2 (W1,W2 ∈ q(k,ℓ,ε))と表す．補題4.4より，

(expW )HC
(k,ℓ,ε) = (expW1) · (exp

√
−1W2)H

C
(k,ℓ,ε) ∈ Q(k,ℓ,ε) · S(k,ℓ,ε).

よって，次が示された．
命題 4.5. (k, ℓ, ε) 6= (m, 0, 0) (1 ≤ m ≤ n)とする．複素Heisenberg等質空間D(k,ℓ,ε)の
実部分多様体S(k,ℓ,ε)として

S(k,ℓ,ε) := (exp
√
−1q(k,ℓ,ε))H

C
(k,ℓ,ε) (4.3)

を選ぶ．このとき，D(k,ℓ,ε) = Q(k,ℓ,ε) · S(k,ℓ,ε) が成り立つ．
次に，D(k,ℓ,ε)上の反正則微分同相写像を次の手順で構成する．Heisenbergリー環 g

の直和分解 g = g0 + z(g)により，複素化 gCも gC = gC0 + z(gC)と直和分解される．特
に，z(g)C = z(gC) = CZである．元X ∈ gCの実型gに関する複素共役をXで表し，gC

上の反線型な対合的自己同型写像σを，
σ(A+ cZ) = −A+ cZ (A ∈ gC0 , cZ ∈ CZ)

によって定める．このσはGC = exp gC上の反正則な対合的自己同型写像に持ち上がり，
それも同じ記号を用いる．このとき，hC(k,ℓ,ε) = hC(k,ℓ,ε) ∩ gC0 + CZによって σはHC

(k,ℓ,ε)

およびQ(k,ℓ,ε)を保ち，D(k,ℓ,ε)上の反正則微分同相写像σを誘導する：
σ : D(k,ℓ,ε) → D(k,ℓ,ε), (expW )HC

(k,ℓ,ε) 7→ (exp σ(W ))HC
(k,ℓ,ε).

このσはS(k,ℓ,ε)の定義 (4.3)からσ|S(k,ℓ,ε)
= idS(k,ℓ,ε)

を満たす．
また，(expW )HC

(k,ℓ,ε) ∈ D(k,ℓ,ε)に対して，命題4.5によりg0 ∈ Q(k,ℓ,ε),W0 ∈
√
−1q(k,ℓ,ε)

を用いて(expW )HC
(k,ℓ,ε) = g0(expW0)H

C
(k,ℓ,ε)と表す．このとき，g := σ(g0)g

−1
0 はQ(k,ℓ,ε)

の元で
σ((expW )HC

(k,ℓ,ε)) = σ(g0(expW0))H
C
(k,ℓ,ε)

= σ(g0)σ(expW0)H
C
(k,ℓ,ε)

= σ(g0)(expW0)H
C
(k,ℓ,ε)

= g · (expW )HC
(k,ℓ,ε).

ゆえに，σは各Q(k,ℓ,ε)-軌道を保つ．



Case 2. 非自明な連結閉部分群H(n,0,0)に対して，D(n,0,0) = GC/HC
(n,0,0)におけるQ(n,0,0)

の作用が強可視的であることは次のように示される．
補空間q(n,0,0) = RY1+ · · ·+RYn+RZは可換リー環となるため，Q(n,0,0) = exp q(n,0,0)
である．複素Heisenberg等質空間D(n,0,0) = (exp qC(n,0,0))H

C
(n,0,0)/H

C
(n,0,0)におけるQ(n,0,0)

の作用は
(expA) · (expW )HC

(n,0,0) = (exp(A+W ))HC
(n,0,0)

となる (A ∈ q(n,0,0),W ∈ qC(n,0,0))．よって，次を得る：
命題 4.6. 複素Heisenberg等質空間D(n,0,0)の実部分多様体S(n,0,0)として

S(n,0,0) := (exp
√
−1q(n,0,0))H

C
(n,0,0) (4.4)

を選ぶ．このとき，D(n,0,0) = Q(n,0,0) · S(n,0,0) が成り立つ．
次に，複素Heisenbergリー環の直和分解gC = hC(n,0,0) + qC(n,0,0)を鑑みて，g上の反線
型な対合的自己同型写像σを

σ(A+W ) = A−W (A ∈ hC(n,0,0),W ∈ qC(n,0,0))

と定める．このσをGC上の反正則微分同相写像に持ち上げたもの (同じ記号σを用い
る)は，H(n,0,0)およびQ(n,0,0)を保つため，D(n,0,0)上の反正則な微分同相写像を誘導す
る (同じ記号 σを用いる)．このとき，σは σ|S(n,0,0)

= idS(n,0,0)
を満たし，かつ任意の

W ∈ qC(n,0,0)に対してσ((expW )HC
(n,0,0)) ∈ Q(n,0,0) · (expW )HC

(n,0,0)となる．
以上により，(v) ⇒ (i)の証明が完結した．

4.5. (i) ⇒ (v)の証明
前節の結果を受けて，(i) ⇒ (v)の証明で残っていることは次の定理を示すことである：
定理 4.7. 1 ≤ m < nに対して，D(m,0,0) = GC/HC

(m,0,0)におけるQ(m,0,0)の作用は強可
視的ではない．
以下，M(m,0,0) := G/H(m,0,0)とし，準正則表現 πH(m,0,0)

を π(m,0,0)と略記する．定理
4.7の証明の鍵となるのは，(π(m,0,0)|Q(m,0,0)

, L2(M(m,0,0)))を (ϖ|Q(m,0,0)
,O(D(m,0,0)))に実

現することである．その方法を簡潔に説明しよう．
まず，q(m,0,0)は q(m,0,0) ' Rm ⊕ hn−m を満たすリー環である．よって，Heisenberg

等質空間M(m,0,0) = G/H(m,0,0) ' exp q(m,0,0) は Q(m,0,0) ' Rm × Hn−m と同型であ
るから，L2(M(m,0,0))は L2(Rm × Hn−m)とヒルベルト空間として同型である．さら
に，L2(Rm ×Hn−m)上のRm ×Hn−mの正則表現ρに対して，π(m,0,0)とρはQ(m,0,0) '
Rm×Hn−mの表現として同値である．ゆえに，(ρ, L2(Rm×Hn−m))を(ρ,O(Cm×HC

n−m))

に実現する．
次に，hRm ≡ (hRm)tをRm×R+上の熱方程式∂tu(v, t) = ∆Rmu(v, t)の基本解とし 3，

hHn−m ≡ (hHn−m)tをHn−m × R+上の熱方程式 ∂tu(g, t) = ∆Hn−mu(g, t)の基本解とす
る 4．このとき，t > 0を1つ固定し，f ∈ L2(Rm ×Hn−m)に対して
3hRmをRm上の熱核という．熱核変換と呼ばれる熱核を用いた積分変換は Segal–Bargmann変換とし
てよく知られている．これは，L2(Rm)からO(Cm)への単射かつ連続なRm-絡作用素となる．

4Hn−m ×R+上の熱方程式の基本解 (熱核)の具体的表示，および熱核変換に関する研究は [6]を参照．
Hn−m上の熱核変換はL2(Hn−m)からO(HC

n−m)への単射かつ連続なHn−m-絡作用素となる．



(Bf)(v, x) :=

∫
Rm×Hn−m

f(s, k)hRm(v − s)hHn−m(k
−1x) dsdk (4.5)

とする (v ∈ Cm, x ∈ HC
n−m)．このとき，(4.5)の右辺は任意の (v, x) ∈ Cm ×HC

n−m で
絶対収束する．
定理 4.8 ([2, Theorem 8.11]). f ∈ L2(Rm ×Hn−m)に対して，BfはCm ×HC

n−m 上の
正則関数である．さらに，B : L2(Rm ×Hn−m) → O(Cm ×HC

n−m) は連続かつ単射な
(Rm ×Hn−m)-絡作用素である 5．
定理4.7の証明は次で与えられる．

Step 1. 第 4.3節で，1 ≤ m < nに対してπ(m,0,0)はGの表現として無重複ではないこ
とを見た．よって，(iii) ⇒ (ii)の対偶によりπ(m,0,0)|Q(m,0,0)

は無重複ではない．
Step 2. Q(m,0,0)がD(m,0,0)に強可視的に作用すると仮定すると，無重複性の伝播定理に
より (第1章参照) O(D(m,0,0))に実現されるQ(m,0,0)のユニタリ表現は無重複でなければ
ならない．ここで，定理4.8よりQ(m,0,0) ' Rm×Hn−mの表現(π(m,0,0)|Q(m,0,0)

, L2(M(m,0,0)))

は (ϖ|Q(m,0,0)
,O(D(m,0,0)))に実現されるため，π(m,0,0)|Q(m,0,0)

も無重複でなければならな
いが，これはStep 1で述べた事実に矛盾する．
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