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1 ホロノミー群
リーマン多様体の「曲がり方」を調べる方法の１つに「ホロノミー群」がある。

（定義については [7, Section 3]などにある。）これは以下のような分類されている。

定理 1 ([1]). (M, g)を単連結リーマン多様体で、既約（局所的にリーマン多様体
の直積に分解しない）かつ局所対称空間でない (∇R 6= 0)とする。このときホロ
ノミー群は

SO(n), U(n), SU(n), Sp(n)Sp(1), Sp(n), G2, Spin(7)

のいずれかになる。

変形ドナルドソン・トーマス接続は、G2の場合（G2多様体）に対して定義され
る概念である。まずG2幾何について復習する。

2 G2幾何
例外型 Lie群G2は八元数体Oの自己同型群（線形同型写像O → OでOの積を
保つもの）として定義される。

G2 :=Aut(O).

O = R⊕ ImO = R⊕R7とみる。Oの積は ImO = R7上の 3-form ϕ0 ∈ Λ3(R7)∗ で
表現できる。つまり u, v ∈ ImO = R7で u ⊥ vとなるものに対して、

R7 × R7 3 (u, v) 7→ ϕ0(u, v, ·)♯ ∈ R7

がOの積と一致するように ϕ0を定義する。（ϕ0は具体的にかける。[7, Definition

11.1.1]などを参照されたい。）このとき

G2 = {g ∈ GL(7,R) | g∗ϕ0 = ϕ0}
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とかける。G2 ⊂ SO(7)となることが知られている。
今 (X7, g)を連結なリーマン多様体でホロノミー群Hol(g)がG2に含まれている
とする。このときϕ0がG2作用で不変なことより、平行移動によってX7上に平行
な 3-form ϕ ∈ Ω3(X7)が定義される。（このような ϕは一意ではない。）本記録集
では、この ϕ ∈ Ω3(X7)を１つ固定して (X7, ϕ, g)をG2多様体とよぶ。
標語的にいえば、G2幾何とは、「3-form ϕで特徴づけられる幾何」といえる。（比
較として、Kähler 幾何は 2-form（Kähler 形式）で特徴づけられる幾何である。）

G2幾何は極めて特殊な対象を扱っているように思えるかもしれないが、例えば
以下のような捉えることができ、重要な研究対象である。

{G2多様体 }
44

類似
iiii

iiii
iiii

iiii
i ii

高次元化
RRRR

RRRR
RRRR

RR

{3次元 Calabi-Yau 多様体 } {3,4次元多様体 }

• まず、G2多様体は（複素）3次元 Calabi-Yau 多様体の類似と考えられる。
これは Lie群の間の包含関係 SU(3) ⊂ G2からくるものである。実際、Y 6を
（複素）3次元 Calabi-Yau 多様体とすると、S1 × Y 6はG2多様体になる。

これにより、多くのCalabi-Yauの理論の類似が、G2多様体に対して考えら
れるであろうことが示唆される。これについては後程詳述する。

• G2多様体は、（よく研究されている）3,4次元多様体の理論の高次元化の場
であるとも捉えられる。例えば、3次元多様体上には平坦接続を扱う Chern-

Simons 理論、および 4次元多様体上には ASD接続を扱う Donaldson 不変
量があるが、これらの一般化としてG2-instanton というものが考えられて
いる。

3 Calibrated geometry

calibration とは、Harvey-Lawson [6] により導入されたリーマン多様体 (Xn, g)

上のある条件をみたす閉微分形式 ϕ ∈ Ωk(Xn)のことである。（詳細な定義は [7,

Definition 4.1.3]などを参照されたい。）calibrationがあると、calibrated submani-

fold という極小部分多様体が定義される。calibrated submanifold の著しい性質と
して、コンパクトなものは、ホモロジー類の中で体積最小で、体積は位相的に与
えられることが知られている。
calibrationの概念はホロノミー群と相性が良い。多様体が特殊なホロノミー群

をもつときには、自然に calibration, calibrated submanifold が定義できる。以下
いくつか例を示す。
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Hol(g) (⊂) U(n) SU(n) G2

(X, g) X2n:Kähler X2n:Calabi-Yau X7 : G2多様体
calibrated N2k:複素 A3:associative

submanifold 部分多様体 部分多様体
Ln:特殊ラグランジュ C4:coassociative

部分多様体 部分多様体

• 複素部分多様体、associative部分多様体は似た振る舞いをする。どちらもそ
の変形に障害がある。

• 特殊ラグランジュ部分多様体、coassociative部分多様体は似た振る舞いをす
る。どちらもその変形に障害はなく、モジュライ空間は常に滑らかな多様体
である。

注意 2. Gromov-Witten不変量とは、概正則曲線を「数えて」定義される symplectic

多様体内の不変量であった。上述の類似性から、associative 部分多様体を数えて
不変量を構成しようとする研究がある。また Casson 不変量は平坦接続を「数え
る」もので、Donaldson 不変量はASD接続を「数える」ものであった。その類似
として、G2-instanton を数えて不変量を構成しようとする研究もある。
次の章で述べるように、Calabi-Yau 多様体には、物理からくるミラー対称性と

いう不思議な対応があるとされ、それは特殊ラグランジュ fibration で説明できる
と予想されている。その類似として、G2多様体のミラー対称性というのも考えら
れている。

4 ミラー対称性
Strominger–Yau–Zaslow [16] により、3次元Calabi-Yau 多様体のミラー対称性

は（特異ファイバーを含む）特殊ラグランジュ(SL) dual T 3-fibration で説明でき
ると予想されている。(これは今日では SYZ 予想と呼ばれている。)

つまりX6と (X6)∗が「ミラー」である 3次元Calabi-Yau 多様体ならば、ある 3

次元多様体B3と（特異ファイバーを含む）fibration f : X6 → B3, f ∗ : (X6)∗ → B3

が存在して、滑らかなファイバー f−1(b), (f ∗)−1(b)は 3次元トーラス T 3で、それ
ぞれ何らかの意味で dual になっていると予想する。

X6

f   B
BB

BB
BB

B (X6)∗

f∗
||xx
xx
xx
xx

B3

Leung–Yau–Zaslow [14] は、SL dual T 3-fibration が与えられたとき、「実フー
リエ・向井変換」により、SL 部分多様体は deformed Hermitian Yang–Mills
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(dHYM) 接続に対応することを示した。近年この dHYM 接続の研究は活発に行
われている。
このG2多様体版は、Gukov–Yau–Zaslow [5] により提唱された。つまりG2多様

体のミラー対称性は（特異ファイバーを含む）coassociative dual fibration で説明
できるのではと予想した。

X7

f   B
BB

BB
BB

B (X7)∗

f∗
||xx
xx
xx
xx

B3

Calabi-Yauの場合は滑らかなファイバーはトーラス T 3のみであったが、G2の場
合は滑らかなファイバーはトーラス T 4だけでなく、K3曲面もあり得ることに注
意しておく。（K3 fibration の “adiabatic limit” (ファイバーをつぶすような極限)

は、最近 Donaldson らによりよく研究されている。）
Lee–Leung [13]は、coassociative dual T 4-fibrationが与えられたとき、「実フーリ

エ・向井変換」により associative 部分多様体はdeformed Donaldson–Thomas

(dDT) 接続に対応することを示した。この dDT接続が本記録集の主題である。
以下に詳細な定義を与える。

5 定義と基本的な性質
定義 3. (X7, ϕ, g)を G2 多様体、(L, h) → X7 を複素エルミート直線束とする。
(L, h)のエルミート接続∇がdeformed Donaldson–Thomas (dDT) 接続とは

1

6
F 3
∇ + F∇ ∧ ∗ϕ = 0

をみたすときをいう。ここで F∇ ∈
√
−1Ω2は∇の曲率である。

• dDT接続はG2-instanton (Donaldson–Thomas connection): F∇ ∧ ∗ϕ = 0 の
類似とも思えることに注意する。

平坦接続 (F∇ = 0となる接続∇)は自明に dDT接続になる。その他の例として
は、dHYM接続は以下のような意味で dDT接続になる。

(Y 6, ω, g, J,Ω)を Calabi–Yau 3次元多様体、(L, h) → Y 6を複素エルミート直線
束とする。このときX7 := S1 × Y 6はG2多様体になりG2構造 ϕ ∈ Ω3(X7)は

ϕ = dx ∧ ω +ReΩ, ∗ϕ = ω2/2− dx ∧ ImΩ

で与えられる。π : X7 → Y 6を射影とする。
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補題 4. ∇を (L, h)の dHYM 接続 ( F 0,2
∇ = Im (ω + F∇)

3 = 0)とする。このとき
π∗∇は π∗Lの dDT 接続になる。

Proof. これは次からわかる。

1

6
F 3
∇ + F∇ ∧ ∗ϕ =

1

6

(
F 3
∇ + 3F∇ ∧ ω2

)
− dx ∧ F∇ ∧ ImΩ,

√
−1Im (ω + F∇)

3 =F 3
∇ + 3F∇ ∧ ω2.

（実は後で Y 6がコンパクト連結なら「逆」もいえることを述べる。）

以上をまとめると以下のような表になる。

{dHYM 接続 }
OO

ミラー ��

⊂ {dDT 接続 }
OO

ミラー ��

hh
類似

((RR
RRR

RRR
RRR

RRR
RRR

RR

{
SL

部分多様体

}
⊂

{
associative

部分多様体

}
{G2-instantons}

GW不変量の類似？

OO

高次元ゲージ理論？

OO

{dHYM 接続 } ⊂ {dDT 接続 }は補題 4のような意味である。SL, associative部
分多様体にも類似の関係がある。これらの類似性から、dDT接続も「数えて」不
変量が作れるのでは？と期待される。
一方、dDT接続の研究はあまりなされておらず、基本的な性質も未知である。
そこでまず、モジュライ（変形）理論はどうなるか？associative, G2-instanton と
どれほど類似性があるか？について考え、類似の性質をもつか調べる。（将来的な
展望としては、dDT接続の研究を発展させて、逆に associative, G2-instanton の
研究に応用ができれば非常に面白いと思っている。）

6 主結果
まず最初に associative 部分多様体の代表的な性質を列挙する。

• G2構造を摂動すると、モジュライ空間は 0次元向きづけ可能多様体。

• associator equality という代数的な等式がある。これにより、G2構造は
calibration になることがわかり、associative 部分多様体の（変形理論に有用
な）特徴づけができる。
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• ホモロジー類の中で体積最小で、体積は位相的に与えられる。（これは一般
に calibrated submanifold に対する性質である。）

• Y 6を 3次元 Calabi-Yau 多様体とする。X7 = S1 × Y 6の associative 部分
多様体でホモロジー類 γ ∈ H3(Y

6) ↪→ H3(X
7)を代表するものは、{∗} × L3

(L3 ⊂ Y 6は SL) の形に限る。

• associative 部分多様体は、Chern-Simons 型汎関数の臨界点としてかける。

(実はG2-instanton も類似の性質をもつことが知られている。)

[9]-[12] の結果というものは、極めて大雑把にいえば dDT接続は上と類似した
性質をすべてもつということである。(５つ目は [8]によって成されたもの)。

6.1 モジュライ（変形）理論

定理 5 ([9]). コンパクト連結なG2多様体上で、G2構造を摂動すると、dDT接続
のモジュライ空間は b1次元向きづけ可能多様体になる。

変形理論の証明の方針は標準的なものである。つまり、変形写像の線形化を計算
し、ゲージ群の作用に関する sliceをとり、陰関数定理の適用を考える。しかし、線
形化を「上手く」書いて楕円型複体を導くのはかなり非自明である。最初のG2構
造ϕと dDT接続∇から定まる「新たなG2構造 ϕ̃∇」を導入し、これを解決した。
またモジュライ空間が向き付け可能であることも示した。「向き」は大域的な性
質であるため、考えるのがやや難しい問題である。だが、「数え上げ」のためには
モジュライ空間は自然な向きを持つ必要があると考えられており、自然な向きが
入るか考えるのは重要である。「向きづけ」の証明には、上述の ϕ̃∇が実は具体的
にかけ、ϕとG2構造の空間内の pathで結べることを用いる。この事実と、ベク
トル束の「ホモトピー性質」を用いて、determinant line bundle が自明であるこ
とを示すことにより、モジュライ空間の向きづけ可能性が言える。

6.2 接続の「体積」

(Xn, g)をコンパクト連結向きづけ可能リーマン多様体、(L, h) → Xn を複素
エルミート直線束、A0 を (L, h)のエルミート接続全体の集合とする。“volume

functional” V : A0 → R を次で定義する。

V (∇) :=

∫
X

v(∇)volg,

v(∇) :=

√
1 + |F∇|2 +

∣∣∣∣F 2
∇
2!

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣F 3
∇
3!

∣∣∣∣2 + · · ·.
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「実フーリエ・向井変換」で、V は部分多様体の（通常の意味での）体積に対応す
る。（それゆえに V を接続の「体積」と考えている。）また物理では、V は Dirac-

Born-Infeld (DBI) action とよばれる汎関数である。

定理 6 (“Mirror” of associator equality, [12]). G2多様体上、任意の∇ ∈ A0に対
して (

1 +
1

2
〈F 2

∇, ∗ϕ〉
)2

+

∣∣∣∣∗ϕ ∧ F∇ +
1

6
F 3
∇

∣∣∣∣2 + 1

4

∣∣ϕ ∧ ∗(F∇)
2
∣∣2 = v(∇)2

が成り立つ。特に任意の∇ ∈ A0に対して∣∣∣∣1 + 1

2
〈F 2

∇, ∗ϕ〉
∣∣∣∣ ≤ v(∇), 等号成立⇐⇒∇：dDT接続

が成り立つ。

注意 7. [9]より、∗ϕ ∧ F∇ + 1
6
F 3
∇ = 0ならば ϕ ∧ ∗(F∇)

2 = 0が成り立つ。これよ
り最初の等式から、2つ目の主張が従う。
定理6は [10]において、(通常の) associator equalityの実フーリエ・向井変換によ
り予測された。証明は pointwise な計算だが、結構な工夫が必要になる。（おそらく
実フーリエ・向井変換なしには発見不可と思われる。）定理6により、calibration/G2-

instanton のときと一部同じような議論ができる。更に、定理 6 はCalabi-Yau 3次
元多様体上の「ミラー SL equality」も導く。
また定理 6 よりコンパクト連結なG2多様体上でdDT接続∇は V : A0 → Rの
最小を与え、V (∇)は位相的に与えられることがわかる。

系 8. L → X7が平坦とする。このとき任意の dDT 接続は平坦接続。特に、dDT

接続のモジュライ空間はH1(X,R)/H1(X,Z)になる。

Proof. ∇0を平坦接続とし∇を任意の dDT 接続とする。∇0は自明に dDT接続
で、dDT接続に対して V は同じ値をとるから∫

X

√
1 + |F∇|2 +

∣∣∣∣F 2
∇
2!

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣F 3
∇
3!

∣∣∣∣2volg = V (∇) = V (∇0) =

∫
X

volg.

これより F∇ = 0がわかる。

注意 9. コンパクト連結なG2多様体上で非自明な例を構成するならば、平坦でな
い直線束 L → X7をとる必要がある。（cf. Lotay-Oliveira [15] は、ある coclosed

だが closed でないG2構造をもつ 7次元多様体上の自明束上で具体例を構成した。）

補題 4 でみたように、複素エルミート直線束 (L, h) → Y 6 (Y 6はコンパクト 3

次元Calabi-Yau 多様体)が与えられたとき、(L, h)の dHYM 接続 ∇ の引き戻し
π∗∇は dDT接続だった。（π : X7 = S1 × Y 6 → Y 6は射影。）この「逆」も成立す
るというのが、以下の主張である。
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定理 10 ([12]). 1. π∗Lに dDT接続が存在することと、Lに dHYM接続が存在
することは同値である。

2. π∗Lの任意の dDT 接続 ∇̃に対して、ある Lの dHYM 接続∇と閉 1-形式
ξ ∈

√
−1Ω1(X7)が存在して ∇̃ = π∗∇+ ξ.

3. MG2を π∗Lの dDT 接続のモジュライ空間、MdHYM をLの dHYM 接続の
モジュライ空間とする。このときMG2

∼= S1 ×MdHYM .

証明は「ミラー associator (定理 6), SL equality」（の積分版）を主に用いる。一
部 associative/SL 部分多様体と同様の議論が出てくる。
1.は、この状況では dDT接続の存在と dHYM接続の存在が同値であることを

言っている。dHYMの存在はある「安定性」と同値であることが予想されており
（[4, 2]）、一般にdDT接続の存在もある「安定性」と関連づけられるかもしれない。

6.3 変分法的観点

ここではKarigiannis-Leung [8]による変分法的観点を紹介する。
(X7, ϕ, g)をコンパクト連結G2多様体、(L, h) → X を複素エルミート直線束、

A0を (L, h)のエルミート接続全体の集合とする。
A0上の 1-form Θを

Θ∇(
√
−1b) =

∫
X

√
−1b ∧

(
1

6
F 3
∇ + F∇ ∧ ∗ϕ

)
(∇ ∈ A0,

√
−1b ∈ T∇A0 =

√
−1Ω1)で定義する。このとき定義から

Θ∇ = 0 ⇐⇒ ∇：dDT接続

である。実はΘは closedである。A0 = ∇ +
√
−1Ω1 · idL (∇ ∈ A0は任意に固定

した接続)は可縮なので、ある関数CS : A0 → Rがあって dCS = Θとなる。よっ
て dDT 接続は CS (Chern-Simons 型汎関数)の臨界点として書ける。

7 今後の課題
以下のようなことが今後の課題として考えられる。

• dDT接続は、他にも associative 部分多様体やG2-instanton と類似した性質
をもつか？(その発見には実フーリエ・向井変換を用いるとよい？)

• mean curvature を V の negative gradient vector field として定義できる。
[12]では、「ミラー mean curvature flow (MCF)」の短時間存在を示した。通
常の部分多様体のMCFに対する類似の結果が示せるか？
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• コンパクトG2多様体上で非自明な dDT接続の例が構成できるか？(注意 9

でみたように、非平坦な直線束をとる必要がある。)

• 「数え上げ」のためには、”singular” dDT 接続を考える必要があるが、どの
ように研究すればいいのか目途は立っていない。dDT 接続のコンパクト性
定理は、associative Smith map [3] やG2-instanton [17] の場合をヒントにす
れば、示せるかもしれない。

• 定理 10のあとに述べたように、dDTの存在を何らかの「安定性」に関連づ
けられるか？
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