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1. リウヴィルの定理
(Mn, g)を非コンパクト完備リーマン多様体とし, そのリッチ曲率が下から定数で抑え
られているとする (Ric ≥ −K, K ≥ 0). また, BR(x0)を点 x0 ∈ M を中心とする半
径R > 0の測地球とする. この設定のもと, Cheng-Yau [2]は 1975年, 正値調和関数
u : BR(x0) → Rに対する勾配評価 (gradient estimate)を導出した:
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ただし, Cnは次元 n = dimMのみに依存する定数である. K = 0の場合, Cheng-Yau

の勾配評価においてR → ∞とすれば, Yauによる有名なリウヴィルの定理を得ること
ができる. すなわち, 非負リッチ曲率を持つ完備リーマン多様体上の正の調和関数は定
数関数に限る. なお, M上の (正値とは限らない)有界な調和関数は, 適当に定数を加え
てやればいつでも正値調和関数になるので, Yauによるリウヴィルの定理は, 有界な調
和関数に対しても適用可能であることを注意しておく.

さて, 調和関数は熱方程式 ∂tu = ∆uの定常解と考えられるので, Cheng-Yauの話
をリーマン多様体上の熱方程式へと拡張する試みは自然な問題と言える. Li-Yau [5]

は 1986年, Cheng-Yauと同様の設定 (Ric ≥ −K,K ≥ 0)のもと, リーマン多様体
上の熱方程式の正値解 u : QR,T (x0, t0) → Rに対する勾配評価を導出した (ただし,

QR,T (x0, t0) := BR(x0)× [t0 − T, t0], t0 ∈ R, T > 0): 任意の実数a > 0に対して,
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が成り立つ.

熱方程式の解に対して勾配評価が得られたのだから, 我々としてはそこからリウヴィ
ル型の定理まで言えるのか, つまり解は定数に限るのかが気になるところである. そも
そも熱方程式の解に対して, 適切なリウヴィル型の定理とは何だろうか. 調和関数の場
合は, 空間全体で定義された正値調和関数に対してリウヴィルの定理を考えていた. こ
れを参考にすると, 熱方程式については, 時間的にも空間的にも無限に広がる解に対し
てリウヴィル型の定理を考察するのが良いと思われる. そのようなものとして我々は
古代解を扱う. 古代解とは, 時間 t ∈ (−∞, 0]で定義された熱方程式の解のことである.

ここでは, u(x, t)として, 非負リッチ曲率 (K = 0)を持つ完備リーマン多様体上の熱方
程式の正値古代解u : M × (−∞, 0] → Rを考える. このとき, Li-Yauの勾配評価におい
てR, T → ∞とすれば, Cheng-Yauの場合と同様に u(x, t)が定数関数であるというリ
ウヴィル型の定理を得られそうだが, 実はそうはいかない. 実際, そのような結論を得
るためには, 時間方向の勾配の項a∂tu/uが邪魔になる.
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熱方程式の解に対するリウヴィル型の定理を導けるような勾配評価を初めて導出し
たのはSouplet-Zhang [6]であり, これが2006年のことであった. 彼らは, 熱方程式の解
に対して, 空間方向のみの勾配評価を適切な増大度条件のもとで導出している. 1975年
のCheng-Yauの話から30年近く経過しているが, これにはいくつか理由が考えられる:

• 空間方向だけの勾配評価 (space-only gradient estimate)を得るには, 真に新しい
手法が必要であった.

• 勾配評価を行うには, 最大値原理を用いることが一般的だが, 考えているのは非
コンパクト領域であるため, 直接的にはうまくいかない. そこで時空のカットオ
フ関数をうまく構成し, デリケートな議論を行う必要があった.

• そもそも考えている設定において, 熱方程式の正値古代解として非自明なものが
存在するので, リウヴィル型の定理が成り立つような適切な設定が不明であった.

非自明な例は後で紹介することにして, ひとまずSouplet-Zhangによる勾配評価を紹介
する. Li-Yauと同じ設定 (Ric ≥ −K,K ≥ 0)で,熱方程式の正値解u : QR,T (x0, t0) → R
を考える. このとき
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が成り立つ. ただし, A = AR,T = supQR,T (x0,t0) u. 彼らはこの (空間方向だけの)勾配評
価において, R, T → ∞とすることにより, 非負リッチ曲率 (K = 0)を持つ完備リーマ
ン多様体上の熱方程式の古代解に対するリウヴィル型の定理を示した:

(a1) 熱方程式の正値古代解uが増大度条件

u(x, t) = exp [o(dg(x) +
√

|t|)] near infinity

を満たすなら, uは定数関数である.

(b1) 熱方程式の (正値とは限らない)古代解uが増大度条件

u(x, t) = o(dg(x) +
√
|t|) near infinity

を満たすなら, uは定数関数である.

ここに, dgは (M, g)上のx0 ∈ Mからの距離関数である. Yauによる調和関数に対する
リウヴィルの定理との一番の違いは, 熱方程式の場合には解に増大度条件が課されてい
るという点である. この増大度条件が技術的な仮定ではなく, 本質的なものであること
が, 次の2つの例よりわかる.

例 (a1) M = Rとする. このときu(x, t) = ex+tはM = R上の熱方程式の非自明な正
値古代解である. もちろん (a1)の増大度条件は満たしていない. これにより, (a1)の増
大度条件が空間方向にシャープであることがわかる.

(b1) M = Rとする. このときu(x, t) = xはM = R上の熱方程式の非自明な解, 特に調
和関数である. これは (b1)の増大度条件を満たさない. これにより, (b1)の増大度条件
も空間方向にシャープであることがわかる.



2. 主定理
本講演では, Souplet-Zhangによる空間方向だけの勾配評価及びリウヴィル型の定理
をリーマン計量が時間依存する設定のもとで考察したものを紹介する. リーマン計量
が時間依存する設定というのは, (M, g(t))がリッチフロー ∂tg = −2Ric(g(t))を満たす
ことを想定してはいるが, ここではより一般の状況を扱う.

Cheng-YauではBR(x0)上の関数 u(x)を, Souplet-ZhangではQR,T (x0, t0)上の関数
u(x, t)を考えていた. ここで, BR(x0) = {x | dg(x) ≤ R}は通常のリーマン距離関数
dg(x)により定義されており, 議論の中でdg(x)に関する計算は避けられない.

今回我々は, 時間依存するリーマン計量 g(t)を考えるので, それに伴ってリーマン距
離関数も時間依存する: dg(t)(x). たったこれだけのことなのだが, 実は Souplet-Zhang

の議論はリーマン距離関数が時間依存してしまうと, 途端にうまくいかなくなる. 最大
の問題は, リーマン距離関数の時間微分∂tdg(t)(x)の評価である. 例えば, g(t)がリッチ
フローを満たしているとき, ∂tdg(t)(x)を計算すると, Ricが現れるのだが, これは我々が
想定している設定Ric ≥ −Kだけではうまく処理できないのである. ただし, (M, g(t))

が |Ric| ≤ Kを満たすことを仮定すれば, Souplet-Zhangと同様の勾配評価を得られる.

それを行ったのが, Bailesteanu-Cao-Pulemotov [1]である. ところが, Bailesteanu-Cao-

Pulemotovの勾配評価からは, 意味のあるリウヴィル型の定理を導出することはできな
い. なぜなら, |Ric| ≤ Kを仮定するので, これまで通りK = 0とするとRic ≡ 0となっ
てしまい, これではリッチフローを考える意味がなくなってしまうからである.

我々のやるべきことは, 計量が時間依存する場合に, それに沿った熱方程式の古代解
に対してリウヴィル型の定理が成り立つような適切な設定を見つけることである. その
ために我々が着目したのは, Perelmanによる簡約幾何, 特に簡約距離である. Perelman

の簡約幾何では, 時間パラメーターは τ = −tを用いることが一般的なので, 以後 τ を
用いる. これにより, リッチフローや熱方程式において符号が逆転することに注意して
おく (もちろん本質的には同じものである). この後紹介する主定理の最大の貢献は, 通
常のリーマン距離ではなく, Perelmanの簡約距離を用いると, Souplet-Zhangの議論が
うまくいくことを指摘したことである. 簡約距離を用いると, 時空の比較幾何が適用で
き, これにより通常の距離関数の時間微分∂tdg(t)(x)の評価を避けられるのである.

以下, (Mn, g(τ))を (リッチフローとは限らない)時間依存するリーマン多様体とし,

τ ∈ [0,∞)とする. そして h := 1
2
∂τg, H := trghとおく. 時空の基点 (x0, 0)を固定し,

γ(0) = x0, γ(x0) = x ∈ Mであるような曲線 γ : [0, τ ] → Mを考えると, γのL-弧長と
呼ばれるものが定義される (今回は明示しない). L-弧長の下限を達成するような曲線γ

をL-測地線と呼び, その下限のことをL-距離L(x, τ)という. 適切な仮定のもと, この
下限を達成する曲線γは必ず存在するのであるが, 我々は常にそのような状況を考える
ことにする (これはそんなに強い仮定ではない). 時空の基点 (x0, 0)から時空の点 (x, τ)

への簡約距離は次のように定義される:

ℓ(x, τ ) =
1

2
√
τ
L(x, τ).

計量が時間依存しない場合 (g(τ) ≡ 0)には, ℓ(x, τ ) = dg(x)
2/4τである. もう少し一般

的な状況でも, 簡約距離はリーマン距離を2乗したものとおおよそ等しいことが知られ
ている. このことを参考にして, リーマン距離関数 dg(τ)(x)の代わりに次のような関数



を考える:

d(x, τ) =
√
4τℓ(x, τ).

実は一般には ℓ(x, τ) ≥ 0とは限らないのだが, H = trgh ≥ 0であれば ℓ(x, τ) ≥ 0とな
り, d(x, τ)は問題なく定義される. あとで紹介する主定理ではそのような設定にしてい
ることに注意してもらいたい.

主定理の紹介をする前にもう少し準備が必要である. M上のベクトル場V (時間依存
してもよい)に対して, D(V )とH(V )を次のように定義する:

D(V ) := −∂τH −∆H − 2|h|2 + divh(V )− 2g(∇H, V ) + 2Ric− 2h(V, V ),

H(V ) := −∂τH − H

τ
− 2g(∇H, V ) + 2h(V, V ).

D(V )はMüller, H(V )はHamiltonによりそれぞれ導入された量であり,幾何学的フロー
(特にリッチフロー)の研究に用いられた.

我々は簡約距離, D(V ), そしてH(V )を考察し, 時空の比較幾何を適用することによ
り, 自然な設定のもとSouplet-Zhang型の勾配評価を導出した.

主定理1 (K.-Sakurai [3]). K ≥ 0とし, (M, g(τ))τ∈[0,∞)をRic ≥ h+Kgを満たす完備
リーマン多様体の族とする. さらにM上の任意のベクトル場V に対して

D(V ) ≥ −2K(H + |V |2), H(V ) ≥ −H/τ, H ≥ 0

を仮定する. u : M × [0,∞) → Rを (M, g(τ))に沿った熱方程式∂g(τ)u = −∆g(τ)uの正
値解とする.

QR,T := {(x, τ) ∈ M × (0, T ] | d(x, τ) ≤ R}

と定め, QR,T上で0 < u ≤ Aとする. このとき
|∇u|
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in QR/2,T/4

が成り立つ.

主定理１において, K = 0として, R, T → ∞とすれば, Souplet-Zhang型のリウヴィ
ル型定理を得る.

主定理2 (K.-Sakurai [3]). (M, g(τ))τ∈[0,∞)をRic ≥ hを満たす完備リーマン多様体の
族とし, さらに任意のV に対してD(V ) ≥ 0, H(V ) ≥ −H/τ , H ≥ 0を仮定する. この
ような時間依存するリーマン計量 g(τ)に関する熱方程式 (∂τu = −∆g(τ)u)について以
下が成り立つ:

(a2) 熱方程式の正値古代解uが増大度条件

u(x, τ) = exp(o(d(x, τ ) +
√
τ)) near infinity

を満たすならば, uは定数関数である.

(b2) 熱方程式の (正値とは限らない)古代解uが増大度条件

u(x, t) = o(d(x, τ ) +
√
τ) near infinity

を満たすなら, uは定数関数である.



注意. (A) リーマン計量が時間に依存しない場合, すなわちh = 0の場合には, 我々の
設定はRic ≥ 0を考えていることになる. さらにこの場合, 主定理のすべての仮定は自
動的に満たされる. またすでに述べたように d(x, τ ) = dg(x)である. したがって我々
の主定理は, Souplet-Zhangによるリウヴィル型の定理を完全に含むものとなっている.

この意味で, 主定理2における増大度条件はいずれも空間方向にシャープである.

(B) リッチフロー, すなわちRic = hを考えてみる. さらに (M, (g(τ)))の曲率作用素
Rmg(τ)が時間によらず非負かつ (上に)有界と仮定する. この状況でも主定理の仮定が
すべて満たされるので, リウヴィル型の定理を得ることができる. 念のため注意してお
くと, Rmの上からの有界性は, 勾配評価に現れる定数 (つまりK)には直接影響しない.

(C) 講演では熱方程式を扱ったが, ターゲットを一般の (時間に依存しない)リーマン多
様体へ拡張し, 調和写像流を考えることも可能である. 実は, ターゲットを一般化する
こと自体に困難はない. しかし, 特にターゲットが正曲率の場合, これまで適切な増大
度条件のもとでのリウヴィル型定理は存在しなかった. 櫻井氏との最新の共同研究 [4]

では, この点に関して新たな勾配評価を導出し, その帰結として増大度条件付きのリウ
ヴィル型定理を得ることに成功した. この結果は, これまでに知られていた調和写像及
びそのフローに関するリウヴィル型定理を改良したものになっている.
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