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本稿では，木村太郎氏（鶴岡工業高等専門学校）との共同研究によって得られた，位数 4 の自
己同型が定めるカルタン埋込みの安定性についての結果について述べる．

コンパクト対称空間の全測地的部分多様体の安定性についての研究は Chen-Leung-Nagano [1]

により始められた．Ohnita [7] は Chen-Leung-Nagano が行ったヤコビ微分作用素の定式化を正
確なものとして，Helgason 球と呼ばれるコンパクト対称空間内の全測地的部分多様体の安定性を
調べた．Ikawa [2] は，Ohnita によるヤコビ微分作用素の記述を，一般的な等質極小部分多様体
に対して得ている．
σ をコンパクト・リー群 G 上の対合的自己同型，K を σ により固定される G の元全体のなす

閉部分群とする．このとき写像G → G ; g 7→ gσ(g−1) は，対称空間 G/K の G への埋込み

Ψσ : G/K −→ G ; g k 7−→ g σ(g−1)

を引き起こす．Ψσ を σ が定めるカルタン埋込みという．Mashimo は，[5] において Ohnita の
結果を用いて対合的自己同型が定めるカルタン埋込みで安定なものを分類し，[6] において Ikawa

の結果を用いて，位数 3 の自己同型が定めるカルタン埋込みで安定なものを分類した．今回の研
究においても Ikawa の結果を用いる．

1 極小はめ込みの安定性

φ : (M, g) → (N,h) を，リーマン多様体の極小等長はめ込みとする．すべての変分 (M, g) ×
(−ε, ε) → (N,h); (p, t) 7→ φt(p) に対して

d2/dt2
∣∣
t=0

∫
M

φ∗
th ≥ 0.

となるとき φ は安定であるという．
変分ベクトル場 d/dt|t=0 φt(p) の法成分を ν とするとき

J = −∆⊥ +R− Ã

として

d2/dt2
∣∣
t=0

∫
M

φ∗
th =

∫
M

h(J (ν), ν).

が成り立つ．J をヤコビ微分作用素という．
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2 外部自己同型

本節では，コンパクト単純リー群上の外部自己同型について簡単に述べる．
g̃ を外部自己同型を持つ複素単純リー環とし，ν を g̃ の Dynkin 図形の自己同型から誘導され

る g̃の外部自己同型とする．
ν の位数を d とし，ν による g̃ の固有空間分解を

g̃ν(j) = {X ∈ g̃ | ν(X) = exp(2πj
√
−1/d)X} (j ∈ Z)

とする．
g̃ν(0) のカルタン部分環 h̃ をとり，g̃ν(0) の h̃ に関するルート系の単純ルートの全体を Π =

{α1, · · · , αr} とし，g̃ν(0) の g̃ν(0) への作用の最低ウェイトを α0 とする．
α0 に対するウェイトベクトルを X0，α1, · · · , αr に対するルートベクトルをX1，· · ·，Xr と

すると，{X0, X1, · · · , Xr} は g̃ を張る．

−α0 を α1，· · ·，αr の一次結合で表す; −α0 =
r∑

i=1

aiαi．α0，α1，· · ·，αr から Dynkin図形

を作るのと同様の方法で図形を作成し，a0 = 1 として各頂点に係数 ai を追記する．
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g̃ の外部自己同型 σ に対して，H ∈ h および Dynkin 図形の自己同型から誘導れる外部自己同
型で

σ = exp(ad2πH) ◦ ν = ν ◦ exp(ad2πH)

となるものが存在する ([8])．上記の分解を用いて
σ(X0) = exp(2π

√
−1/d) exp(−2π

√
−1⟨α0,H⟩)X0,

σ(X1) = exp(2π
√
−1⟨α1,H⟩)X1,

· · ·
σ(Xn) = exp(2π

√
−1⟨αn,H⟩)Xn.

(1)
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となる．
σ の位数を k とし ω を 1 の原始 k乗根とするとき，(1)から

σ(Xi) = ωsiXi (0 ≤ i ≤ r)

となる整数 s0, s1, · · · , sn (0 ≤ s0, s1, · · · , sn < k) が存在する．σ を (ν; s0, s1, · · · , sn) 型の外部
自己同型という．

3 等質ベクトル束の不変微分作用素

E を，等質空間 G/K 上の等質ベクトル束とする．原点 o = eK におけるファイバーを E0 と
し，K の (G,E0) への作用を k · (g, v) = (gk, k−1v) によって定める．E を，K の (G,E0) への
作用によって定まる同値関係による商空間G×K Eo と同一視する．
E の切り口 φ に対して，

φ 7−→ φ̃; φ̃(g) = (g∗)
−1(φ(gK))

によって E0-値関数 φ̃ を定める．φ̃ は K-同変，すなわち

φ̃(gk) = k−1 φ̃(g) (g ∈ G, k ∈ K) (2)

を満たす．逆に，G の上で定義された E0 に値をもつ K-同辺関数 φ̃ に対して

G −→ G× E0 ; g K 7−→ (g, φ̃(g))

により定められる G× E0-値関数は Eの切り口を誘導する．

G の複素規約表現の同値類の全体を Ĝ で表す．また，γ ∈ Ĝ に属する表現の表現空間を V G(γ)

で表す．V G(γ) から E0 への，K-同辺線形写像全体の集合をHomK(V G(γ), E0) で表し, v⊗L ∈
V G(γ)⊗HomK(V G(γ), E0) に対して，G 上の E0-値関数 Aγ (v ⊗ L) を

Aγ (v ⊗ L) (g) = L(γ(g−1)(v))

で定めると，Aγ (v ⊗ L) は (2) を満たす．

Theorem 3.1

Γ(E) =
∑
γ∈Ĝ

Aγ

(
V G(γ)⊗HomK(V G(γ), E0)

)
U(g) を Lie(G) = g の普遍包絡環とする．A ∈ Hom(E0, E0)，X ∈ g とし，K 同変関数

φ̃ : G → E0 に対する作用

(A⊗X)(φ̃)(g) = d/dt|t=0A(φ̃(exp(−tX)g))

は，Hom(E0, E0)⊗ U(g) に拡張する．K の HomK(E0, E0)⊗ U(g) への作用を

k · (A⊗X) = (Ad(k) ◦A ◦Ad(k−1))⊗Ad(k)X
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で定め，K-不変元の全体を (U(g)⊗HomK(E0, E0))
K と書く．

V G(γ)⊗HomK(V G(γ), E0)の元を E の切り口と同一視するとき，ヤコビ微分作用素を (U(g)⊗
HomK(E0, E0))

K の元として表すことができる．
X ∈ k のとき

adX ⊗ I = I ⊗X (3)

が成り立つことに注意しておく．

Ikawa ([2]) は，コンパクト等質空間の等質部分多様体の Jacobi 微分作用素を，一般的な設定の
もとで記述している．その結果を，コンパクト・リーマン対称空間の等質部分多様体に限定して
述べると以下のようになる

Theorem 3.2 (U,L) をコンパクト・リーマン対称対として，l = Lie(L)，p = l⊥ とおく．
ρ : G → U をコンパクト・リー群 G から U への準同型，K を G の閉部分群とし，G/K →

U/L; g 7→ ρ(g)L が埋め込みであると仮定する．
m を ρ∗(g)p の p-成分とし, m⊥ を m の直交補空間とする．
g = Lie(G)， k = Lie(K) として，{Xi} を k⊥ の正規直交基底とする．G/K → U/L; g 7→ ρ(g)L

が極小埋め込みであるときヤコビ微分作用素は

J1φ =
∑

[ρ∗Xi, Xiφ]m⊥ +
∑

[ρ∗Xi, [ρ∗Xi, Xiφ]m⊥ ]m⊥

として
J = −

∑
I ⊗X2

i − 2J1 +
∑

(adXi)
2 ⊗ I

となる．

カルタン埋め込みの場合には J1 = 0 となることに注意しておく．

4 安定性

G をコンパクト単純リー群，σ を G の有限位数 k の自己同形としK = {u ∈ G|σ(u) = u} と
おく．σ を g の複素化 gC の上に拡張し，gC を固有空間

gCj =
{
X ∈ gC|σ(X) = exp(2πj

√
−1/k)X

}
に分解する．gC の g に関する共役写像を τ とすると τ

(
gCj

)
= gCk−j となり

k = {X ∈ g|σ(X) = X} = gC0 ∩ g

が成り立つ．
mi =

(
gCi ⊕ gCk−i

)
∩ g (0 ≤ i ≤ [k/2])

とおくと，
g = k⊕

∑
1≤k≤[k/2]

mi (直交直和)

となる．
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⟨, ⟩ を g の Aut(g)-不変内積とし，⟨, ⟩ を拡張した G 上の両側不変計量を g で表す．
ToG/K = m1 ⊕ · · · ⊕m[k/2] 上の内積 Ψσ

∗g と，⟨, ⟩ は一致しないことに注意する. 実際，

Ψσ
∗g =

(
2 sin

π i

k

)2

⟨, ⟩ on mi

が成り立つ．

dimmi = ni (0 ≤ i ≤ [n/2]) とおく．X
(i)
1 ，· · ·，X

(i)
ni を，k (i = 0 のとき)またはmi (1 ≤ i ≤

[n/2]のとき) の ⟨, ⟩ に関する正規直交基底とし

Cmi =

ni∑
j=1

(
X

(i)
j

)2
∈ U(g)

Cg =Ck + Cm1 + · · ·+ Cm[n/2]

とする．
(3) から

I ⊗ adCk
= Ck ⊗ I

が成り立つことに注意すると，σ の位数が 2 または 3 のとき，Jacobi 微分作用素の表示は以下の
ようになる．

• ord(σ) = 2 のとき

J = −1

4
I ⊗ Cm1 +

1

4
adCm1

⊗ I = −1

4
I ⊗ Cg +

1

4
adCg ⊗ I

• ord(σ) = 3 のとき

J = −1

3
I ⊗ Cm1 +

1

3
adCm1

⊗ I = −1

3
I ⊗ Cg +

1

3
adCg ⊗ I

上記の表現から，σ の位数が 2 または 3 のとき，カルタン埋込み Ψσ が不安定であることと,

dimHomK(k⊥, V G(γ)) > 0 および Cg|ad < Cg|V G(γ) を満たす γ ∈ Ĝ が存在することが同値であ
ることがわかる. ここで，V G(γ) の最高ウェイトも γ で表すとき 2ρ を g のすべての正ルートの
和として

Cg|V G(γ) = −⟨γ + 2ρ, γ⟩. (4)

である．

σ の位数が 4 以上の場合，カルタン埋込みによる誘導計量は normal homogeneous metric では
なくなり，Jacobi 微分作用素の表示も複雑になるが，σ の位数が 4 のとき，対合的自己同型 σ2

が固定する元全体のなすリー部分環

g′ = k+m2 = {X ∈ g | σ2(X) = X}

のカシミール元
Cg′ = Ck + Cm2
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と Cg を用いて Jacobi 微分作用素が記述できる．

J =− 1

4
I ⊗ Cm2 −

1

2
I ⊗ Cm1 +

1

4
adCm2

⊗ I +
1

2
adCm1

⊗ I

=
1

2

(
adCg ⊗ I − I ⊗ Cg

)
− 1

4

(
adCg′ ⊗ I − I ⊗ Cg′

)
.

Theorem 4.1 G を単連結なコンパクト単純リー群とする．σ を G の上の位数 4 の自己同型と
し K = {k ∈ G | σ(g) = g} とする．σ が定めるカルタン埋込み Ψσ が極小埋込みであるもの，お
よびそれらの安定性は以下の表のとおりである．

g k stability

su(4n) an ⊕ an ⊕ an ⊕ an ⊕ R3 unstable

sp(n) ci ⊕ aj−i−1 ⊕ cn−j ⊕ R3 (1 ≤ i < j) unstable

so(2n) an−3 ⊕ R3 unstable

so(2n) 2di ⊕ an−2i+1 ⊕ R unstable

e6 2a1 ⊕ a3 ⊕ R unstable

e7 2a1 ⊕ d4 ⊕ R unstable

e7 a3 ⊕ a3 ⊕ a1 stable

e8 a1 ⊕ a7 stable

e8 d5 ⊕ a3 Stable

f4 a3 ⊕ a1 unstabla

表 1: 内部自己同型の場合

g k stability

a2 a1

a2n (n > 1) cp ⊕ bn−p (1 ≤ p ≤ n) stable

a2n−1 (n > 1) cn−1 ⊕ R unstable

dp ⊕ cn−p (2 ≤ p ≤ n− 1) stable

dn+1 (n > 1) bp ⊕ an−2p−1 ⊕ bp ⊕ R unstable

an−1 ⊕ R unstable

e6 a1 ⊕ b3 unstable

a3 ⊕ a1 unstable

表 2: 外自己同型の場合

K の中心が疎でないとき，カルタン埋込み Ψσ は極小埋込みになったとしても不安定になるこ
とがわかる．そのことから，カルタン埋込み Ψσ が安定な極小埋込みになるならば，σ の位数が
6 以下であることがわかる．

6



カシミール元の固有値は (4) で求められるから，ヤコビ微分作用素がリー環のカシミール元だ
けを用いて記述できると具合が良い．位数が 6 の自己同型 σ が定めるカルタン埋込みについても
σ3 および σ2 のイソトロピー部分環

g′ = k+m2, g′′ = k+m3

のカシミール元を利用して，ヤコビ微分作用素を以下のように表示することができ，これを利用
して安定性を調べることができる．

J =
(
adCg ⊗ I − I ⊗ Cg

)
− 1

3

(
adCg′ ⊗ I − I ⊗ Cg′

)
− 3

4

(
adCg′′ ⊗ I − I ⊗ Cg′′

)
σの位数が 5で，カルタン埋込みが安定な極小埋込みになる可能性があるのは E8/(A4⊗A4) → E8

のみである．しかし，このとき，ヤコビ微分作用素をリー環のカシミール元で記述することがで
きないので，極小埋込みであることはわかっているが，安定性を調べるのはかなり難しそうに思
われる．
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