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概要

著者は最近, Miguel Domı́nguez-Vázquez 氏および Vı́ctor Sanmart́ın-López 氏

との共同研究 ([8]) において, 非コンパクト型既約リーマン対称空間に対応する可解

岩澤群 (等長変換群の岩澤分解の可解部分) 内の余次元 1 の Ricci soliton 部分群の

分類を行った. 本稿ではその結果を, 背景に力点を置いて紹介する.

1 Introduction

M = G/K を非コンパクト型 (既約) リーマン対称空間, G = KAN を岩澤分解とした

とき, その可解部分 AN を可解岩澤群という. 対称空間の一般論でよく知られているよう

に, AN は M は単純推移的に作用するので, これら両者は自然に同一視することができ

る. 特に, M 上のリーマン計量を引き戻すことにより, AN には自然に左不変リーマン計

量が入る. 本稿で紹介する主結果は, AN 内の余次元 1 部分群であって, 上述の計量から

の誘導計量が Ricci soliton となるものの分類である.

本研究の動機として, 等質 Ricci soliton の研究と, 対称空間内の部分多様体の研究の二

つがある. そこでまず本節では, これらの背景について紹介する.

1.1 動機 1: 等質 Ricci soliton

動機の一つとして, 等質 Ricci soliton の研究が挙げられる. ここでは, その研究の現況

を紹介する. 等質 Ricci soliton の研究は近年活発に行われているが, 等質空間だからと

言って全てが分かる訳では全くなく, 逆に低次元の場合以外は分かっていないことの方が

多い, ということを主張したい.
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まずは念のために用語を復習しておく. リーマン多様体 (M, g) が等質であるとは, 等長

変換群 Isom(M, g) が M に推移的に作用することである. また, リーマン多様体 (M, g)

が Ricci soliton であるとは, 実定数 c ∈ R および完備ベクトル場 X ∈ X(M) が存在し,

Ricci 曲率が次をみたすこと: Ricg = cg+LXg. ここで LX は X による Lie 微分を表す.

注意 1.1. 本稿ではリーマン計量の場合のみ考えるが, これらの定義は擬リーマンの設定

でも可能である. 左不変擬リーマン計量に関しては, 我々の最近の研究 [13] がある. 擬

リーマン計量を含むもっと一般の soliton に関しては [15] を参照.

等質 Ricci soliton の様相は, よくあるように, 実定数 c の符号によって異なる. 本稿で

紹介する結果は c < 0 の場合のものだが, それ以外の場合も含めて紹介する. まず c > 0

の場合 (この場合を shrinking という) には, 次が成り立つ.

事実 1.2. リーマン多様体 (M, g) が c > 0 の等質 Ricci soliton であるとする. このとき

M は, スカラー曲率正の等質 Einstein 多様体と平坦なリーマン多様体の直積となる.

従って c > 0 の等質 Ricci soliton の研究は, 等質 Einstein 多様体の研究に帰着される.

ただし, これによって状況が完全に分かった訳ではなく, 等質 Einstein 多様体についても

分かっていないことの方が多い. その様子を伝えるために, 有名な未解決問題を二つ紹介

しておく.

問題 1.3. コンパクト Lie 群 SU2 × SU2 上の左不変 Einstein 計量を分類せよ. ちなみ

に SU2 上の左不変 Einstein 計量の分類は知られている (実質的に Milnor [16] による).

ちなみに SU2 × SU2 上には左不変 Eisntein 計量 が (等長とスカラー倍の違いを除いて)

2 個存在し, 等長変換群が “ある程度大きい” 場合はこれらに限ることが最近示されてい

る ([4]). しかし完全な解決には至っていない.

問題 1.4. コンパクトな等質空間 G/K 上の G-不変 Einstein 計量は, 等長とスカラー倍

の違いを除いて有限個であるかどうかを調べよ. これも SU2 の場合には正しいが, 上記の

SU2 × SU2 の場合にも未解決である.

次に c = 0 (steady) の場合を考える. 等質 Ricci soliton に関しては, この場合は完全

に分かっていると思って良い. ちなみに, 等質リーマン多様体が Ricci 平坦ならば平坦と

いう性質は以前から知られていた ([1]).

事実 1.5. リーマン多様体 (M, g) が c = 0 の等質 Ricci soliton であるとする. このとき

M は平坦である.
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最後に c < 0 (expanding) の場合を考える. この場合が本稿で扱う場合に相当するのだ

が, 非自明な Ricci soliton の例が数多く供給される興味深いケースである. その中で, 次

は中心的な問題の一つである.

問題 1.6. (M, g) が c < 0 の等質 Einstein (あるいは Ricci soliton) 多様体であるとす

る. このとき (M, g) は可解 Lie 群に左不変計量を入れた空間と等長的か？

この問題の答えは肯定的であると考えて, Einstein の場合は Alekseevskii 予想, Ricci

soliton の場合は一般化 Alekseevskii 予想, などと呼ばれることが多い (表現にはいろい

ろなバリエーションがある). 定義から明らかに, 一般化 Alekseevskii 予想が正しければ

Alekseevskii 予想も正しいことが従うが, 実はその逆も成り立つ ([10]). すなわち, これら

の予想は同値である.

上記の予想を鑑みて, 研究の方向性が 2 つ考えられる. 一方は (一般化) Alekseevskii

予想が正しいかどうかを検証するものであり, 他方は可解 Lie 群上の左不変 Ricci soliton

(あるいは Einstein) 計量を調べるものである. まず前者について, 現時点で到達している

地点として次を紹介しておく.

事実 1.7. 一般化 Alekseevskii 予想は dim ≤ 5 のとき正しい ([2]). また, 等質空間 G/K

に対する Alekseevskii 予想は, dim(G/K) ≤ 10 かつ G が半単純でないとき正しい ([3]).

上の結果では「半単純でないとき」という制約が入っているが, 半単純 Lie 群が登場す

る部分は, 実は全く分かっていない. 例えば SL3(R) が左不変 Einstein 計量を許容する

かどうかは, 未解決問題である (ここで SL3(R) を挙げたことには特に意味はなく, 3 次元

以外の非コンパクト半単純 Lie 群について未解決である).

最後に可解 Lie 群に関わる現状を紹介する. この場合には, 様々な構造理論や性質が調

べられており, 数多くの具体例が知られているが, 分類に関しては極めて難しい. 例えば

次元の条件を付けたとすると, 可解 Lie 群の左不変 Ricci soliton が分類されているのは

dim ≤ 6 の場合のみであると思われる ([18]).

用語の簡素化のため, 可解 Lie 群に左不変リーマン計量を入れた空間を可解多様体とい

う. 上記のことは, Einstein 可解多様体や Ricci soliton 可解多様体の研究, 特に分類問題

は極めて難しい, ということを主張している.
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1.2 動機 2: 対称空間内の等質部分多様体

二つ目の動機として, 対称空間内の部分多様体の研究がある. 与えられた空間が, 特定

の幾何的条件をみたす部分多様体を許容するか, という問題は典型的だと思われる. この

ような研究において, いくつかの場合には, 内在的にも興味深い例を供給することがある.

筆者が以前に示した次の事実は, 非コンパクト型対称空間内の等質部分多様体から等質

Einstein 多様体の例が大量に構成されることを示している.

事実 1.8 ([17]). M = G/K を非コンパクト型リーマン対称空間 (Killing 形式を使

ったリーマン計量を入れる), QΦ を G 内の放物型部分群, QΦ = MΦAΦNΦ をその

“Langlands 分解” とする. このとき AΦNΦ (正確に言うとその原点軌道) に誘導計量を

入れた空間は Einstein 可解多様体である.

ここで, Langlands 分解などの用語は, 本筋から離れるので説明を省略する. この事実

が示すことは, 非コンパクト型リーマン対称空間内の等質部分多様体が興味深い例を供給

する, ということである. さらに, このように部分多様体から得られる例は決して限定的で

はない. その結果を述べるために,

T 0
n(R) := {g ∈ SLn(R) | 上三角, 対角成分は全て正 }

とおく. これは SLn(R) の岩澤分解の可解部分に他ならない. 従って特に, T 0
n(R) は対

称空間 SLn(R)/SOn と同一視することができ, 誘導された左不変計量に関して Einstein

である.

事実 1.9 ([12]). (S, g) を Ricci soliton 可解多様体とする. このとき (S, g) から T 0
n(R)

への等長埋め込みが存在する.

この事実から, 非コンパクト型リーマン対称空間 (実は SLn(R)/SOn
∼= T 0

n(R) で十分)

内の Ricci soliton 部分多様体が分類できれば, Ricci soliton 可解多様体の分類も原理的

には得られることになる. そのような分類が可能だとは思えないが, しかし, Einstein あ

るいは Ricci soliton 部分多様体がどのくらいあるか, という問題には意味があるだろう.

そこで本稿では, 部分多様体の視点からの研究の橋頭保として, 余次元 1 すなわち超曲

面の場合を考える. 非コンパクト型リーマン対称空間内の等質超曲面については, その分

類は限定的な場合にしか得られていないが, 次のような “クラス分け” ができることが分

かっている.
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事実 1.10 ([5, 6]). 非コンパクト型既約リーマン対称空間内の等質超曲面は, 以下のいず

れかをみたす:

(K) 余次元 2 以上の等質部分多様体の周りの tube;

(A) 焦部分多様体を持たず, 等距離超曲面族の中に一つだけ極小超曲面が存在;

(N) 焦部分多様体を持たず, その等距離超曲面は全て互い合同.

例えば上半平面 RH2 の場合を考えると, 上記の等質超曲面は, SL2(R) の岩澤分解に登
場する部分群 K, A, N の軌道として実現できる. この場合, (K) 型は測地円, (A) 型は測

地線とその等距離曲線, (N) 型はホロ円である. これらを図示したものが図 1 である. な

お, 青色の線は軌道空間を表す.
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'$

��
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�
��e
type (N)

R

図 1 非コンパクト型既約リーマン対称空間内の等質超曲面の様相

非コンパクト型既約リーマン対称空間内の等質超曲面のうち, (A) 型と (N) 型のもの

は分類が知られている. その分類結果より, これらの等質超曲面は, 可解岩澤群 AN 内の

余次元 1 部分群の軌道として実現されることが分かる. 特に, これらは可解多様体である.

従って, 本稿で紹介する主結果は, “非コンパクト型既約リーマン対称空間内の焦部分多様

体をもたない等質超曲面で Ricci soliton になるものの分類” ということもできる.

ちなみに (K) 型の等質超曲面に Ricci soliton になるものが存在するかどうかは, 現時

点では未解決である. そのような例は, (一般化) Alekseevskii 予想を信じると, 存在しな

い公算が高い.

2 主結果

ここでは, 本稿の主結果の主張と, その周辺状況を紹介する. まず主結果の主張を, いく

つかの用語の定義をしないままで述べる.
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定理 2.1 ([8]). AN を非コンパクト型既約リーマン対称空間に対応する可解岩澤群とす

る. このとき AN 内の余次元 1 部分群 S が誘導計量に関して Ricci soliton であるため

に必要十分条件は, 以下のいずれかが成り立つこと:

(1) M is any, and S contains N ;

(2) M = CH2, and S is “ruled minimal”;

(3) M = RHn, and S is any.

可解岩澤群 AN 内の余次元 1 部分群については, 分類が知られている. 部分多様体の言

葉で述べると, (A) 型の場合は, 等距離超曲面族が階数とほぼ同じだけあって, さらにそれ

ぞれの族の中に (極小なものからの距離でパラメトライズされるので) 異なるものが 1 変

数分ある. (N) 型の場合は, 階数が 2 以上ならば等距離超曲面族そのものが連続的に存在

する. 従って, 余次元 1 部分群は極めて豊富にある. その中で Ricci soliton になるものは

極めて限定的である, というのが上記の主定理の主張である.

なお, 上記の定理で述べられた Ricci soliton は, 全て既知のものであり, 残念ながら新

しい例が含まれている訳ではない. 以下では, これらの例がどのようなものであるかを, 順

に説明していく. まず M = RHn, すなわち実双曲空間の場合は, 良く知られたものであ

ると言って良いだろう.

命題 2.2. RHn のとき, AN 内の余次元 1 部分群は, 閉区間 [0, 1] 分だけある. これらを

部分多様体の言葉で言うと, 一方の端点が全測地的 RHn−1 に対応し, 他方がホロ球面に

対応する. これらの中間は, 全測地的 RHn−1 の等距離超曲面に他ならない. 良く知られ

ているように, これらは全て定曲率, 従って Einstein である.

図 1 を見ると, これらの状況が図示されている. すなわち, type (A) の中心を通るもの

が全測地的 RHn−1, それを上にずらしていったものが等距離超曲面, そして距離を無限大

に飛ばしたホロ球面が type (N) に描かれたもの (のどれか) である. なお, 複素双曲空間

CHn においても, 余次元 1 部分群の様相は同様なのだが, 曲率等の幾何は全く異なる.

命題 2.3. CHn のとき, AN 内の余次元 1 部分群は, 閉区間 [0, 1] 分だけある. これらを

部分多様体の言葉で言うと, 一方の端点が等質 ruled minimal 超曲面 W 2n−1 に対応し,

他方がホロ球面に対応, また中間は W 2n−1 の等距離超曲面である. これらの等質超曲面

が Ricci soliton であるための必要十分条件は, ホロ球面か, あるいは CH2 内の W 3 であ

ること.

ホロ球面に対応する余次元 1 部分群は S = N に他ならない (これは N ⊂ S に相当す
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る). 他方の等質 ruled minimal 超曲面 W 2n−1 は fan, あるいは Lohnherr 超曲面と呼

ばれることもある. これが Ricci soliton であるかどうかが次元に依存するという結果は,

我々の以前の研究 ([9]) で得られていたものだが, 面白い現象であると思われる. 部分多様

体から言うと, CHn 内の超曲面は n = 2 と n > 2 で様相が異なることが多々ある. また

Lie 群上の左不変計量においても, Lie 群の次元が 3 の場合と 4 以上では様相が異なるこ

とが多々ある. このようなことから考えて, CH2 内の W 3 が特別であることは, それほど

違和感がある結果ではない. しかし, その本質的な理由がどこにあるのかは, まだはっきり

とはしていない.

最後に, N ⊂ S の場合について述べる. ここで, 対称空間の階数が 1 の場合には必然的

に S = N となり, その軌道はホロ球面である. 一般の階数の場合には, S の取り方は連続

的に存在する.

命題 2.4. AN 内の余次元 1 部分群 S が N ⊂ S をみたすとき, S は常に Ricci soliton

である. さらに rank(M) ≥ 2 のときには, Einstein になるような S が存在する.

上記の主張は, 明示的に書かれたのは我々の以前の論文 [7] が初めてだと思われる. 証

明は, Ricci soliton 可解多様体と Einstein 可解多様体の一般論を適用することで, 容易

に示される. また, それ以前から, 専門家の間では知られていたと言っても恐らく良いだ

ろう.

3 補足

ここでは, 今回紹介した定理 2.1 に付随する事柄をいくつか紹介する. まずは証明の方

針だが, 重要な役割を果たすのは次の事実である.

事実 3.1 ([14]). S を完全可解 Lie 群, g を S 上の左不変リーマン計量とする. このとき

(S, g) が Ricci soliton であるための必要十分条件は, それが代数的 Ricci soliton, すなわ

ち次をみたすこと: ∃c ∈ R, ∃D ∈ Der(g) : Ric = c · id +D.

ここで Lie 群 S が完全可解であるとは, ∀X ∈ s に対して adX の固有値は全て実数と

なること. 我々の設定においては, 可解岩澤群 AN は完全可解であり, 従ってその部分群

S も完全可解となる. このような条件の下では, Ricci soliton 条件が線型方程式に帰着す

ることになる (だからと言って簡単に解ける訳ではないが). なお, Lie 群に仮定がなくて

も, 左不変計量が代数的 Ricci soliton ならば Ricci soliton である. このことを踏まえる

と, 次の問題は取り付く余地があると感じられるかも知れない.

7



問題 3.2. 可解岩澤群 AN 内の余次元 2 以上の Ricci soliton 部分群を構成せよ. あるい

は, 余次元 2 などの適切な仮定の下で分類せよ.

この場合も, 代数的 Ricci soliton を調べれば十分であるということは変わらないが, 例

が増えることは間違いない. 実際, [17] で構成された例の中に余次元 2 のものが存在する.

それ以外の例があるかどうか, という問題は, 興味深いと思われる. また, 余次元 1 の場

合でも, 外の空間を取り換えたものは十分に問題に成り得る. 例えば次の問題は自然であ

ろう.

問題 3.3. 冪零岩澤群 N 内の余次元 1 の Ricci soliton 部分群を構成・分類せよ.

ちなみに我々の論文 [8] の議論において, 階数 1 の非コンパクト型対称空間の一般化で

ある Damek-Ricci 空間, およびその冪零部分である H-type 群については, 余次元 1 の

Ricci soliton 部分群の分類を得ている. その結果から考えても, N 内の Ricci soliton 部

分群は, AN 内の Ricci soliton 部分群よりも豊富に存在すると思われる.
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