
部分多様体幾何とリー群作用2020 記録

G2/SO(4)のMorse関数と極大対蹠集合

佐々木優 (筑波大学)

1 背景

リーマン多様体M が対称空間であるとは，M の各点 xに等長変換 sx で，（1）xは sx の孤立

固定点，（2）s2x = idM，の 2つを満たすものが対応付いていることをいう．M の 2点 x, y が対

蹠的であるとは，sx(y) = y (⇔ sy(x) = x)を満たすことをいう．M の部分集合 S は，任意の 2

点が対蹠的であるとき対蹠集合と呼び，対蹠集合間の包含関係で極大であるものを極大対蹠集合

という．また，濃度が最大の対蹠集合を大対蹠集合といい，その濃度を 2-numberと呼んで#2M

と記す．これら対蹠集合の概念は Chen-Naganoにより導入された [1]．とくに，M が非コンパク

ト型と呼ばれる対称空間であるとき，対蹠集合は 1点集合になることが知られている．以下では，

M をコンパクトリーマン対称空間であるとする．

コンパクト対称空間の対蹠集合とトポロジーの関連について，次の性質が知られている．M が

対称 R空間と呼ばれるコンパクト対称空間の特別なクラスの対称空間であるとき，

#2M =
∑
i

dimZ2 Hi(M ;Z2)

が成り立つ [5]．この背景には，Morse関数の存在がある．対称 R空間は，標準埋め込みと呼ばれ

るユークリッド空間への埋め込みを持つことが知られており，この標準埋め込みに関する高さ関

数はほとんどがMorse関数になる．さらに，その高さ関数たちの中では，臨界点集合が大対蹠集

合となるような Z2-perfect Morse関数が存在する．この性質により，上記の等式は成り立つので

ある．以下，βZ2(M)で
∑

i dimHi(M ; Z2)を表すとする．

対称 R 空間でないコンパクトリーマン対称空間 M についても，#2M = βZ2(M) が成り

立つものが存在する．例えば，特殊ユニタリ群 SU(n) は対称 R 空間ではないが #2SU(n) =

βZ2(SU(n)) = 2n−1となり，同様に例外型コンパクトリー群G2についても#2G2 = βZ2(G2) = 7

となる．これらの対称 R 空間でない場合でも，やはり，臨界点集合が大対蹠集合となるような

Z2-perfect Morse関数が存在することが知られている [3]．

これらの事実から自然な疑問として次のような問題を考えられる．

問題. #2M = βZ2(M)をみたすコンパクト対称空間M について，臨界点集合が大対蹠集合とな

るような Z2-perfect Morse関数が存在するのか？

G型コンパクト対称空間 G2/SO(4)においては，#2G2/SO(4) = βZ2(G2/SO(4)) = 7が成り

立っているため，そのようなMorse関数の存在が期待される．そこで本講演では G2/SO(4)にお

いてそのようなMorse関数を具体的に構成する．
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2 準備

互いに直交する任意の x = (x1, · · · , x7), y = (y1, · · · , y7) ∈ R7 に対して，xy ∈ R7 を以下で定

める．

xy =


(x0y1 + x1y0) + (x2y3 − x3y2) + (x4y5 − x5y4) + (x6y7 − x7y6)
(x0y2 + x2y0) + (x3y1 − x1y3) + (x6y4 − x4y6) + (x5y7 − x7y5)
(x0y3 + x3y0) + (x1y2 − x2y1) + (x4y7 − x7y4) + (x5y6 − x6y5)
(x0y4 + x4y0) + (x5y1 − x1y5) + (x2y6 − x6y2) + (x7y3 − x3y7)
(x0y5 + x5y0) + (x1y4 − x4y1) + (x7y2 − x2y7) + (x6y3 − x3y6)
(x0y6 + x6y0) + (x7y1 − x1y7) + (x4y2 − x2y4) + (x3y5 − x5y3)
(x0y7 + x7y0) + (x1y6 − x6y1) + (x2y5 − x5y2) + (x3y4 − x4y3)

 .

また，7次実正方行列全体をM(7,R)と記す．さらに，任意の行列 g の第 i行を gi などと書くこ

とにする．このとき，G2 は次のように与えられる．

命題 2.1 ([3]). Let SO(7) = {A ∈ M(7,R) ; tA = A−1,detA = 1}. Then,

G2 =

{
(a1, · · · , a7) ∈ SO(7) ;

a3 = a1a2, a5 = a1a4
a6 = a4a2, a7 = a1a6 = a1(a4a2)

}
.

G2 の単位元を 17 と書くことにする．M ⊂ G2 を次で定める．

M = {a ∈ G2 ; a−1 = a} − {17} = {a ∈ G2 ; ta = a} − {17}.

このとき，G2 がM へ共役により推移的に作用することが知られており，M ∼= G2/SO(4)とな

る．とくに，M は G2/SO(4)の実現の一つとなっている．また，対角成分が x1, · · · , x7 である

ような 7次対角行列を d(x1, · · · , x7)などと記す．

命題 2.2 ([6]). p1, · · · , p7 ∈ M を次のように定める．

p1 = d( 1, 1, 1,−1,−1,−1,−1), p2 = d( 1,−1,−1, 1, 1,−1,−1),

p3 = d(−1, 1,−1, 1,−1, 1,−1), p4 = d(−1,−1, 1,−1, 1, 1,−1),

p5 = d( 1,−1,−1,−1,−1, 1, 1), p6 = d(−1, 1,−1,−1, 1,−1, 1),

p7 = d(−1,−1, 1, 1,−1,−1, 1).

このとき，S = {p1, · · · , p7}はM の極大対蹠集合となる．さらに，M の任意の極大対蹠集合は

G2 作用により S と互いに移りあう．

3 主結果

M(7,R) の内積 (, ) を (X,Y ) = tr(tXY ) (X,Y ∈ M(7,R)) により定める．各 A ∈ M(7,R)
について，関数 hA : M → R ; B 7→ (B,A)を定める．hA を A方向の高さ関数と呼ぶ．Morse

関数を考えるため，次の補題を考える．

補題 3.1. ([3]) 以下を満たす正数 0 < c1 < c2 < c4 が存在する．

(1) 2c1 < c2, 2c2 < c4
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(2) 任意の θ1, θ2, θ3 ∈ Rについて次が成り立つ．{
θ1 ± θ2 ± θ3 ≡ 0 mod 2π

c1 sin θ1 = c2 sin θ2 = c4 sin θ3
=⇒ θ1 ≡ θ2 ≡ θ3 ≡ 0 mod π

この補題の c1, c2, c4 を用いて，X = d(c1, c2, 0, c4, 0, 0, 0)と定める．

定理 3.2. X 方向の高さ関数 hX は M ∼= G2/SO(4) の Morse 関数となり，その臨界点集合は

{p1, · · · , p7}となる．とくに，臨界点集合が大対蹠集合となる．また，各臨界点 pi における指数

n(p)は以下のようになる．

　 p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7

n(pi) 5 6 8 0 2 3 4

とくに，hX はM の Z2-perfect Morse関数となる．
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