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1 変形エルミート・ヤン・ミルズ接続とは何か？

変形エルミート・ヤン・ミルズ接続 (dHYM接続)の定義式自体はMariño-Minasian-Moore-Stromingerに
よる理論物理学の論文 [3]で最初に登場した．それとほぼ同時期に Leung-Yau-Zaslow [2]によって数学者サ
イドからの考察も行われた．一言でいえば，dHYM接続とは特殊ラグランジュ部分多様体のミラー対応物で
ある．
従って，まずは特殊ラグランジュ部分多様体の定義を復習しておこう．複素 n次元のケーラー多様体 (X,ω)

と X 上至るところ消えない正則 (n, 0)-形式 Ωの組み (X,ω,Ω)を almost Calabi–Yau多様体という．

定義 1. almost Calabi–Yau 多様体 (X,ω,Ω) 内の部分多様体 L ⊂ X が phese θ (実定数) の特殊ラグラン
ジュ部分多様体 (sLag) ⇐⇒ 次の (0), (1), (2)を満たす．

(0) dimR L = n, (1) ω|L = 0, (2) Im(e−
√
−1θΩ)|L = 0.

特殊ラグランジュ部分多様体はいくつかの興味深い性質を持っている．例えば，Harvey–Lawson [1]によっ
て，特殊ラグランジュ部分多様体 Lは Lの属するホモロジー類 [L]の中で体積が最小であることが分かってい
る．また，特殊ラグランジュ部分多様体 Lはその近傍で b1(L)-次元ぶん変形できることがMcLean [4]によっ
て証明されている．別の言い方をすれば Lの変形のモジュライ空間は b1(L)-次元の滑らかな多様体になる．
ここで，開集合上のトーラス束の切断のグラフを実フーリエ向井変換するということを説明する．B ⊂ Rn

を開球とし，Y = (Y 1, . . . , Y n) : B → Tn を滑らかな写像とする．そして

SY := { (x, Y (x)) | x ∈ B } ⊂ Cn

という Cn 内の実 n次元部分多様体を考える．これは Y のグラフである．まず，事実として SY がラグラン
ジュ部分多様体であることと

∂Y i

∂xj
=

∂Y j

∂xi

が任意の i, j に対して成り立つことは同値である．つまりこれは Y には Y = ∇f となるポテンシャル
f ∈ C∞(B)が存在するということである．
次に SY がいつフェイズ θ の特殊ラグランジュ部分多様体になるかを考えてみる．するとポテンシャル関
数 f が

arg
(
det
(
I +

√
−1Hess f

))
= θ (1)
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を満たすときであると分かる．
ここで天下り的ではあるが SY という部分多様体から

∇Y := d+
√
−1
(
Y 1dy1 + · · ·+ Y ndyn

)
という接続を作る．これは B × Rn 上の自明 C-束のエルミート接続である．
この対応

{切断のグラフとして書ける SY } −→ {Cn上のエルミート接続 ∇Y }

を実フーリエ向井変換という．
ここで SY がラグランジュ部分多様体であることと Y = ∇f と書けることが同値であることは既に述べた
が，実はこれは ∇Y の言葉で書けば F

(0,2)

∇Y = 0を満たすことが同値であることが分かる．ここで F∇ は ∇の
曲率２形式である．そしてさらに SY がフェイズ θの特殊ラグランジュ部分多様体になることとポテンシャル
関数 f が (1)を満たすことは同値であるが，これは ∇Y の言葉で書けば

Im
(
e−

√
−1θ (ω + F∇Y )

n
)
= 0

という式と同値になる．この式自体は外部の空間は Cn でなくても意味を持つので，変形エルミート・ヤン・
ミルズ接続の定義は以下のようにすれば良いことになる．

定義 2. (X,ω)をケーラー多様体で dimC X = nとする．また L → X を rank 1の C-束（正則性は仮定しな
い）であり，エルミート計量 hが与えられているとする．このとき L上のエルミート接続 ∇が phese θ（実
定数）の変形エルミート・ヤン・ミルズ接続 (dHYM接続) ⇐⇒ 次の (1), (2)を満たす．

(1) F
(0,2)
∇ = 0, (2) Im(e−

√
−1θ(ω + F∇)n) = 0.

ここで F∇ は∇の曲率２形式である．エルミートなので純虚数値の２形式である．変形エルミート・ヤン・
ミルズは deformed Hermitian–Yang–Millsの直訳である．(1)は可積分条件で，これにより∇は Lに正則構
造を定めることになる．また，上で説明したように，定義 1と定義 2の (1), (2)には対応関係がある．

2 主定理とその設定

ケーラー多様体 X はコンパクトと仮定する．また θ ∈ Rを固定する．そして

M := { dHYM接続 with phase θ of (L, h) }/U(1)-gauge

と定め，これをモジュライ空間と呼ぶ．
このとき河井氏との共同研究の（１つ）の主結果は以下である．

定理 3. M ̸= ∅を仮定する．このときMは b1(X)-次元の滑らかな多様体であり，さらにアフィン構造を持
ち，向きづけ可能でもある．

証明の前にこの定理から分かることを述べておく．任意の dHYM接続∇に対して，それに十分近い dHYM

接続∇′ は必ず ∇′ = ∇+
√
−1αと書けることが分かる．ここで αは X 上の調和１形式である．

以下で主結果の証明の概要を述べる．
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Proof. 簡単のため θ = 0とする．証明は陰関数定理である．

A := { (L, h)のエルミート接続 }

とし，
F : A → Ω0,2 ⊕ Ω2n

を
F(∇) :=

(
F 0,2
∇ , Im (ω + F∇)

n
)

と定める．するとM = F−1(0, 0)/U(1)-gauge となる．陰関数定理を使うために F の値域を小さくする必
要がある．以下で少し観察をする．∇ ∈ F−1(0, 0)を１つ固定する．すると別の ∇′ ∈ Aは a ∈ Ω1 を用いて
∇′ = ∇+

√
−1aと書ける．すると F 0,2

∇ = 0であるから

F 0,2
∇′ = F 0,2

∇ + (da)0,2 = 0 + (da)0,2 ∈ (dΩ)0,2

であることが分かる．さらに

Im (ω + F∇′)
n
=Im

(
ω + F∇ +

√
−1da

)n
=Im (ω + F∇)

n
+ d

(
Im

n∑
k=1

ck(ω + F∇)n−k ∧ (da)k−1 ∧ a

)

=0 + d

(
Im

n∑
k=1

ck(ω + F∇)n−k ∧ (da)k−1 ∧ a

)

であるから，Im (ω + F∇′)
n ∈ dΩn−1 と分かる．従って，F の値域は実際は

F : A → (dΩ)0,2 ⊕ dΩn−1

と絞ることができる．
次に問題になるのは，F の線形化の全射性を示すことである．

δ∇F : Ω1 → (dΩ)0,2 ⊕ dΩn−1

は
δ∇F(b) =

(
(db)0,2,G(b)

)
と書けるわけだが，第二成分の G(b)の表示が複雑である．これを見やすく表示するために

ω̃∇ :=

∣∣∣∣ (ω + F∇)n

ωn

∣∣∣∣−1/(n−1)
(
idTX +

F ♯
∇√
−1

)∗

ω

という X 上のエルミート計量を定義する．このエルミート計量を用いると

G(b) = C∗̃d∗̃cb

と書けることが分かる．ただしここで ∗̃は ω̃∇ に関するホッジ作用素であり，d∗̃c は dc 作用素の ω̃∇ に関する
形式的随伴である．このように見ると，ホッジ理論を使い微分形式の空間を分解することで，δ∇F が全射で
あることが比較的容易に分かり，証明が完了する．
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