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本稿の内容は, 橋永貴弘氏 (佐賀大)との共同研究 [6]に基づく.

1. 序
エルミート多様体 (M, g, J, ω)は, 各点 x ∈ M においてエルミート構造を保つ点対称
σx ∈ Aut(M, g, J, ω)が存在するとき, エルミート対称空間と呼ばれる. エルミート対称
空間は, リーマン対称空間であると同時にケーラー多様体となり, リーマン対称空間の
中でも取り分け良い構造を持つ.

以下, M を複素 n次元の非コンパクト型エルミート対称空間 (HSSNTと略記)とす
る. エルミート対称空間はいろいろな見方ができるが, 本稿では常に, Mをリーマン対
称空間G/Kと見る (つまり, G = Isom0(M, g), Kを原点 o ∈ M におけるGの固定部
分群として, M を等質空間G/Kと同一視する). 本稿の目的を荒っぽく言うと, この
M = G/Kを「同じ次元のベクトル空間の中に実現する (埋め込む)」方法を与える, と
言うことである.

任意のHSSNT Mは単連結完備かつ非正の断面曲率を持つリーマン多様体であるこ
とが知られている. 従って, Cartan-Hadamardの定理が示しているように, Mは多様体
として, ユークリッド空間R2nと微分同相になる. 実際, 原点oにおける指数写像, ある
いはその逆写像Logo : M → ToM ' R2nが微分同相写像を与える. 本稿では, この写像
LogoをMの一つの実現 (埋め込み)とみなす. Logoは微分同相ではあるが, ToMを標準
的な複素ユークリッド空間Cnとみなしたとき, Mの複素構造やシンプレクティック構
造と言った幾何構造は保たない.

一方, よく知られているように, 任意のHSSNT Mは,複素多様体として, Cn内のある
有界領域Dとして実現できる. すなわち, (M,J)と標準的な複素構造を持つある有界領
域 (D, Jo)の間に正則微分同相写像が存在する. このことは最初, É. Cartanの有界対称
領域の理論 [1]の中で示されたことになっているが, 現在広く知られているM = G/K

からDへの正則微分同相写像の構成に, Harish-Chandraの実現と呼ばれているもの
がある. この方法は, 論文 [5]の中で“余談”として記されているが, 半単純リー群の表現
論からの洞察に根差した簡潔な構成法を与えている.

80年代後半, McDuffは, 単連結完備かつ非正の断面曲率を持つケーラー多様体Xに
対して, Xと標準的なシンプレクティックベクトル空間R2nの間にシンプレクティック
微分同相写像が存在すること, すなわち大域的Darbouxの定理が成り立つことを示した
[7]. 特に, 任意のHSSNT Mは, シンプレクティック多様体としては, シンプレクティッ
クベクトル空間 (R2n, ωo)とみなされる. シンプレクティック幾何としては, これ以上M

について言うことは何もないが, 対称空間の幾何としては, この微分同相の具体的な構
成は一つの関心事である. 事実, (M,ω)から (R2n, ωo)へのシンプレクティック微分同相
の具体的な公式は, Di Scala-LoiおよびRoosによって独立に発見されている (cf. [3]). な
お, 彼らの公式は, Mを有界対称領域Dと同一視した上で, Dに付随するJordan triple

systemを用いて与えられていることに注意しておく. (M,ω)から (R2n, ωo)へのシンプ
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レクティック微分同相は一意的ではないが, [3]で与えられた “標準的な”微分同相写像
をここでは, MのDi Scala-Loi-Roosの実現と呼ぶことにする. Harish-ChandraやDi

Scala-Loi-Roosの実現については, 論文 [6]にその詳細をまとめておいたので, 合わせて
参照して頂きたい.

これまで, 以上の3つの実現 (Logo, Harish-ChandraおよびDi Scala-Loi-Roosの実現)

は別々に述べられていたように思われるが, 論文 [6]における 1つの帰結は, この 3つ
の実現が実際は共通の枠組みの中で記述できる, と言うことである. つまり, [6]におい
て, M の実現のより一般的な構成法を与え, 以上の実現を統一的に再構成した. 特に,

この枠組みを通して, それらが共通の性質を持っていると言うことが分かる. 例えば,

Harish-ChandraおよびDi Scala-Loi-Roosの実現を, ある意味で “標準的な”正則およ
びシンプレクティック実現として特徴づけることができる. また, Mのコンパクト双対
M∗に対して, Mの実現の「双対写像」が自然に定義され, 双対写像もまた同様の性質
を持つことが示される. さらには, Mの実現を通して, M内の (ある特別な)部分多様体
がどのように実現されているかを把握すると言うこともできる. 本稿では, 論文 [6]の
結果に基づき, このMの実現の構成法とそこから分かるいくつかの性質について報告
する.

2. K-同変写像
構成の出発点となるのは, 上述の実現がいずれも“K-同変な”埋め込みであるという事
実である. ここで, Kは原点 o ∈ MにおけるGの固定部分群であるが1, いずれの実現
の場合にも, Kはベクトル空間 (R2nまたはCn)に適当に作用している. 一般に,「Mか
ら同じ次元のベクトル空間への“K-同変な”埋め込み」を構成するにはどうしたらよい
であろうか? ここでは, これを次のように考える2:

以下, M = G/Kを複素 n次元の既約な非コンパクト型エルミート対称空間とする.

Mに付随するカルタン分解をg = k⊕ pとかくと, pはMの原点oにおける接空間ToM

と自然に同一視できる. Mの標準的なケーラー構造を (J, ω), ToM ' p上の複素構造と
シンプレクティック構造をそれぞれJo, ωoと書けば, (p, Jo, ωo)は複素ユークリッド空間
Cnと同一視できるので, 以降, pをCnとみなす. また, Kはイソトロピー表現を通して,

ToMに作用している. イソトロピー表現は, 随伴表現Ad : K → SO(p)と同値になるの
で, 以降, Kはこの表現により pに作用しているとみなす. 以上の同一視のもと, Mか
らpへのK-同変な埋め込み

Ω : M → p

を構成すると言うことを考える.

なるべく自然に作るために, HSSNTの幾何について, 以下の二つの基本的な事実を
思い出す.

(1) K-作用の極性: Kの pへの作用は,極作用である. つまり, 任意のK-軌道は pの
ある部分集合Σと直交して交わる. 今の場合3, このΣは pの極大可換部分空間 a

1M = G/Kが非コンパクト型のリーマン対称空間の場合, KはGの極大コンパクト部分群になる.
2このアイディアは, 数年前の同じ研究集会で別の話をしたときに, 座長をして下さっていた筑波大学の
田崎博之先生に示唆して頂いたものである. 田崎先生と講演の機会を与えてくださった小池直之先生
に, 改めて感謝致します.

3Mは非コンパクト型リーマン対称空間で良い.



として取れる. 特に,

Ad(K)a = p, K · A = M

が成り立つ. ここで, A := Expoaである. 本稿では, aとAをそれぞれpとMのセ
クションと呼ぶ.

(2) Polydisk theorem: aC := a⊕Joaとおくと, AC := Expoa
CはMの複素部分多様

体であり, ケーラー多様体として, 双曲平面CH1(−C)の r := rank(M) = dimRa

個の直積への標準的な分解を持つ:

AC ' CH1(−C)× · · · × CH1(−C)︸ ︷︷ ︸
r-times

ここで, 'はケーラー多様体として同型と言う意味である. 「標準的な分解」と言
う意味を正確に述べておく. まず aから定まる制限ルート系 (HSSNTの場合, こ
れはCかBC型になる)の中の長いルートに対応するルートベクトルたち{Hi}ri=1

が aの標準的な直交基底を与えることが分かる. さらに各 i = 1, . . . , rに対し,

aCi := RHi + RJoHiとおくと, AC
i := Expoa

C
i はCH1(−C)と同型になり, 直交直

和分解aC =
⊕r

i=1 a
C
i に対応して分解

AC ' AC
1 × · · · × AC

r ' CH1(−C)× · · · × CH1(−C)

が得られる4.

K-作用の極性により, 任意の点 x ∈ M は x = kExpov (k ∈ K, v ∈ a)と書ける
(ただし, この表し方は一意的ではないことに注意しておく). このことを使うと, 写像
Logo : M → pは,

Logo(kExpov) = Ad(k)v, k ∈ K, v ∈ a

と表すことができる. 特に, LogoはK-同変であり, Logo(A) = aとなっていることに注
意する. この状況を拡張して, 次のようにK-同変写像を作ることを試みる: はじめにセ
クションの間の写像

ΩA : A → a

をとり, K-作用の極性を用いて, Ω : M → pを,

Ω(kExpov) := Ad(k)ΩA(Expov), k ∈ K, v ∈ a

とおく. Ωは, それがwell-definedであれば (つまりx = kExpovの表し方によらずに定
まっていれば), 明らかにK-同変かつΩ(A) ⊆ aを満たす写像である. しかし, 勝手な
ΩAに対しては, 必ずしもΩはwell-definedにならない. 実際, 次がわかる:

補題 1. Ωが well-definedであるための必要十分条件は, ΩAが (制限ルート系に付随す
る) Weyl群の作用に関して同変になることである.

この補題の詳細を述べる代わりに, 最も簡単だが, 大事な例を挙げておく:

4ここでのpolydiskの与え方は制限ルート系を用いているので, 古典的な記述の仕方 (例えば [Helgason]
など)と異なるが, 結果的に同じものになる.



例 1. M = Ĝ/K̂ = SU(1, 1)/S(U(1) × U(1)) ' CH1とし, 対応する Cartan分解を
ĝ = k̂ ⊕ p̂とかく. この場合, p̂はCと自然に同一視でき, この同一視のもと, p̂への K̂-

作用は, Cへの標準的なS1-作用 z 7→ eiθzと同値になる. 特に, セクションとしては, C
の実軸Rをとることができる. セクションの間の写像 Ω̂Aを

Ω̂A(Expox) = η(x) x ∈ a ' R

と書けば, Ω̂Aは実数値関数η : R → Rと対応している. ところで, 実軸上の点x ∈ Rは,

x = eiπ(−x)と2通りに表せるので, Ω̂ : CH1 → p̂が K̂-同変であるためには,

η(x) = Ω̂(Expox) = Ω̂(eiπExpo(−x)) = eiπη(−x) = −η(−x)

が任意のx ∈ Rに対して成立する必要がある. つまり, Ω̂Aに対応する実数値関数ηは奇
関数でなければならない. 逆に, ηが奇関数であれば, Ω̂はwell-definedになることが確
かめられる. これを Ω̂ = Ωη,0と書けば, Ωη,0は “radial map”

Ωη,0(Expoz) = η(|z|) · z

|z|
, z ∈ p̂ ' C

として与えられる (ただし, Ω̂(o) = 0).

一般の場合に話を戻す. 一般にMの中にはCH1の r個の直積AC ' AC
1 × · · · ×AC

r が
あることを思い出す (polydisk theorem). このとき, Ωの作り方から, 各 i = 1, . . . , rに
対して, ΩのAC

i への制限Ω|AC
i
は, 自然な同一視AC

i ' CH1(−C)を通して, CH1(−C)

から p̂へのセクションを保つ K̂-同変写像と同値になることがわかる. 従って, ある奇関
数ηiが存在して, Ω|AC

i
は例1で構成した写像Ωηi,0と同値になる. 簡単な考察により, 実

際はさらに, この奇関数は各AC
i によらないこと, つまり, 次のことが分かる:

命題 1. Ω : M → pがwell-definedであるとする. このとき,ある1つの奇関数η : R → R
が存在して, 任意の i = 1, . . . , rに対して, Ω|AC

i
は, Ωη,0 : CH1(−C) → p̂と同値になる.

逆に, Ωη,0 : CH1(−C) → p̂から, M上のK-同変埋め込みを以下のようにして構成す
ることができる:

(i) まず, 単射な奇関数η : R → Rに対し, 例1で構成したCH1(−C)に対する K̂-同変
写像Ωη,0 : CH1(−C) → p̂をとる. 単射性により, これは埋め込みになる.

(ii) 次に, (命題1を見越して) Ωη,0をpolydisk AC ' CH1(−C)× · · · ×CH1(−C)から
その接空間aC = a⊕ Joaへの埋め込みに対角的に拡張する. すなわち,

Ωη,AC := Ωη,0 × · · · × Ωη,0 : A
C → aC

と定める. このとき, Ωη,A := Ωη,AC |Aとおくと, これはAからaへの埋め込みにな
る. また, Ωη,Aは, aの標準的な直交基底を正規化した基底{H̃i}ri=1を用いると, 次
のように書くことができる:

Ωη,A

(
Expo

( r∑
i=1

xiH̃i

))
=

r∑
i=1

η(xi)H̃i.



(iii) 最後に, K-作用を用いて, Ωη,AをMからpへのK-同変な写像として拡張する:

Ωη : M → p, Ωη(kExpov) := Ad(k)Ωη,A(Expov).

ここで, k ∈ K, v ∈ aである. このとき, Ωηはwell-definedなK-同変埋め込みに
なる. この埋め込みを奇関数ηに関するMの強対角的実現5と呼ぶことにする.

Ωη,AによるAの像は, aの中の立方体

□η,a :=
{ r∑

i=1

xiH̃i | |xi| < supx∈Rη(x)
}

であり, 強対角的実現ΩηによるMの像は, ベクトル空間pの中で,

Ωη(M) = Ad(K)□η,a

と表せることに注意しておく. つまり, η : R → Rが全射ならばΩη(M) = pであり,

そうでなければ, Ωη(M)は p内のK-不変な有界領域である. このシンプルな描像は,

Harish-Chandraの実現ではよく知られていて, その拡張になっている.

ここまでは, Mを「非コンパクト型」のエルミート対称空間としてきたが, わずかな
変更を加えれば, 「コンパクト型」エルミート対称空間の場合でも同様のK-同変写像
の構成が可能である. 一般の構成の詳細については, 論文 [6]を参照して頂きたい. ここ
では, その特別な場合として得られる, Ωηの双対写像の定義だけ与えておく.

そのためには, M上の強対角的実現Ωη : M → pを与える奇関数 η : R → Rが実解
析的であると仮定する. M∗ = G∗/KをMの双対であるコンパクト型エルミート対称
空間とし, そのカルタン分解を g∗ = k ⊕ p∗とかく. 実軸上で ηに一致する原点の周り
で定義された正則関数 ηCをとり, η∗(x) := −

√
−1ηC(

√
−1x)とおくと, η∗はある開区

間 (−R∗, R∗)上 (ただし, 0 < R∗ ≤ π/2とする)で定義できる実奇関数になる. 例えば,

η(x) = tanh x (または sinh x)なら, η∗(x) = tan x (または sin x)である. この奇関数 η∗

に対して, 原点 o ∈ M∗のあるK-不変開近傍Uη∗でUη∗ ⊆ (M∗)o := M∗ \ Cuto(M∗)と
なるものが取れて, 強対角的実現と同様の方法で, K-同変写像

Ω∗
η∗ : Uη∗ → p∗

を定義できる. これをΩη : M → pの双対写像と呼ぶことにする.

例 2. 奇関数として恒等写像η = idを取ると, Ωid,0はCH1(−C)のLogoに一致し, これ
をM上に拡張したΩidがMのLogoに一致する. また, η∗は id自身であり, それに付随
する双対写像Ω∗

idは (M∗)o := M∗ \ Cuto(M∗)上で定義されたM∗のLogoに一致する.

3. 正則およびシンプレクティック実現
強対角的実現は, Logoの拡張と思えるわけであるが, この方法により, Mの幾何構造を
保つ写像を作る, と言う初めの目的を考えよう. 強対角的実現による構成の1つの利点
は, Mの実現が, CH1の実現から得られる, と言う点にある6.

5写像Ωηに対応する写像は, Jordan triple systemを用いた文脈の中で, いくつかの文献の中に (暗に)
現れている (例えば [3]など). 上述の構成はその幾何学的な説明と言える.

6「幾何構造を保つMの実現が, CH1のそれから得ることができる」と言う言い方をしているが, 実際
のところ, 第 4章で見るように, M 内の特殊な全測地的部分多様体N に対しては, M の強対角的実現
とN に関する同様の実現が「入れ子状」になっている, と言う構造がある (正確な主張は定理 5を参
照).



もし, Ωη : M → pが正則(またはシンプレクティック)な写像であるとすると, polydisk

の各因子AC
i が複素部分多様体であることから, Ωη,0 ' Ωη|AC

i
もまた正則 (またはシンプ

レクティック)である必要がある. Ωη,0はCH1上の K̂-同変写像だから, そのような性質
を持つΩη,0を見つけることは, CH1のセクション上で定義されたODEを解くことに帰
着される. 実際, 簡単なODEを解くことで, 奇関数としてη(x) = tanh x (または sinh x)

をとると, CH1からの正則 (またはシンプレクティック)な埋め込みΩη,0 : CH1 → p̂が
得られることが分かる.

逆に, Ωη,0として, このCH1からの正則 (またはシンプレクティック)な埋め込みを取
ると, それはMからの正則 (またはシンプレクティック)な埋め込みに拡張され, 双対写
像もまた同じ性質を持つことが分かる:

定理 2 ([6]). M を非コンパクト型既約エルミート対称空間, M∗をその双対のコンパ
クト型エルミート対称空間とし, (M∗)o = M∗ \ Cuto(M∗)とおく. このとき, 次が成り
立つ.

(1) Ωtanh : (M,J) → (D, Jo)は, p内のあるK-不変有界領域Dの上への正則微分同相
写像であり, Aをaの中へ写すMからpへのK-同変正則埋め込みとして (定数倍
の違いを除き)一意的な写像である.

また, Ωtanhの双対写像 Ω∗
tan : (M∗)o → p∗は, p∗の上への正則微分同相写像で

ある.

(2) Ωsinh : (M,ω) → (p, ωo)は, pの上へのシンプレクティック微分同相写像であり, A

をaの中へ写すMからpへのK-同変シンプレクティック埋め込みとして (符号の
違いを除き)一意的な写像である.

また, Ωsinhの双対写像Ω∗
sin : (M∗)o → D∗は, p∗のあるK-不変有界領域D∗の上

へのシンプレクティック微分同相写像である.

さらに, 次を示すことができる:

命題 3. ΩtanhおよびΩsinhは, それぞれHarish-ChandraおよびDi Scala-Loi-Roosの実
現に (適当な空間の同一視の下)一致する.

この命題もそれほど明らかではないが, 詳細は [6]を参照して頂きたい.

なお, 定理2の主張において,「Aをaの中へ写す」と言う仮定を除くと一意性に関す
る結果は一般に成り立たない. 実際, [4]では, そのような仮定を満たさないK-同変シ
ンプレクティック微分同相写像を構成している. しかし, 定理2により, ΩtanhやΩsinhは,

「K-作用の極性」と言うリーマン対称空間の基本的な性質に依拠した “標準的な”正則
およびシンプレクティック微分同相写像として特徴づけられることが分かる.

定理2からすぐに従う系を2つ述べておく.

(1) pと p∗の間には標準的な同一視がある (gの複素化 gCのなかで
√
−1倍で写り合

う)ので, この同一視のもと, 合成写像

h := (Ω∗
tan)

−1 ◦ Ωtanh : M → (M∗)o

として, Mから (M∗)oへの正則な埋め込みが得られる. つまり, 「Mはそのコン
パクト双対M∗に正則に埋め込める」と言うことがわかる. このことはよく知ら



れた事実で, 実際, この写像 hは, Borelの埋め込みと呼ばれる写像に (適当な回
転による違いを除き)一致する. また同様に, 合成写像

s := (Ωsinh)
−1 ◦ Ω∗

sin : (M∗)o → M

は (M∗)oからMへのシンプレクティックな埋め込みを与え, M∗の稠密な開集合
(M∗)oを非コンパクト双対Mにシンプレクティックに埋め込むことができる.

(2) pとp∗の間の標準的な同一視のもと,

(Ω∗
sin)

−1 ◦ Ωtanh = (Ω∗
tan)

−1 ◦ Ωsinh (1)

と言う関係が成り立つ. この関係式は, Di Scala-Loiによる論文 [3]の主結果の
1つを導く: 今, 正則的な実現 Ωtanh によりM を有界領域 Dと同一視し, ケー
ラー形式 ω も D 上に引き戻して, それを ωhyp と書き, (D,ωhyp, Jo)を HSSNT

と見ることにする. 同様にして, 正則的な実現 Ω∗
tan により (M∗)o を p∗ と同一

視し, p∗に引き戻したケーラー形式を ωFSと書いて, (p∗, ωFS, J
∗
o )を (M∗)oと見

る. このとき, 定理 2より, Ω̃sinh := Ωsinh ◦ Ω−1
tanh : (D,ωhyp) → (p, ωo)および

Ω̃∗
sin := Ω∗

sin ◦ (Ω∗
tan)

−1 : (p∗, ωFS) → (D∗, ωo)はそれぞれシンプレクティック微分
同相写像であるが, 関係式 (1)から,

Ω̃∗
sin = Ω∗

sin ◦ (Ω∗
tan)

−1 = Ωtanh ◦ (Ωsinh)
−1 = (Ω̃sinh)

−1

と言う関係があることが分かる. このことを用いると, 次の同値性が従う:{
(Ω̃sinh)

∗ωo = ωhyp

(Ω̃∗
sin)

∗ωo = ωFS

⇐⇒

{
(Ω̃sinh)

∗ωo = ωhyp

(Ω̃sinh)
∗ωFS = ωo

最後の式は, Ω̃sinhが, 2つの異なるシンプレクティック構造 ωhypと ωFSを「同時
に」保つ写像であると言うことを言っていて, Di Scala-Loiの論文 [3]では, この
性質を“symplectic duality”と呼んでいる. これは不思議な性質だが, 結果とし
てそれは, Mと (M∗)oのそれぞれに互いに「双対の」シンプレクティック微分同
相写像が存在することと同値になっていることが分かる.

ちなみに以上のことは, 正則実現Ωtanh(Harish-Chandraの実現)に対しても同様
のことが言えて, この場合は, Ω̃tanh := Ωtanh ◦ Ω−1

sinhが 2つの異なる複素構造を同
時に保つ写像であると言うことが言える (cf. [6]).

4. 全測地的部分多様体の実現
HSSNT Mは, 強対角的実現により, 常に同じ次元のベクトル空間かその中の有界領域
として実現される. この節では, 強対角的実現によって, Mの中の (ある特殊な)全測地
的部分多様体がどのように実現されるかについて述べる.

はじめに, いくつかの例を紹介しておく. 冒頭で述べたように, McDuffは, ケーラー
構造をもつアダマール多様体Xから標準的なシンプレクティックベクトル空間R2nの
上へのシンプレクティック微分同相写像の存在を示したが, その後, Cirizaは, McDuff

の与えた写像が, X内の (ある固定した点を通る)全測地的な複素部分多様体をCn内の



ある「複素部分空間」に写す, と言うことを示した [2]. Di Scala-Loiも, 彼らがHSSNT

の場合に具体的に与えたシンプレクティック微分同相写像 (Di Scala-Loi-Roos実現)が
同じ性質を持つことを示している [3]. 正則ではないシンプレクティック微分同相写像
が (原点を通る)任意の複素部分多様体をCn内のある複素部分空間に写すと言うのは,

面白い性質だが, 少し不思議に見える.

別の例を考えて見る. 複素1次元の複素双曲空間CH1のHarish-Chandraの実現によ
る像は, ポアンカレ円板Dである. このとき, CH1の原点を通る測地線を考えると, そ
の像は, ポアンカレ円板D上の原点を通る「線分」になる. より一般に, 複素n次元の
複素双曲空間CHn内の原点を通る全測地的部分多様体の像は, Harish-Chandraの実現
により, ある「部分ベクトル空間の有界領域」に写される. Harish-Chandraの実現が等
長的ではないにも関わらず, CHnの全測地的部分多様体が部分ベクトル空間の一部と
して実現される理由はなんであろうか?

以上の (一見不思議に見える)例は, Harish-ChandraやDi Scala-Loi-Roosの実現に関
してはいずれも, それらが強対角的実現であると言う事実を用いて説明することがで
きる.

それを説明するために, 1つだけ言葉を準備をする: M = G/K を HSSNTとし,

g = k ⊕ pをそのカルタン分解とする. pに含まれる可換な部分空間 a′が Lie triple

sytem(LTS)として複素化を持つとは, (a′)C := a′ ⊕ Joa
′が pの Lie triple system に

なること, つまり, [[(a′)C, (a′)C], (a′)C] ⊆ (a′)Cを満たすこととする. 例えば, 極大可
換部分空間 aはそのようなものの典型例である. LTSとして複素化を持つ a′に対し,

(A′)C = Expo(a
′)CはM内の全測地的な複素部分多様体になる. このとき, 次が分かる:

命題 4. a′をpの可換な部分空間とし, その次元を r′ (1 ≤ r′ ≤ r = rankM)とする. こ
のとき, 次は同値である.

(1) a′がLTSとして複素化を持つ.

(2) (A′)C := Expo(a
′)Cは, CH1の r′個の直積CH1(−C1) × · · · × CH1(−Cr′)にケー

ラー多様体として同型である (ただし, 各CH1は互いに等長的でなくても良い).

つまり, LTSとして複素化を持つようなa′に対し, (A′)Cはpolydiskの一般化を与える.

本題に戻って, NをMの原点を通る完備な全測地的部分多様体とする. このとき, N

はそれ自身リーマン対称空間になるので, Nを等質空間GN/KNと同一視し, 付随する
カルタン分解をgN = kN ⊕ pNと書く. また, pNの極大可換部分空間をaNと書き, その
次元を rNと書く.

今, aN が pの中で LTSとして複素化を持つと仮定し, AC
N := Expoa

C
N とおく (AC

N は
Mの複素部分多様体だが, Nに含まれていなくても良い). このとき, 命題 4により, 強
対角的実現のときと同様に, 1つの奇関数η : R → Rから写像

Ωη,AC
N
:= Ωη,1 × · · · × Ωη,rN : AC

N → aCN

を定義することができる. また, Ωη,AC
N
のAN = ExpoaNへの制限をとることにより, 写

像Ωη,AN
: AN → aNが得られる. さらにこれをKN -作用を用いてNに拡張することで,

KN -同変な写像Ωη,N : N → pNが

Ωη,N(kNExpo(vN)) := Ad(kN)Ωη,AN
(Expo(vN)) (kN ∈ KN , vN ∈ aN)



となるように得られる. 定義から, Mの強対角的実現と同様に, aN の中のある立方体
□η,aNに対して,

Ωη,N(AN) = □η,aN , Ωη,N(N) = Dη,N := Ad(KN)□η,aN

となっている. ここで, Dη,Nは pN自身か pN内のあるKN -不変な有界領域であり, ηと
Nにのみ依存して決まる.

この写像に関して, 次のことがわかる:

定理 5 ([6]). Mを既約なHSSNT, NをMの原点を通る完備な全測地的部分多様体とす
る. もし, aNがpの中でLTSとして複素化を持つならば,任意の単射な奇関数η : R → R
に対して,

Ωη|N = Ωη,N (2)

が成立する. ここで, Ωη : M → pはMの強対角的実現である. 特に, 任意の単射な奇関
数η : R → Rに対して, Ωηは (N,AN)を (Dη,N ,□η,aN )に写す.

逆に, 任意の単射な奇関数η : R → Rに対して, Ωηが (N,AN)を (Dη,N ,□η,aN )に写す
ならば, aNはpの中でLTSとして複素化を持つ.

この前半部分の主張 (2)は, Di Scala-Loiが [3]の中で, (適当な空間の同一視のもと)

η = sinhかつNが複素部分多様体の場合に示していて, その一般化になっている. Di

Scala-Loiは (2)の性質を“遺伝性 (hereditary)”と呼んでいる.

なお, ある特定のηに関しては, 逆の主張は必ずしも成り立たない (例えばη = idとす
ると, 任意のNに対し, (N,AN)が (Dη,N ,□η,aN )に写される). しかし例えば, η = tanh

や sinhのときは, Ωηにより (N,AN)が (Dη,N ,□η,aN )に写されるようなNは, aNが pの
中でLTSとして複素化を持つものに限ることがわかる.

定理 5に基づいて, この節の冒頭に述べた 2つの例を説明してみよう. Nは原点を通
る完備な全測地的部分多様体とする.

例 3. NをMの複素部分多様体とすると, Nはそれ自身HSSNTになり, 特にaNはpの
中でLTSとして複素化を持つ. シンプレクティックな実現 (Di Scala-Loi-Roosの実現)

Ωsinh : M → pを考えると, Ωsinh,N : N → pN はN から pN の上へのシンプレクティッ
ク微分同相写像であり, 定理 5から, Ωsinh(N) = Ωsinh,N(N) = pN が成り立つ. つまり,

Ωsinhにより, Nはそれ自身の接空間 pN ' ToNとして実現される. pNは pの複素部分
空間だから, これが, この節の冒頭に述べた, Di Scala-Loi-Roosの実現が「複素部分多
様体を複素部分空間に写す」ということの理由である.

例 4. M = CHnとすると, CHnの階数が 1だから, CHn内の (次元が 1以上の)原点
を通る任意の全測地的部分多様体Nに対し常に dimRaN = dimRa = 1が成り立つ. 特
に, aN(= a)は pの中でLTSとして複素化を持つ. 従って, 例えば正則な実現 (Harish-

Chandraの実現) Ωtanh : M → pを考えると, Ωtanh(N) = Ωtanh,N(N) = Dtanh,N ⊂ pNと
なり, NはpN内の有界領域として実現されることになる.

なお, この例の場合, CHnの階数が 1と言うことが使われている. 実際, M の階数
が 2以上の場合は, 原点を通る全ての全測地的部分多様体がある部分ベクトル空間 (の
一部)として実現されるわけではない. しかし例えば, N が maximal rank (つまり,

dimRaN = dimRa)の場合には, 同様にNはpN内の有界領域として実現されることがわ
かる.



最後に, もう1つ別の例を挙げておく.

例 5. M上の反正則的対合 τ : M → Mの固定点の連結部分集合のことをMの実形と
呼ぶ. 実形はMの全測地的なラグランジュ部分多様体になることが知られている. N

が実形ならば, aNはpの中でLTSとして複素化を持つことがわかる (このことは上の2

つの例ほど明らかではないが, 詳細は [6]を参照して頂きたい). 従って定理5より, 実形
もまた, 強対角的実現 (例えばLogoやHarish-ChandraおよびDi Scala-Loi-Roosの実現)

により, pの部分ベクトル空間かその中の有界領域として実現される.

以上の文脈の中で自然に現れた「aNがLTSとして複素化を持つ」という性質を持つ
全測地的部分多様体のクラスは, maximal rankなものや複素部分多様体, 実形と言った
例を含んでいるだけでなく, 定理 5が示唆しているように, Mの幾何とうまく整合が取
れているもののように思われる. 定理 5はこのクラスを特徴付けるものではあるが, こ
のクラスがMの全測地的部分多様体全体の中でどのような位置付けにあるのかは興味
深い.
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Abh. Math. Sem. Uniw. Hamburg 11 (1935), no. 1, 116–162.

[2] E. Ciriza. On special submanifolds in symplectic geometry. Differ. Geom. Appl. 3(1),
91–99 (1993)

[3] A.J. Di Scala and A. Loi. Symplectic duality of symmetric spaces. Adv. Math. 217
(2008), no. 5, 2336–2352.

[4] A.J. Di Scala, A. Loi and G. Roos. The bisymplectomorphism group of a bounded sym-
metric domain. Transform. Groups 13 (2008), no. 2, 283–304.

[5] Harish-Chandra. Representations of semisimple Lie groups. VI. Integrable and square
integrable representations. Amer. J. Math. 78 (1956), 564–628.

[6] T. Hashinaga and T. Kajigaya. Equivariant realizations of Hermitian symmetric space
of noncompact type. Math. Z. 300 (2022) 2363–2411.

[7] D. McDuff. The symplectic structure of Kähler manifolds of nonpositive curvature. J.
Differential Geom. 28 (1988), no. 3, 467–475.


