
Hermann作用から誘導されるpath群作用の軌道の幾何学

森本 真弘（大阪公立大学数学研究所）

1 序論
ユークリッド空間の部分多様体の一般化として，ヒルベルト空間の部分多様体を考える

ことができる．第二基本形式，形作用素，法接続といった部分多様体の基本量は，ヒルベ
ルト空間の部分多様体に対しても同様に定義できるが，形作用素のスペクトル理論は一
般に難解である．R. S. Palais と C.-L. Terng は 1988年に，proper Fredholm (PF) 部
分多様体というヒルベルト空間の部分多様体のクラスを導入した ([21], [26])．その定義か
ら，PF部分多様体の形作用素は自己共役なコンパクト作用素となり，そのスペクトルの
幾何学的な取り扱いが可能となる．更に，R. S. Palais や S. Smaleらが構築した無限次元
微分トポロジーやモース理論 ([20], [23], [24])を，PF部分多様体に対して適応することが
できる．その後のG. Thorbergsson や E. Heintzeらの研究を通して，有限次元部分多様
体幾何学への応用や，(affine) Kac-Moody対称空間と呼ばれる無限次元対称空間との関わ
りが明らかとなり，PF部分多様体は，幾何学における 1つの重要な研究対象として認知
されるようになった．
PF部分多様体の重要な例として，ある種の path群作用の軌道が挙げられる ([27])．特

に，Hermann作用 ([7], [8])と呼ばれるコンパクト対称空間への作用に対して，同伴する
path群作用が，Kac-Moody対称空間のイソトロピー表現に相当することが知られており，
その軌道の部分多様体幾何学を研究することは重要な問題である．本講演では，Hermann

作用に同伴する path群作用の軌道の部分多様体幾何学について，講演者の研究で得られ
た結果を紹介する．1

2 準備
Gを連結コンパクト半単純リー群，KをGの対称部分群とする．つまり，Gの対合 σ

であって条件Gσ
0 ⊂ K ⊂ Gσを満たすものが存在する．ここでGσは σによる固定部分群，

Gσ
0 はその単位元成分を表す．G，Kのリー代数をそれぞれ g，kで表す．σが引き起こす

g上の対合的自己同型も，同じ記号 σで表す．σによる±1固有空間分解を g = k+mで表
す．Killing形式の負定数倍から誘導されるAd(G)不変内積 〈·, ·〉を gに固定し，対応する
両側不変計量をGに固定，更に正規等質計量を等質空間G/Kに固定する．このときG/K

はコンパクト型対称空間であり，自然な射影 π : G→ G/Kはリーマン沈め込みとなる．

1本稿は，研究集会「部分多様体幾何とリー群作用 2021」（2022年 3月 20日～3月 21日，オンライン
開催）の講演記録である．本研究は，科研費 20K22309および大阪公立大学数学研究所（文科省共同利用・
共同研究拠点「数学・理論物理の協働・共創による新たな国際的研究・教育拠点」JPMXP0619217849）の
助成を受けたものである．



閉区間 [0, 1]からGへのソボレフH1-path全体の成す path群を G := H1([0, 1], G)で表
す．[0, 1]から gへのL2-path全体の成す path空間を Vg := L2([0, 1], g)で表す．ここで，G
はヒルベルト・リー群となり，Vgは可分なヒルベルト空間となる．Gは Vgにゲージ変換

g ∗ u = gug−1 − g′g−1

により作用する．これは，等長かつ推移的な proper Fredholm (PF)作用となる ([21], [26])．
G×Gの閉部分群 Lに対して，部分群

P (G,L) = {g ∈ G | (g(0), g(1)) ∈ L}

は Vgにゲージ変換で作用する．この作用は，（推移的とは限らない）等長な PF作用とな
る．作用が PFであることから，P (G,L)作用の各軌道は Vgの PF部分多様体となる．
各要素 u ∈ Vgに対し，線形常微分方程式

g−1g′ = u, g(0) = e ∈ G

の一意解を gu ∈ Gで表す．ここで，写像Φ : Vg → Gを

Φ(u) = gu(1)

により定義し，これを（G上の）平行移動写像と呼ぶ ([27], [28])．平行移動写像はリーマ
ン沈め込み写像となり，同時に，基点ループ群Ωe(G)を構造群とする主束となる．更に，
合成

ΦK := π ◦ Φ : Vg → G→ G/K

もリーマン沈め込みとなり，これはG/K上の平行移動写像と呼ばれる．一般に，G/Kの
閉部分多様体N に対して，逆像Φ−1

K (N)は Vgの PF部分多様体となる．
GはG/Kに，左移動

b · (aK) := (ba)K

により等長に作用する．また，G×GはGに

(b, c) · a := bac−1

により等長に作用する．πとΦは次の同変性を持つ ([27])：

π((b, c) · a) = b · π(a) (b, c) ∈ G×K, a ∈ G,

Φ(g ∗ u) = (g(0), g(1)) · Φ(u) g ∈ G, u ∈ Vg.

これらの性質から，次が従う：

ΦK(g ∗ u) = g(0)ΦK(u) g ∈ P (G,G×K), u ∈ Vg.

HをGの閉部分群とする．（後のセクションにおいて，Hが対称部分群であると仮定す
る．）Hのリー代数を hで表し，直交直和分解を g = h+ pで表す．このとき，HはG/K

に，H ×KはGに，P (G,H ×K)は Vgに，それぞれ等長に作用する．このとき，各作
用の軌道について，次が成り立つ ([27]):

(H ×K) · a = π−1(H · aK), P (G,H ×K) ∗ u = Φ−1((H ×K) · Φ(u)).



よって，次が従う．
P (G,H ×K) ∗ u = Φ−1

K (H · ΦK(u)).

以上の結果は，次の可換図式としてまとめられる：

G ⊃ P (G,H ×K) ↷ Vg ⊃ P (G,H ×K) ∗ u = Φ−1((H ×K) · a)

ψ ↓ ψ ↓ Φ ↓ Φ ↓ Φ ↓

G×G ⊃ H ×K ↷ G ⊃ (H ×K) · a = π−1(H · aK)

p ↓ p ↓ π ↓ π ↓

G ⊃ H ↷ G/K ⊃ H · aK (Φ(u) = a),

ここで pは第一成分への射影を表し，ψは写像 g 7→ (g(0), g(1))を表す．πおよびΦのファ
イバーの極小性から，次の条件は同値になる：軌道H · aKはG/Kの極小部分多様体で
ある，軌道 (H ×K) · aはG極小部分多様体である， 軌道 P (G,H ×K) ∗ uは Vgの極小
PF部分多様体である ([11], [5]).

Aをコンパクト・リー群，Xをリーマン多様体とする．Xが polarであるとは，ある
連結閉部分多様体Σ ⊂ Xが存在して，Xが各A軌道と交わり，各交点で直交することを
いう．このようなΣをA作用のセクションという．ΣはXの全測地的部分多様体となる
ことが従う．Σが誘導計量に関して平坦であるとき，A作用は hyperpolar([8], [6])であ
るという．ヒルベルト空間へのPF作用に対して，超極作用の概念を同様に定義すること
ができる． 次の条件は同値となる ([6], [27], [3]):

(i) 作用H ↷ G/Kは超極，
(ii) 作用H ×K ↷ Gは超極,

(iii) 作用 P (G,H ×K) ↷ Vgは超極．

3 Hermann作用の軌道の部分多様体幾何学
G/Kをコンパクト型対称空間，HをGの対称部分群とする．このとき作用H ↷ G/K

はHermann作用と呼ばれる（[7], [8]）．本節では，Hermann作用の軌道の部分多様体
幾何学に関する既知の基本的結果をまとめる．詳細は Goertsches-Thorbergsson [2]，井
川 [9]，大野 [19]を参照されたい．以下，Gの対合 σ，τ であって条件 Gσ

0 ⊂ K ⊂ Gσ，
Gτ

0 ⊂ H ⊂ Gτ を満たすものを固定する．対合 σ，τ 関する gの±1固有空間分解をそれぞ
れ g = k+m，g = h+ pで表す．m ∩ pの極大可換部分空間 tを選び固定する．このとき
Hermann作用は，Σ := π(exp t)をセクションとする超極作用である ([8], [6])．
極大可換部分空間 tに関する gCのルート空間分解を考える：

gC = g(0) +
∑
α∈∆

g(α),

g(0) = {z ∈ gC | ∀η ∈ t, ad(η)z = 0},
g(α) = {z ∈ gC | ∀η ∈ t, ad(η)z =

√
−1〈α, η〉z}.



ここで ∆ = ∆(σ, τ) = {α ∈ t\{0} | g(α) 6= {0}}は tのルート系となる．定義から
g(α) = g(−α)（　は複素共役）が成り立つので，実形式は

g = g0 +
∑
α∈∆+

gα,

g0 = g(0) ∩ g, gα = (g(α) + g(−α)) ∩ g

となる．ここで

g0 = {x ∈ g | ∀η ∈ t, ad(η)x = 0},
gα = {x ∈ g | ∀η ∈ t, ad(η)2x = −〈α, η〉2x}

と表せる．σと ad(η)2が可換であることから，分解

k = k0 +
∑
α∈∆+

kα, m = m0 +
∑
α∈∆+

mα.

k0 = g0 ∩ k, m0 = g0 ∩m,

kα = gα ∩ k, mα = gα ∩m

を得る．ここで，gαの直交変換 ψαを

ψα(x) :=
1

〈α, α〉
ad(α)x, x ∈ gα

により定義する．同値な定義は

ψα(z + z̄) :=
√
−1(z − z̄), z ∈ g(α)

である．ここで σ ◦ ψα = −(ψα ◦ σ)より，等長写像 ψα : mα → kαが誘導される．

m(α) := dim kα = dimmα

とおく．kαの基底 {xαi }
m(α)
i=1 に対して xαi := ψα(y

α
i )とおくことで，mαの基底 {yαi }

m(α)
i=1 で

あって任意の η ∈ tに対して条件

[η, xαi ] = −〈α, η〉yαi , [η, yαi ] = 〈α, η〉xαi

が成り立つものが得られる．
ここで，合成

σ ◦ τ : g → g

を考え，その固有空間分解
gC =

∑
ϵ∈U(1)

g(ϵ),

g(ϵ) = {z ∈ gC | (σ ◦ τ)(z) = ϵz}



を考える．各 ϵ ∈ U(1)に対して arg ϵはその偏角であって−π < arg ϵ ≤ πを満たすものを
表す．σ ◦ τ は ad(η)と可換なので，分解

gC =
∑

ϵ∈U(1)

g(0, ϵ) +
∑
α∈∆

∑
ϵ∈U(1)

g(α, ϵ),

g(0, ϵ) = g(0) ∩ g(ϵ), g(α, ϵ) = g(α) ∩ g(ϵ)

を得る．更に，g(α, ϵ) = g(−α, ϵ−1)が成り立つので，実形式は

g =
∑

ϵ∈U(1)≥0

g0,ϵ +
∑
α∈∆+

∑
ϵ∈U(1)

gα,ϵ,

U(1)≥0 = {ϵ ∈ U(1) | Im(ϵ) ≥ 0},

g0,ϵ = (g(0, ϵ) + g(0, ϵ−1) ∩ g,

gα,ϵ = (g(α, ϵ) + g(−α, ϵ−1)) ∩ g

となる．g0,ϵと gα,ϵはそれぞれ σで不変なので，分解

k =
∑

ϵ∈U(1)≥0

k0,ϵ +
∑
α∈∆+

∑
ϵ∈U(1)

kα,ϵ,

m =
∑

ϵ∈U(1)≥0

m0,ϵ +
∑
α∈∆+

∑
ϵ∈U(1)

mα,ϵ,

k0,ϵ = g0,ϵ ∩ k, kα,ϵ = gα,ϵ ∩ k,

m0,ϵ = g0,ϵ ∩m, mα,ϵ = gα,ϵ ∩m

を得る．gα,ϵは ψαで不変なので，等長写像 ψα : mα,ϵ → kα,ϵを得る．

m(α, ϵ) := dim kα,ϵ = dimmα,ϵ

とおく．上と同様の議論により，kα,ϵの基底 {xα,ϵi }m(α,ϵ)
i=1 およびmα,ϵの基底 {yα,ϵi }m(α,ϵ)

i=1 で
あって任意の η ∈ tに対して条件

[η, xα,ϵi ] = −〈α, η〉yα,ϵi , [η, yα,ϵi ] = 〈α, η〉xα,ϵi

が成り立つものがとれる．
ここで，w ∈ tに対して軌道 N := H · (expw)K を考える．La で G/K の等長変換

bK 7→ (ab)Kを表す．接空間 TeKM をmと同一視する．軌道の形作用素を計算すること
で，次が得られる：
命題 3.1 (大野 [19]). 軌道N = H · (expw)Kの接空間・法空間は次のように表示される

T(expw)KN = dLexpw(
∑

ϵ∈U(1)≥0

ϵ ̸=1

m0,ϵ +
∑
α∈∆+

∑
ϵ∈U(1)

⟨α,w⟩+ 1
2
arg ϵ/∈πZ

mα,ϵ ), (3.1)

T⊥
(expw)KN = dLexpw( t +

∑
α∈∆+

∑
ϵ∈U(1)

⟨α,w⟩+ 1
2
arg ϵ∈πZ

mα,ϵ ). (3.2)



更に，分解 (3.1)は形作用素の族 {AN
dLexpw(ξ)}ξ∈tに関する同時固有空間分解である:

dLexpw(m0,ϵ) : 固有値 0に関する固有空間,
dLexpw(mα,ϵ) : 固有値−〈α, ξ〉 cot(〈α,w〉+ 1

2
arg ϵ)に関する固有空間．

σと τ が可換な場合，ϵ = ±1となるため，次を得る ([2, Theorem 5.3])：

系 3.2 (Goertsches-Thorbergsson [2]). σ ◦ τ = τ ◦ σと仮定する．このとき

T(expw)KN = dLexpw( m0 ∩ h+
∑
α∈∆+

⟨α,w⟩/∈πZ

mα ∩ p+
∑
α∈∆+

⟨α,w⟩+π/2/∈πZ

mα ∩ h ),

T⊥
(expw)KN = dLexpw( t +

∑
α∈∆+

⟨α,w⟩∈πZ

mα ∩ p+
∑
α∈∆+

⟨α,w⟩+π/2∈πZ

mα ∩ h ),

dLexpw(m0 ∩ h) : 固有値 0の固有空間,
dLexpw(mα ∩ p) : 固有値−〈α, ξ〉 cot〈α,w〉の固有空間,
dLexpw(mα ∩ h) : 固有値 〈α, ξ〉 tan〈α,w〉の固有空間.

系 3.3. σ = τ と仮定する．このとき

T(expw)KN = dLexpw(
∑
α∈∆+

⟨α,w⟩/∈πZ

mα ),

T⊥
(expw)KN = dLexpw( t +

∑
α∈∆+

⟨α,w⟩∈πZ

mα ),

dLexpw(mα) : 固有値−〈α, ξ〉 cot〈α,w〉の固有空間.

4 P (G,H ×K)-軌道の部分多様体幾何学
本節では，Hermann作用から誘導される P (G,H × K)作用の軌道の幾何学について，

講演者により得られた結果を紹介する．前節と同様，G/Kをコンパクト型対称空間，H
を対称部分群とする．極大可換部分空間 t ⊂ m ∩ pを固定する．対応する tのルート系を
∆ = ∆(σ, τ)で表す．Hermann作用H ↷ G/Kは超極なので，対応する P (G,H ×K)-作
用も超極となり，そのセクションは tに値を持つ定道全体 t̂ = {x̂ ∈ Vg | x ∈ t}で与えられ
る ([27])．以下，w ∈ tを任意にとり固定する．P (G,H×K)軌道の第二基本形式・形作用
素公式は [15]で与えられている．P (G,H ×K)軌道の主曲率は，次のように記述される：

定理 4.1 ([17]). 軌道 P (G,H ×K) ∗ ŵに対して，その ξ̂ ∈ t̂方向の主曲率は

{0}∪
{

〈α, ξ〉
−〈α,w〉+ 1

2
arg ϵ+mπ

∣∣∣∣ α ∈ ∆+, ϵ ∈ U(1), 〈α,w〉+ 1

2
arg ϵ /∈ πZ, m ∈ Z

}
∪
{
〈α, ξ〉
nπ

∣∣∣∣ α ∈ ∆+, ϵ ∈ U(1), 〈α,w〉+ 1

2
arg ϵ ∈ πZ, n ∈ Z\{0}

}
.



で与えられる．そららの重複度は順に，

∞, dimmα,ϵ,
∑
ϵ

dimmα,ϵ

となる．特に，軌道が主軌道であれば， ⟨α,ξ⟩
nπ
の項は消える．

本定理の証明では，curvature-adapted部分多様体から平行移動写像を通して得られる
PF部分多様体の主曲率関係公式（[12], [14]）を本質的に用いる．
系 4.2. σ ◦ τ = τ ◦ σと仮定する．このとき，軌道 P (G,H ×K) ∗ ŵの ξ̂ ∈ t̂方向の主曲
率は

{0} ∪
{

〈α, ξ〉
−〈α,w〉+mπ

∣∣∣∣ α ∈ ∆+, 〈α,w〉 /∈ πZ, m ∈ Z
}

∪
{

〈α, ξ〉
−〈α,w〉+ (m+ 1

2
)π

∣∣∣∣ α ∈ ∆+, 〈α,w〉+ π

2
/∈ πZ, m ∈ Z

}
∪
{
〈α, ξ〉
nπ

∣∣∣∣ α ∈ ∆+, 〈α,w〉 ∈ πZ or 〈α,w〉+ π

2
∈ πZ, n ∈ Z\{0}

}
.

重複度は順番に

∞, dim(mα ∩ p), dim(mα ∩ h), dim(mα ∩ p) + dim(mα ∩ h)

となる．特に，軌道が主軌道であれば， ⟨α,ξ⟩
nπ
の項は消える．

系 4.3. σ = τ と仮定する．このとき，軌道 P (G,K ×K) ∗ ŵの ξ̂ ∈ t̂方向の主曲率は

{0} ∪
{

〈α, ξ〉
−〈α,w〉+mπ

∣∣∣∣ α ∈ ∆+, 〈α,w〉 /∈ πZ, m ∈ Z
}

∪
{
〈α, ξ〉
nπ

∣∣∣∣ α ∈ ∆+, 〈α,w〉 ∈ πZ, n ∈ Z\{0}
}
.

重複度は順番に
∞, dimmα, dimmα

となる．特に，軌道が主軌道であれば， ⟨α,ξ⟩
nπ
の項は消える．

注意 4.4. Terng [26]は，P (G,∆G)作用の主軌道の主曲率を計算し，それがヒルベルト
空間 Vgの等径部分多様体であることを示した．ここで∆GはG × Gの対角集合を表す．
PinkallとThorbergsson [22] は，Terngの結果をP (G,K ×K)作用の場合へ拡張した．上
記定理は，より一般に，対称部分群Hに対して，P (G,H ×K)作用の（主軌道とは限ら
ない）軌道の主曲率公式を与えている．
部分多様体の各点において，各法ベクトルに対する主曲率が重複度込みで (−1)倍不変

であるとき，その部分多様体はオースティア ([4])であるという．定義から，オースティ
ア部分多様体は極小部分多様体となる．PF部分多様体に対しても，オースティアの概念
を同様に定義することができる．オースティア部分多様体の例を与えることは，基本的な
問題である．
ここで，2つの条件



(A) 軌道N = H · (expw)KはG/Kのオースティア部分多様体，
(B) 軌道Φ−1

K (N) = P (G,H ×K) ∗ ŵは Vgのオースティア PF部分多様体
の関係について考える．Hermann作用および誘導されるP (G,H ×K)作用の hyperpolar

性から，各軌道の法ベクトルとして，セクションに接するもののみを考えれば良いことに
注意する．以下，講演者の研究で得られた結果を述べる．

定理 4.5 ([17]). ルート系∆ = ∆(σ, τ)が reducedならば，(A)と (B)は同値である．

ルート系∆ = ∆(σ, τ)が reducedとは限らない場合は，次が成り立つ：

定理 4.6 ([17]).

(i) σ = τ のとき，(A)と (B)は同値である．
(ii) σ ◦ τ = τ ◦ σのとき，「(A)ならば (B)」が成り立つ．
(iii) Gが単純であるとき，「(A)ならば (B)」が成り立つ．

ここで，(ii)と (iii)において「逆」は成り立たない．実際，次の反例が存在する：

「逆」に対する反例 ([17]). (G,K,H) = (SU(p + q), S(U(p) × U(q)), SO(p + q)) (p > q)

とする．このときルート系 ∆は BC 型 {ei, 2ei}i ∪ {ei ± ej}i<j となる．ここで，w :=
π
8
(e1 + · · · + eq)と定めれば，対応する軌道N = H · (expw)Kはオースティアであるが，
軌道 (π ◦ Φ)−1(N) = P (G,H ×K) ∗ ŵはオースティアとなることが従う．

尚，「逆」に関する詳細な考察については，[16]を参照されたい．
Hermann作用のオースティア軌道は，（主にGが単純な場合）井川 [9]，大野 [19]によ

り分類されている．彼らの結果を上記定理に適応することで，ヒルベルト空間内に等質な
オースティア PF部分多様体の例を多数構成することができる．
また，講演者は以前の研究において，次の定理を証明した：

定理 4.7 ([14]). G/Kが標準球面であると仮定する．G/Kの閉部分多様体N に対して次
は同値：
(i) N はG/Kのオースティア部分多様体，
(ii) Φ−1

K (N)は Vgのオースティア PF部分多様体．

よって，本節で述べたオースティア性に関する結果は，本結果を，G/Kが球面とは限
らない場合に拡張したものと言える．
尚，Hermann作用の特殊な場合として，シグマ作用 ([1])と呼ばれる作用が定義される．

本節で述べた結果の，シグマ作用の場合への定式化については，[18]を参照されたい．
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