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この講演の内容は田中真紀子さんとの共同研究の成果に基づいている。今まで
にこの研究集会で古典型コンパクトLie群の極大対蹠部分群の分類、連結コンパク
トLie群内に極地として実現されるコンパクト対称空間の極大対蹠集合の分類につ
いて講演を行った。今回は連結コンパクト Lie群内に極地として実現されないが、
非連結コンパクト Lie群内に極地として実現されるコンパクト対称空間の極大対
蹠集合の分類を行う。

1 対蹠集合
コンパクト Riemann対称空間M の点 xにおける点対称を sxで表す。M の部
分集合 S は次の条件を満たすとき、対蹠集合という。すべての x, y ∈ S に対し
て sx(y) = yが成り立つ。M の対蹠集合の元の個数の最大値を 2-numberといい
#2M で表す。#2M は有限の値になることがわかる。2-numberを与える対蹠集合
を大対蹠集合と呼ぶ。これらの概念は Chen-Nagano [2]が導入した。包含関係に
関して極大な対蹠集合を極大対蹠集合と呼ぶ。大対蹠集合は極大な対蹠集合にな
るが、一般には逆は成り立たない。

2 極地
集合Xと写像 f : X → Xに対して

F (f,X) = {x ∈ X | f(x) = x}

によって fの不動点集合F (f,X)を定める。前節同様に、MをコンパクトRiemann

対称空間とする。M の点 oに対して、oにおける点対称 soの不動点集合 F (so,M)

の各連結成分を極地と呼ぶ。一点から成る極地を極と呼ぶ。極地はその定義から
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全測地的部分多様体であることがわかる。特に誘導計量に関してRiemann対称空
間になる。極地や極もChen-Naganoの導入した概念であり、これまでに多くの研
究がある。

3 対称R空間
Riemann対称対の線形イソトロピー作用の軌道が Riemann対称空間になると
き、これを対称R空間と呼ぶ。対称R空間は、コンパクトRiemann対称空間の中
でも特によい性質を持っている。対称R空間の大対蹠集合とトポロジーの関連性
には成果が挙がっているが、我々がこの研究を始めた頃は、一般のコンパクト対
称空間の極大対蹠集合の情報はあまりなかった。
極地はイソトロピー部分群の軌道になっていて、この性質を利用して詳しく調
べることができる。これまでの極地に関する研究は対蹠集合に関するものに比べ
て多数あり、極地に関する研究成果を利用して対蹠集合を調べる。
対称R空間の大対蹠集合の例を挙げておく。n+1次元Euclid空間の原点を中心
とする半径 rのn次元球面をSn(r)で表す。Sn(r)はEuclid空間の標準的計量から誘
導される計量に関して対称R空間になる。x ∈ Sn(r)に対してF (sx, S

n(r)) = {±x}
が成り立つ。これより、{±x}は Sn(r)の大対蹠集合であることがわかる。
もう一つ例を挙げておく。K = R,C,Hを係数体とする射影空間を P n(K)で表
す。具体的な計算により、F (sx, P

n(K)) = {x}∪P n−1(K)であることがわかる。こ
こで、P n−1(K)は xの直交補空間内の 1次元部分空間全体のなす射影空間である。
e1, . . . , en+1をKn+1の正規直交K基底とすると、{Ke1, . . . ,Ken+1}は P n(K)の大
対蹠集合になる。
一般に対称R空間Mの#2MはMのZ2係数のBetti数の総和に一致する。これ
はTakeuchiの結果である。上に挙げた例でこの関係を調べてみよう。球面の場合
は |{±x}| = 2であり、これは Sn(r)のZ2係数のBetti数の総和に一致する。射影
空間の場合は |{Ke1, . . . ,Ken+1}| = n+1であり、これはP n(K)のZ2係数のBetti

数の総和に一致する。

4 コンパクト Lie 群
コンパクト Lie群には両側不変Riemann計量が存在し、これに関してコンパク
トRiemann対称空間になる。よって、コンパクト Lie群の対蹠集合を考えること
ができる。コンパクト Lie群の単位連結成分では、点対称は sx(y) = xy−1xと記述
できる。このように点対称を代数的に記述できるので、単位連結成分以外への点
対称の作用をこの代数的記述によって拡張できる。また、コンパクトLie群を対称
空間として考えることにより、その代数的構造を幾何学的観点から調べることが
できる。
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コンパクトLie群の極大対蹠集合が単位元を含むとき、可換部分群になることが
わかる。さらに、単位元以外の元の位数は 2になるので、有限生成可換群の基本
定理より、Z2のいくつかの積Z2 × · · · × Z2 に同型な部分群になることがわかる。
この 2を一般の素数 pに変えた部分群の研究がBorel-Serre [1]によってなされてい
る。これはChen-Nagano[2]の先行研究であり、p = 2の場合に限って対称空間に
一般化したのが、Chen-Naganoの導入したコンパクト対称空間における対蹠集合
である。

5 記号の準備
コンパクト対称空間の極大対蹠集合の分類結果を記述するための記号の準備を
しておく。

∆n =


±1

. . .

±1


 ⊂ O(n), ∆±

n = {g ∈ ∆n | det g = ±1}

とすると、∆nと∆+
n はそれぞれU(n)と SU(n)の共役を除いて一意的な大対蹠部

分群である。∆nと∆+
n はそれぞれO(n)と SO(n)の共役を除いて一意的な大対蹠

部分群でもある。商群の極大対蹠部分群を記述するにはさらに記号を準備する必
要がある。ここではユニタリ群に関するもののみ扱う。

I1 =

[
−1 0

0 1

]
, J1 =

[
0 −1

1 0

]
, K1 =

[
0 1

1 0

]

とおいて、

D[4] = {±12,±I1,±J1,±K1} ,
D±[4] = {g ∈ D[4] | det g = ±1}

によって二面体群D[4]とその部分集合D±[4]を定める。D+[4]は部分群である。自
然数 nを 2の冪 2kと奇数 lの積 2k · lに分解し、0 ≤ s ≤ kに対して

D(s, n) = {d1 ⊗ · · · ⊗ ds ⊗ d0 | di ∈ D[4] (1 ≤ i ≤ s), d0 ∈ ∆n/2s}

によって部分群D(s, n) ⊂ O(n)を定める。この部分群の元の形は、たとえば

J1 ⊗ d0 =

[
0 −d0
d0 0

]
, I1 ⊗K1 ⊗ d0 =


0 −d0 0 0

−d0 0 0 0

0 0 0 d0
0 0 d0 0


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となっている。D(s, n)の元 dは d2 = ±1nを満たす。

PD(s, n) = {d ∈ D(s, n) | d2 = 1n},
ND(s, n) = {d ∈ D(s, n) | d2 = −1n}

によって、PD(s, n)とND(s, n)を定める。

6 U(n)の商群の極大対蹠部分群
定理 6.1 (Tanaka-T.[3]). µを自然数、ZµをU(n)の中心内のµ次巡回群、すなわち

Zµ = {z1n | zµ = 1},

θを 1の原始 2µ乗根とする。U(n)からU(n)/Zµへの自然な射影を πnで表す。こ
のとき、U(n)/Zµの極大対蹠部分群は次のいずれかに共役である。

(1) nまたは µが奇数のとき、πn({1, θ}∆n).

(2) nと µがともに偶数のとき、πn({1, θ}D(s, n)) (0 ≤ s ≤ k),

ただし、(s, n) = (k − 1, 2k)の場合は除外。

この講演では U(n)に関する結果のみ述べているが、他の古典型コンパクト Lie

群およびその商群の極大対蹠部分群の分類結果については [3]を参照。

7 極大対蹠集合の分類の方針
Gをコンパクト Lie群とする。{Bi}をGの極大対蹠部分群の分類結果とする。
このとき、{M ∩ Bi}はM の極大対蹠集合の分類結果の候補になる。各M ∩ Bi

がMの極大対蹠集合かどうか確認することにより、Mの極大対蹠集合の分類を得
る。Gの極大対蹠部分群の共役類とM の極大対蹠集合の合同類の対応等の詳細に
ついては [4]を参照。

8 極地の極大対蹠集合の分類
自然数 1 ≤ k ≤ n − 1に対して、Cn内の k次元複素部分空間全体のなす複素

Grassmann多様体をGk(Cn)で表す。Gk(Cn)の元、すなわち Cn内の k次元複素
部分空間 V に対して V に関する鏡映変換 1V − 1V ⊥ ∈ U(n)を対応させることによ
り、Gk(Cn)をU(n)に埋め込むことができる。この埋め込みの像はU(n)の極地に
なることがわかる。U(n)の極地としてのGk(Cn)の実現とU(n)の極大対蹠部分群
の分類より次の定理を得る。
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定理 8.1. Gk(Cn)の極大対蹠集合は

Gk(Cn) ∩∆n = {⟨ei1 , . . . , eik⟩ | 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n}

に合同である。ただし、e1, . . . , enはCnの標準的ユニタリ基底であり、⟨ei1 , . . . , eik⟩
は ei1 , . . . , eik の張る部分空間である。

U(2m)の極地としてのGm(C2m)の実現から、U(2m)∗ = U(2m)/{±12m}の極地
としてのGm(C2m)∗ = Gm(C2m)/{±12m}の実現が定まる。

Gm(C2m) ↪→ U(2m)

↓ ↓
Gm(C2m)∗ ↪→ U(2m)∗

U(2m)∗の極地としてのGm(C2m)∗の実現とU(2m)∗の極大対蹠部分群の分類より
次の定理を得る。

定理 8.2 (Tanaka-T.[4]). 商空間Gm(C2m)∗の極大対蹠集合は次のいずれかにU(2m)∗

合同である。

π2m({d1 ⊗ · · · ⊗ ds ⊗ d0 ∈ PD(s, 2m) | ∃di (0 ≤ i ≤ s) Trdi = 0}
∪
√
−1ND(s, 2m)) (0 ≤ s ≤ k),

ただし、(s, 2m) = (k − 1, 2k)の場合は除外、m = 2のときは π4({d0 ∈ PD(0, 4) |
Trd0 = 0})も除外する。

9 半直積の極地の極大対蹠集合の分類
前節ではユニタリ群 U(n)またはその商群 U(n)/Zµの極地として実現されるコ
ンパクト対称空間の極大対蹠集合を分類した。この節では、これら連結コンパク
ト Lie群の極地として実現できないが、U(n)またはU(n)/Zµを単位連結成分に持
つ非連結コンパクト Lie群の極地として実現できる UI(n), UII(n)およびこれら
の商空間の極大対蹠集合を分類する。
U(n)の対合的自己同型写像 σI を

σI(g) = ḡ (g ∈ U(n))

によって定める。さらに、

UI(n) = {g ∈ U(n) | σI(g) = g−1} ∼= U(n)/O(n)
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によってUI(n)を定める。UI(n)はU(n)の計量から誘導される計量に関して対称
空間になる。UI(n)は連結コンパクトLie群の極地として実現できないことが知ら
れている。UI(n)は捩れた共役作用 ρσI

(g)x = gxσI(g)
−1 の軌道

UI(n) = ρσI
(U(n))1n

になることがわかる。これは共役軌道ではないので、極大対蹠部分群の共役類の分
類結果を利用しにくい。σI の生成する U(n)の自己同型群の部分群 ⟨σI⟩ = {1, σI}
とU(n)との半直積U(n)o ⟨σI⟩ においては、UI(n)を共役作用の軌道として実現
できることを後で示す。半直積とは積集合 U(n)× ⟨σI⟩に積演算

(g, σI)(h, x) = (gσI(h), σIx) (g, h ∈ G, σI , x ∈ ⟨σI⟩)

を定めたものである。U(n)o ⟨σI⟩は U(n)o ⟨σI⟩ = (U(n), 1) ∪ (U(n), σI)と二つ
の連結成分に分解される。U(n)o ⟨σI⟩の単位元を ê = (1n, 1)で表す。

(x, σI)
2 = (x, σI)(x, σI) = (xσI(x), 1)

となり、
(x, σI) ∈ F (sê, U(n)o ⟨σI⟩) ⇔ σI(x) = x−1

が成り立つ。したがって、

F (sê, U(n)o ⟨σI⟩) =
∪

0≤r≤n

(Gr(Cn), 1) ∪ (UI(n), σI)

となり、UI(n)は半直積U(n)o ⟨σI⟩の単位連結成分ではない方の連結成分に極地
として実現できる。

(g, 1)(x, σI)(g, 1)
−1 = (gx, σI)(g

−1, 1) = (gxσI(g
−1), σI) = (ρσI

(g)x, σI)

となることから、σIによる半直積における共役作用には σIによる捩れた共役作用
が現れる。

定理 9.1 ([6]). U(n)o ⟨σI⟩の極大対蹠部分群は∆n o ⟨σI⟩に共役になる。

この定理より次の定理を得る。

定理 9.2 ([6]). UI(n)の極大対蹠集合は∆nに合同になる。

ここで、コンパクトLie群の単位連結成分以外の連結成分の元の標準形に関する
結果について述べておく。Gをコンパクト Lie群とし、その単位連結成分をG0で
表す。T0をG0の極大トーラスとすると、

G0 =
∪
g∈G0

gT0g
−1
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が成り立つ。これは連結コンパクト Lie群の基本事項である。Gの元 τ に対して
Iτ (g) = τgτ−1によりGの自己同型写像 Iτ を定める。Iτ はG0を不変にするので、
F (τ,G0)を考えることができる。Tτ を F (τ,G0)の極大トーラスとする。τ を含む
Gの連結成分はG0τ になり、

G0τ =
∪
g∈G0

g(Tττ)g
−1

が成り立つことが、Hermann作用の性質を応用することにより得られる。この標
準形を使うことにより、Gの各連結成分における極地を求めることが可能になる。
上記の非連結コンパクト Lie群の元の標準形の議論を 2次直交群O(2)に適用する
と次の表示を得る。もっとも、この表示は行列の計算からも得られる。

O(2) = SO(2) ∪
∪

g∈SO(2)

g

[
1

−1

]
g−1.

幾何学的には、O(2)は回転と線対称変換からなっていることを上の記述は表して
いる。
非連結コンパクト Lie群の極地に関する詳細は [5]を参照。
UI(n)の商空間の極大対蹠集合の分類について考える。そのために、まずU(n)o

⟨σI⟩の商群の極大対蹠部分群を分類する。µを自然数とし、πn : U(n) o ⟨σI⟩ →
U(n)o ⟨σI⟩/Zµを自然な射影とする。θを 1の原始 2µ乗根とする。

定理 9.3 ([6]). U(n)o ⟨σI⟩/Zµの極大対蹠部分群は次のいずれかに共役になる。

(1) µが奇数のとき、πn(∆n o ⟨σI⟩).

(2) µが偶数のとき、πn({1, θ}D(s, n) o ⟨σI⟩) (0 ≤ s ≤ k). ただし、(s, n) =

(k − 1, 2k)の場合は除外する。

(UI(n), σI) ⊂ U(n)o ⟨σI⟩より (UI(n)/Zµ, σI) ⊂ U(n)o ⟨σI⟩/Zµ が定まり、こ
れはU(n)o ⟨σI⟩/Zµの極地になる。他方、これは連結コンパクトLie群の極地とし
ては実現できない。U(n)o ⟨σI⟩/Zµの極大対蹠部分群の分類を利用して次を得る。

定理 9.4 ([6]). UI(n)/Zµの極大対蹠集合は次のいずれかに合同になる。

(1) µが奇数の場合、πn(∆n).

(2) µが偶数の場合、πn({1, θ}PD(s, n)). ただし、0 ≤ s ≤ kであり、(s, n) =

(k − 1, 2k)の場合を除く。

Jn = J1⊗ 1n ∈ SO(2n)によって Jnを定め、U(2n)の対合的自己同型写像 σIIを

σII(g) = JnḡJ
−1
n (g ∈ U(2n))
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によって定める。さらに、

UII(n) = {g ∈ U(2n) | σII(g) = g−1} ∼= U(2n)/Sp(n)

によってUII(n)を定める。UII(n)はU(2n)の計量から誘導される計量に関して
対称空間になる。UII(n)は連結コンパクト Lie 群の極地として実現できないこと
が知られている。UII(n)は捩れた共役作用 ρσII

(g)x = gxσII(g)
−1の軌道

UII(n) = ρσII
(U(2n))12n

になることがわかる。これはUI(n)の場合と同様に共役軌道ではないので、極大対
蹠部分群の共役類の分類結果を利用しにくい。⟨σII⟩とU(2n)の半直積U(2n)o⟨σII⟩
においては、UII(n)を共役作用の軌道として実現できることがわかる。U(2n)o
⟨σII⟩はU(2n)o ⟨σII⟩ = (U(2n), 1)∪ (U(2n), σII)と二つの連結成分に分解される。
U(2n)o ⟨σII⟩の単位元を êで表すと、U(n)o ⟨σI⟩の場合と同様に

F (sê, U(2n)o ⟨σII⟩) =
∪

0≤r≤2n

(Gr(C2n), 1) ∪ (UII(n), σII)

となり、UII(n)は半直積 U(2n) o ⟨σII⟩の単位連結成分ではない方の連結成分に
極地として実現できる。σI の場合と同様に σII の場合も、半直積における共役作
用には捩れた共役作用が現れる。

定理 9.5 ([6]). U(2n)o ⟨σII⟩の極大対蹠部分群は (∆2n, 1)または (12⊗∆n)o ⟨σII⟩
に共役になる。

定理 9.6 ([6]). UII(n)の極大対蹠集合は 12 ⊗∆nに合同になる。

U(2n)o ⟨σII⟩の商群の極大対蹠部分群の分類結果を記述するために、次の記号
を定めておく。

E(n) =

{[
0 d1
d2 0

]∣∣∣∣∣ d1, d2 ∈ ∆n

}
⊂ O(2n).

定理 9.7 ([6]). n = 2k · lとし、θを 1の原始 2µ乗根とする。このとき、(U(2n)o
⟨σII⟩)/Zµの極大対蹠部分群は次のいずれかに共役になる。

(1) µが奇数の場合

π2n(∆2n, 1), π2n((12 ⊗∆n)o ⟨σII⟩).

(2) µが偶数の場合

π2n(({1, θ}∆2n, 1) ∪ ({1, θ}E(n), σII)),

π2n({1, θ}D(s+ 1, 2n)o ⟨σII⟩) (0 ≤ s ≤ k).

ただし、(s, n) = (k − 1, 2k)の場合を除く。
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定理 9.8 ([6]). UII(n)/Zµの極大対蹠集合は次のいずれかに合同になる。

(1) µが奇数の場合、π2n(12 ⊗∆n).

(2) µが偶数の場合、

π2n({1, θ}(12 ⊗ PD(s, n) ∪ {I1, J1, K1} ⊗ND(s, n)))

ただし、0 ≤ s ≤ kであり、(s, n) = (k − 1, 2k)の場合を除く。

コンパクト対称空間をコンパクト Lie群に極地として埋め込む方法で研究を進
め、多くのコンパクト対称空間の極大対蹠集合の分類が完了している。これらに
ついては一部は [4]で発表し、残りは [6]で発表する予定である。
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