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Introduction

背景:　対称空間内の良い性質を持つ等質部分多様体の分類問題
等質超曲面 (余等質性 1作用): Hsiang-Lowson,,

全測地的な等質部分多様体,

polar作用, hyperpolar作用, など

今日の話:

非コンパクト型エルミート対称空間内の等質ラグランジュ部分多様体
の例の構成, 分類問題.
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Introduction

定義

(M,ω): シンプレクティック多様体,
L:M の部分多様体がラグランジュ部分多様体 :⇐⇒
dimL = 1

2
dimM , かつ ω|L = 0.

非コンパクト型エルミート対称空間M のラグランジュ部分多様体
が等質 :⇐⇒
LはAut(M, g, J)の連結リー部分群作用H の軌道として得られる.

エルミート対称空間内の等質ラグランジュ部分多様体の分類に関して,
次が知られている.

M = CPn, H: simpleな場合の分類 [Bedulli-Gori, 2008]

M = Qn(C)の場合の分類 [Ma-Ohnita, 2009]

M = CHn, H ⊂ Sの場合 [H.-Kajigaya, 2017]
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Introduction

本講演の内容:

非コンパクト型エルミート対称空間M の可解モデル Sの部分群作用
から得られるラグランジュ部分多様体に関して, これまでに得られて
いる (下記の)結果を紹介する.

参考
梶ヶ谷徹氏との共同研究:
class of non-compact homogeneous Lagrangian submanifolds in
complex hyperbolic spaces, 2017.

Construction of noncompact Lagrangian orbits in some Hermitian
symmetric spaces of noncompact type, 2019.

J.C.Dize-Ramoz氏, M.Dominguez-Vazquez氏との共同研究:
Homogeneous Lagrangian foliations on complex space forms,
arXiv:2010.11877.

栗原大武氏との共同研究: Construction of homogeneous
Lagrangian submanifolds via rooted trees(仮), in preparation.
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2.非コンパクト型エルミート対称空間の可解モデル
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M の幾何構造

M = G/K: 非コンパクト型エルミート対称空間とする.
M はG/Kに適当なG不変な幾何が構造を入れた空間として実現できる.

g, k: G, K のリー代数,

g = k ⊕ p: Cartan分解, θ: 対応する Cartan対合とする.

ToM ∼= p, p上のAd(K)-不変な幾何構造を次で定める:

内積: ⟨X,Y ⟩ := −kB(θX, Y ) (k > 0)

複素構造: Jo := ad(ζ)|p for some ζ ∈ c(k)

シンプレクティック形式: ωo(X,Y ) := ⟨Jo(X), Y ⟩

p上のAd(K)-不変な幾何構造からG/K 上のG-不変な幾何構造
⟨, ⟩, J, ωが定まる.

M ∼= (G/K, ⟨, ⟩, J, ω)
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M の可解モデル

M = (G/K, g, J, ω)はGの岩澤分解の可解部分 Sに適当な左不変な幾
何構造を入れた空間 (可解モデル)として実現できる.

a ⊂ p: p内の極大可換部分空間をとり, 固定する.

g = g0 ⊕λ∈Σ gλ: (制限)ルート空間分解,
ただし, gλ := {X ∈ g : ad(H)X = λ(H)X, ∀H ∈ a}, λ ∈ a∗.

n := ⊕λ∈Σ+
gλとするとき,

g = k ⊕ a ⊕ n: 岩澤分解
s := a ⊕ n: 岩澤分解の可解部分, 対応する連結リー群を Sとする.

Sは自然な左作用によりM = G/K に単純推移的に作用する.
特に Φ : S → M : g 7→ [g] = g.o: 微分同相写像

(dΦ)e : s → ToM ∼= p : X 7→ Xp = 1
2
(X − θX): 線形同型

この (dΦ)eにより, s上に幾何構造を入れる.
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M の可解モデル

M = (G/K, g, J, ω)はGの岩澤分解の可解部分 Sに適当な左不変な幾
何構造を入れた空間 (可解モデル)として実現できる.

(dΦ)e : s → ToM ∼= p : X 7→ Xp = 1
2
(X − θX): 線形同型

内
積:⟨X,Y ⟩s := ⟨(dΦ)e(X), (dΦ)e(Y )⟩ = k⟨Xa, Ya⟩ + k

2
⟨Xn, Yn⟩

複素構造: Js := (dΦ)−1
e ◦ Jo ◦ (dΦ)e,

ωs(·, ·) := ⟨Js·, ·⟩,
これらを拡張し S上に左不変な幾何構造 (⟨, ⟩S, JS, ωS)を定める.

M ∼= (S, ⟨, ⟩S, JS, ωS)

この (S, ⟨, ⟩S, JS, ωS)をM の可解モデルと呼ぶ.
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可解モデルの例: M = CHnの場合

CHn = SU(1, n)/S(U(1) × U(n)) =: G/K,

g := su(1, n), k := s(u(1) ⊕ u(n)): G, K のリー代数,

su(1, n) =

{[
w ξ
tξ W

]
| w ∈ u(1),W ∈ u(n), ξ ∈ Cn

}
k =

{
X =

[
w

W

]
| w ∈ u(1),W ∈ u(n)

}
su(1, n) = s(u(1) × u(n))) ⊕ p: Cartan分解, ただし

p =

{[
ξ

tξ

]
| ξ ∈ Cn

}
.

θ(X) = −tX: Cartan対合

p 上の幾何構造を先の方法で定める.
ちなみに Jo = ad(ζ)|p, ただし

ζ =

√
−1

n+ 1

[
−n

En

]
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可解モデルの例: M = CHnの場合

a = spanR{E1,2 + E2,1} ⊂ p: p内の極大可換部分空間をとり, 固
定する.

g = g−2α ⊕ g−α ⊕ g0 ⊕ gα ⊕ g2α: 制限ルート空間分解,

dimRa = dimRg2α = 1, dimRgα = 2n− 2となる.

n = gα ⊕ g2α, N は (2n− 1)次元ハイゼンベルグリー群.

s := a ⊕ gα ⊕ g2α: 岩澤分解の可解部分,

(dΦ)eにより, s上に幾何構造を入れる.
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可解モデルの例: M = CHnの場合

以下を満たす s = a ⊕ gα ⊕ g2αの基底

a := spanR{A}, g2α := spanR{Z},
gα := spanR{X1 . . . , Xn−1, Y1, . . . , Yn−1}.

がとれる:

ブラケット積:

[A,Xi] =
1

2
Xi, [A, Yi] =

1

2
Yi, [A,Z] = Z, [Xi, Yj] = δijZ.

⟨, ⟩sに関して正規直交基底,

複素構造 Js: JsA = Z, JsXi = Yi.
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可解モデルの例: M = SP(n,R)/U(n)の場合
dimM = n2 + n, rankM = n.

G := SP(n,R),K := U(n),

g, k: G, K のリー代数とする.

g =

{(
X1 X2

X3 −tX1

)
| X1 ∈ Mn(R), X2, X3 ∈ Symn(R)

}
,

k = u(n) =

{(
A −B
B A

)
| A ∈ Altn(R), B ∈ Symn(R)

}
,

g = k ⊕ p: Cartan分解, ただし

p :=

{(
X Y
Y −X

)
| X,Y ∈ Symn(R)

}
.

p上の幾何構造を定める. ちなみに Jo = ad(ζ)|p, ただし

ζ =
1

2

[
0 −En

En 0

]
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可解モデルの例: M = SP(n,R)/U(n)の場合

a = span{Hi := Ei,i − Ei+n,i+n|i = 1, . . . n} ⊂ pをとり, 固定
する.

M の制限ルート系はCn型:

εi ∈ a∗: a → R :
∑
ajHj 7→ aiとすると,

Σ = {±(εi ± εj)|1 ≤ i < j ≤ n} ∪ {±2εi|1 ≤ i ≤ n},
Σ+ = {εi ± εj|1 ≤ i < j ≤ n} ∪ {2εi|1 ≤ i ≤ n}.

s = a ⊕

⊕
i<j

gεi−εj

⊕

⊕
i<j

gεi+εj

⊕
(⊕

i

g2εi

)
.

dimgεi−εj = dimgεi+εj = dimg2εi = 1

Js(Hi) ∈ g2εi, Js(gεi−εj) = gεi+εj
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可解モデルの例: M = SP(n,R)/U(n)の場合
以下を満たす

s = a ⊕

⊕
i<j

gεi−εj

⊕

⊕
i<j

gεi+εj

⊕
(⊕

i

g2εi

)
の基底

a := spanR{A1, . . . , An}, g2εi := spanR{Zi},
gεi−εj := spanR{Xij}, gεi+εj := spanR{Yij}.

が存在する:
ブラケット積:

[Ak,Xij] = δkiXij − δkjXij, [Ak, Yij] = δkiYij + δkjYij,

[Ai, Zi] = 2Zi, [Xij, Xjk] =
√
2Xik,

[Xij, Yjk] =
√
2Yik, [Xij, Ykj] =

{√
2Yik (i < k)√
2Yki (k < i)

[Xij, Yij] = 2Zi, [Xij, Zj] = 2Yij.

⟨, ⟩sに関して正規直交基底,
複素構造: JsAi = Zi, JsXij = Yij.
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3. 複素双曲空間の可解モデルSの部分群作用から得られる
等質ラグランジュ部分多様体の分類
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CHn = SU(1, n)/S(U(1) × U(n)): 複素双曲空間,

(S, ⟨, ⟩, JS, ωS): M の可解モデルとする.

S′: Sの連結リー部分群作用で等質ラグランジュ部分多様体を許容す
る, とする. i.e. ∃p ∈ M s.t. S′.p: Lag. submfd.

(適当に共役をとることにより,)原点を通る軌道が等質ラグランジュ部
分多様体であると仮定して良い: S′.p ∼= (pS′p−1).p ∼= (pS′).o.

S′の分類は以下を満たす部分リー代数 l ⊂ sの分類問題に帰着される:
(1) diml = 1

2
dims,

(2) ⟨s, Js(s)⟩s = 0.

以下この lをラグランジュ部分代数と呼ぶ.
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s = a ⊕ gα ⊕ g2α = spanR{A,X1 . . . , Xn−1, Y1, . . . , Yn−1, Z},
a ⊕ g2α, gα: 複素部分空間であった.

命題 (H.-Kajigaya, 2017)

l1 ⊂ a ⊕ g2α, l2 ⊂ gα: ラグランジュ部分空間のとき, l := l1 ⊕ l2は s
のラグランジュ部分代数.
逆に, s′ ⊂ sのラグランジュ部分代数のとき, s′ = l1 ⊕ l2 とかける. た
だし l1 ⊂ a ⊕ g2α, l2 ⊂ gαはラグランジュ部分空間.

lθ := spanR{cos θA+ sin θZ} ⊕ {X1, . . . , Xn−1} (θ ∈ [0, π
2
])

とする.

命題 (H.-Kajigaya, 2017)

任意の l = l1 ⊕ l2: ラグランジュ部分代数に対して, ∃θ ∈ [0, π
2
] s.t.

l ∼= lθ.
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Lθ: lθ に対応する連結リー部分群とする.

Lθ.oの平均曲率ベクトルは H = n+1
2

sin θ(sin θA− cos θZ),

よって, θ ̸= θ′のとき, Lθ.oと Lθ′.oは等長的ではない.

定理 (H.-Kajigaya, 2017)

Sの連結部分リー群の作用として得られる等質ラグランジュ部分多様体の
合同類は θ ∈ [0, π

2
] でパラメトライズされる.

さらに等質ラグランジュ部分多様体を許与する Sの連結リー部分群作用
の軌道同値類を決定した:

定理 (H.-Kajigaya, 2017)

S′: Sの連結部分リー群で等質ラグランジュ部分多様体を許容するとす
る. このとき, S′ は L0 または Lπ

2
のいずれかに軌道同値である.さらに

L0-作用は等質ラグランジュ部分多様体の 1変数族を持つ.
L0.o(∼= RHn)は唯一の極小軌道.

Lπ
2
-作用はすべての軌道が等質ラグランジュ部分多様体であり, かつ

すべて合同である.
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定理 (H.-Kajigaya, 2017)

S′: Sの連結部分リー群で等質ラグランジュ部分多様体を許容するとす
る. このとき, S′ は L0 または Lπ

2
のいずれかに軌道同値である.さらに

L0-作用は等質ラグランジュ部分多様体の 1変数族を持つ.
L0.o(∼= RHn)は唯一の極小軌道.

Lπ
2
-作用はすべての軌道が等質ラグランジュ部分多様体であり, かつ

すべて合同である.
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定理 (J.C.Diaz Ramoz-M. Dominguez Vazquez-H. preprint)

H ⊂ G = SU(1, n), すべての軌道がラグランジュ部分多様体 (in CHn)
のとき, H ∼= Lπ

2
.

証明の方針: 既知の事実, および簡単な考察により次が分かる.

補題

もし複素双曲空間内のH-軌道が全て等質ラグランジュ部分多様体ならば,
H は可換群.

条件 (H:可換, H.o:Lag. submfd.等)から候補を絞る.

Lπ
2
以外は特異軌道を持つことを示す
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4. Sp(n,R)/U(n)の可解モデルSの部分群作用から得られる等質
ラグランジュ部分多様体
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[考察]:M = CHnの場合
s = a ⊕ gα ⊕ g2α = spanR{A,X1 . . . , Xn−1, Y1, . . . , Yn−1, Z},
l1 ⊂ a⊕ g2α, l2 ⊂ gαがラグランジュ部分空間ならば l = l1 ⊕ l2 は
ラグランジュ部分代数.

l ∼= lθ = spanR{cos θA+ sin θZ} ⊕ {X1, . . . , Xn−1}.
Lθ

∼= L0 or Lπ
2

一般の非コンパクト型エルミート対称空間の場合に同様の構成を考える:

M = Sp(n,R)/U(n)のとき,

s = (a ⊕
(⊕

i

g2εi

)
) ⊕ (

⊕
i<j

gεi−εj

⊕

⊕
i<j

gεi+εj

)

= span{A1, . . . , An, Z1, . . . , Zn} ⊕
⊕
i<j

span{Xij, Yij},

Js(Ai) = Zi, Js(Xij) = Yij

各 span{Ai, Zi}, span{Xij, Yij} は複素部分空間,
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Ti := cosφiAi + sinφiZi, Vij := cosψijXij + sinψijYji,

s′ := span{Ti|i = 1, . . . , n} ⊕ span{Vij|1 ≤ i < j ≤ n}とする.
このとき
dimRs

′ = 1
2
dimRs,

⟨Js(s′), s′⟩s = 0 だが,

一般に s′は sの部分リー代数ではない.

補題 (H.,2019)

[Tj, Vij] ∈ s′のとき次が成り立つ:

φj = π
2
ならば ψij = π

2
,

φj = 0 ならば ψij ∈ {0, π
2
},

φj ∈ (0, π
2
) ならば ψij ∈ {φj,

π
2
}
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命題 (H., 2019)

s′: ラグランジュ部分代数とする. このとき,
∃s′ := span{T i|i = 1, . . . , n} ⊕ span{V ij|1 ≤ i < j ≤ n}
ただし T i := Ai or Zi, V ij := Xij or Yji

s.t. s′は sの部分リー代数, sは s′と共役.

一般に s′も sの部分リー代数ではない.

ラグランジュ部分代数 s′ のグラフを用いた構成法を紹介する.
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(step 1)

任意の s′ = {Tk, Vij|k = 1, . . . , n, 1 ≤ i < j ≤ n}に対して, 以下の
手順に従って (n+ 1) 個のラベル (1, 2, . . . , n,∞)の付いた頂点からな
るグラフを構成する:

Ti = Zi のとき, 頂点 i を黒く, Ti = Ai のとき, 頂点 i を白く塗る.

Vij = Xij または j = ∞のとき, 頂点 i,j を辺で結ぶ.

(step 2)

以下の手順に従って step 1で構成したグラフから “increasingな葉が 2
色で塗り分けられた根つき木”を構成する:

任意の頂点 i < j < kに対して, 辺 (i, j), (j, k), (i, k) ∈ Eのとき,
辺 (i, k) を消す.
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Example

(A1, Z2, A3, A4, Y12, X13, X14, X23, X24, X34)

1

2 3

4

∞

∼=

1

2

3 4 ∞
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用語の確認:
以下の用語を使う:

グラフとはループと多重辺を持たない無向グラフ,

T = (V,E) が 木 :⇐⇒ T は連結, サイクルを持たない.

#V = nとする. T が ラベル付き木 :⇐⇒ 各頂点に 1からnまでの
ラベルがついている.

ラベル付き木 T が 根 (∞)を持つ :⇐⇒ 各頂点に 1から n と ∞ の
ラベルがついている.

任意の隣接 2頂点に対して, 根に近い方を親, 遠いほうを子という
頂点 x が 葉 :⇐⇒ x は子を持たない.

根つき木 T が increasing :⇐⇒ 任意の隣接 2頂点に対して, 根に近い
ほうがラベルが大きい.

T が 2-colored leaves :⇐⇒ 葉が白または黒で塗られ, 葉以外の頂点
は白で塗られたもの.

以下 increasing rooted tree with 2-colored leaves (2色葉を持つ増加ラ
ベル付き根付き木)を単に根付き木 (色付き)と呼ぶ.
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定理 (H.-Kurihara)

l′ ∈ {s′} がラグランジュ部分代数のとき, 上記の方法で得られるグラフ
は根付き木 (色付き)である. また根付き木 (色付き)から上記の構成法の
逆をたどるとラグランジュ部分代数が構成できる.
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例 (m = 3)

例

s′(m) = spanR{Z1, A2, A3, X12, X13, X23}: 〇.

例

s′(m) = spanR{Z1, A2, A3, X12, Y13, X23} : × .

∵ [X12, X23] = X13 /∈ s′(m)

例

s′(m) = spanR{A1, Z2, A3, X12, X13, X23}: × .

∵ [X12, Z2] = Y12 /∈ s′(m)

T. Hashinaga 2022/3/21 30 / 34



命題 (Kurihara)

ラグランジアン部分代数 l′ に対応する根付き木 (色付き)の数は

n−1∑
k=0

2k+1A(n, k) =

n−1∑
k=0

2k+1
k∑

j=0

(−1)j
(
n+ 1

j

)
(k + 1 − j)n

ただし, A(n, k) =
∑k

j=0(−1)j
(n+1

j

)
(k + 1 − j)m

Example

n 1 2 3 4 5 6 7 8 · · ·
#Tn 2 6 26 150 1082 9366 94586 1091670 . . .

(OEIS: A000629 Number of necklaces of partitions of n+ 1 labeled beads.)
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我々の設定において, グラフが同型ならば対応するリー代数も同型に
なる.

{(n+ 1)個の頂点からなる根つき木 (色つき)} の同型類 (頂点のラベ
ルの違いを無視したもの)の個数を調べると

n 1 2 3 4 5 6 7 8 · · ·
#Tn 2 6 26 150 1082 9366 94586 1091670 . . .
#[Tn] 2 5 13 37 108 332 1042 3360 . . .
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まとめ

M = CHnのとき
l1 ⊂ a ⊕ g2α, l2 ⊂ gα: ラグランジュ部分空間のとき, l := l1 ⊕ l2
は sのラグランジュ部分代数.

逆も成り立つ: s′ ⊂ sのラグランジュ部分代数のとき, s′ = l1 ⊕ l2.

L ⊂ S: L.o: Lag. submfd. はL0, またはLπ
2
に軌道同値.

一般の非コンパクト型エルミート対称空間に対して,

上記を参考にラグランジュ部分代数の部分的な構成法を高階の場合に
考察,

M = Sp(n,R)/U(n)の場合, グラフを用いた {s′} の中のラグラン
ジュ部分代数の構成法を与えた.
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ご清聴ありがとうございました
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