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概 要

8次特殊直交群の普遍被覆群Spin(8)には triality automorphism
と呼ばれる位数 3の外部自己同型写像 σ が存在する． この σから
σ 作用と呼ばれる Spin(8) の Spin(8) 自身への作用が定まる．こ
の作用は余等質性 (=最大次元軌道の余次元) 2 の超極作用である．
この作用の軌道空間と個々の軌道の性質について報告する．
この研究は間下克哉氏（法政大学）との共同研究に基づく．

Spin(8)で SO(8)の普遍被覆群を表す．Spin(8)は SO(8)の二重被覆
で 28次元である．Spin(8)をスピノール群という．Spin(8)には triality

automorphismと呼ばれる位数 3の外部自己同型写像が存在する．σは八
元数Oを用いて構成される．ここでは σの具体的な構成法については省
略する (たとえば，[16]を参照)．
一般に compact連結 Lie群GとG上の自己同型写像 σに対し，σ作用
と呼ばれるGのG自身への作用が定義される（定義は次節）．σ作用の
軌道の幾何学を調べたい．たとえば，軌道空間がどのようになるか，ど
の軌道が極小軌道/austere軌道/弱鏡映軌道になるかなどである．

1 σ作用
この節ではGで compact連結Lie群，σでGの自己同型写像を表す．G

上に両側不変Riemann計量 ⟨ , ⟩を入れておく．

部分多様体幾何とリー群作用 2022記録集 (2023/3/27-28)
e-mail: ikawa@kit.ac.jp
本研究は科研費 (課題番号:22K03285)の助成を受けたものである．
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1.1 σ作用とCartan埋め込み

G上の自己同型写像 σに対し，GのG自身への作用を

G ↷ G; g · x = gxσ(g−1) (x, g ∈ G)

と定め，σ作用という．
σ = 1の場合には，σ作用は随伴作用に他ならない．随伴作用の軌道の
幾何学は極大トーラス理論を用いて多くの幾何学者により研究されてい
る．A ⊂ GでGの極大トーラスを表すと，

G =
∪
g∈G

gAg−1 (1)

が成り立つ．これにより随伴作用の任意の軌道はAと交わる．よって随
伴作用の軌道を調べるためには軌道の始点をAの点と仮定して一般性を
失わない．この場合には軌道空間の形やどの軌道が全測地的/austere/極
小軌道になるかがわかっている．軌道空間の形や各軌道の性質を調べる
ために，Gの Lie環 gのAの Lie環 aに関するルート系が使える．
σ = 1とは限らない一般の場合に話を戻す．F (σ,G) = GσでG内での

σの固定部分群を表す：

F (σ,G) := {x ∈ G | σ(x) = x} =: Gσ

F (σ,G)0で F (σ,G)の単位連結成分を表し，F (σ,G)0の極大トーラス A

をとる．このとき，
G =

∪
g∈G

gAσ(g−1). (2)

が成り立つ ([7, (1.2)])．関係式 (2)は (1)の拡張である．(2)より，σ 作用
の軌道を調べるためには軌道の始点をAの点と仮定して一般性を失わな
い．さらに σ作用の各軌道はAと直交して交わる．この性質を σ-作用の
超極性という．
σ作用の軌道は以下で定義するCartan埋め込みの像と深く関係する．
写像G → G; g 7→ gσ(g−1) は埋め込みG → G/Gσ; g 7→ gσ(g−1) を誘導
する．この埋め込みを σの誘導する Cartan埋め込みという．明らかに，
σ作用の単位元 eの軌道 {gσ(g−1) | g ∈ G} は Cartan埋め込みの像に一
致する．
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1.2 σ作用の軌道

a ∈ Gの定める内部自己同型写像を τaで表す：τa(x) = axa−1．G上の
自己同型写像 σaを σa = τa ◦ σと定義すると，σ = σe．一般に σと σaは
位数すら異なる．Oa

xで σa作用の点 xを通る軌道を表すと，Oe
xは σ作用

の点 xを通る軌道になる．このとき，

Oa
x = {gxσa(g

−1) | g ∈ G} = {g(xa)σ(g−1) | g ∈ G}a−1 = Oe
xaa

−1

Gには両側不変 Riemann計量を入れているので，Oa
xとOe

xaは合同であ
る．これをOe

xa
∼= Oa

xと表す．特に，x = eとおくとOe
a
∼= Oa

e．右辺は自
己同型写像 σaの定める Cartan埋め込みの像に一致する．よって，合同
なものを同一視することにして，次が得られる：

{σ作用の xを通る軌道 | σ :自己同型写像, x ∈ G}
= {σ作用の xを通る軌道 | σ :自己同型写像, x ∈ A ⊂ F (σ,G)0}
= {σの定めるCartan埋め込みの像 | σ :自己同型写像 }

上の第二の等号は (2)から従う．これらの表示にはいくつもの重複があ
る．さらに，Gが単連結かつ単純のときには，任意の自己同型写像 σ′に
対して，a ∈ GとGのDynkin図形の合同変換の誘導する自己同型写像 σ

が存在して，σ′ = τa ◦ σとなるから，

{σ作用の xを通る軌道 | σ :自己同型写像, x ∈ G}

=

{
σ作用の xを通る軌道

∣∣∣∣∣ σ : Dynkin図形の合同変換,

x ∈ A ⊂ F (σ,G)0

}
(3)

が得られる．ただし，Dynkin図形の合同変換 σの誘導する自己同型写像
も同じ記号 σで表した．右辺の表示にも重複があり，xはAの元全部を
動かす必要はない．

1.3 σ作用とHermann作用

この節では，Hermann作用の定義と超極性と呼ばれる性質について述
べたのち，σ作用がHermann作用の一種であることを示す．
一般にHermann作用は compact連結Lie群U上の二つの対合θ1, θ2から
次のようにして定義される．θiの固定部分群をF (θi, U)と表す．F (θ2, U)
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の compact対称空間U/F (θ1, U)への自然な等長作用をHermann作用と
いう．
θ1 = θ2の場合には，Hermann作用は compact対称空間へのイソトロ
ピー群の作用に他ならない．compact対称空間へのイソトロピー群の作
用に関する軌道の幾何学については制限ルート系の理論を用いて，多く
の幾何学者により研究されている．
Hermann[4]は，この作用が以下で述べる超極性という良い性質をもつ
ことを示した．一般にRiemann多様体への compact Lie群Kの等長作用
が超極であるとは，連結平坦閉部分多様体Aが存在して各K軌道がAと
直交して交わる場合をいう．
σ作用はHermann作用であることを説明しよう．U = G×G上の二つ
の対合 θ1, θ2を次で定める：

θ1(g, h) = (σ−1(h), σ(g)), θ2(g, h) = (h, g)

このとき，θ1, θ2の固定部分群は

F (θ1, U) = {(g, σ(g)) | g ∈ G} ∼= G,

F (θ2, U) = ∆U = {(g, g) | g ∈ G} ∼= G

よって，(U, θ1, θ2)の定めるHermann作用は

F (θ1, U) ↷ U/∆U ; (g, σ(g)) · (a, b)∆U = (ga, σ(g)b)∆U

ここで，U/∆U とGを (a, b)∆U ↔ ab−1 により同一視し，F (θ1, U)とG

とを (g, σ(g)) ↔ gにより同一視し，GをG自身へ作用させると g · x =

gxσ(g−1)が得られる．これは σ-作用に他ならない．
σ-作用をHermann作用と見るとき，

θ1θ2(g, h) = (σ−1(g), σ(h)), θ2θ1(g, h) = (σ(g), σ−1(h))

だから，条件 θ1θ2 = θ2θ1 ⇔ σ2 = 1．今回は σの位数が 3の場合を扱うの
で，θ1θ2 ̸= θ2θ1である．
本研究は条件 θ1θ2 = θ2θ1を仮定しないHermann 作用の研究の発展に

貢献できると期待される．

1.4 σ作用とHermann作用に関連する先行研究

この節では関連する先行研究について述べる．Hermann作用の軌道の
軌道の幾何学の研究は [2]から始められた．
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まず σ作用以外のHermann作用について述べる．θ1θ2 = θ2θ1を満たす
Hermann作用の軌道については [6]で研究された．θ1θ2 ̸= θ2θ1を満たす
Hermann作用の軌道については大野晋司氏による最近の研究 [13]がある．
σ2 = 1を満たす σ作用の軌道については，[7]で研究された．そこで，

σの位数が 3以上のときの σ作用の軌道の幾何学が知りたい．Gが単連結
で単純のとき，(3)より，σはDynkin図形の合同変換の誘導する自己同
型写像としてよい．これは，G = Spin(8)で σが triality automorphism

の場合に限られる．
このようにして始めの問題に到達した．
参考までに研究対象をもう少し広げて∗，compact対称空間への超局作
用の軌道の幾何学を考えてみる．Kollross[9]は compact既約対称空間へ
の超極作用はHermann作用か余等質性 1作用に限られることを示した．
compact既約対称空間へのHermann作用ではない余等質性1作用の研究
に関してはL. Verhôczi[15]や榎吉 [1]による次の研究がある．L. Verhôczi[15]
はHermann作用ではない余等質性 1作用SU(3) ↷ G2/SO(4)とSU(3)×
SU(3) ↷ G2 の主軌道の主曲率を調べた．榎吉 [1]は次を示した．Oで八
元数体を表す．例外 Lie群G2は自然に SO(ImO) = SO(7)の部分群にな
る．G2の ImOへの作用は，ImOの向き付けられた 3次元部分空間全体
のなすGrassman多様体 G̃r3(ImO) = SO(7)/(SO(3)× SO(4)) を誘導す
る．この作用は余等質性 1の作用であり，軌道全体はあるパラメーター
Φ (−1 ≤ Φ ≤ 1)を用いて，{M(Φ) | −1 ≤ Φ ≤ 1}と表される．主軌道
は−1 < Φ < 1に対応する．[1]では主軌道M(Φ)の主曲率を調べた．応
用としてM(0)が 主軌道中で唯一の austere軌道であり，弱鏡映軌道 (定
義は § 2) になることを示した．

2 部分多様体論の復習
この節では，後で用いるRiemann部分多様体の用語について簡単に復
習する．
M̃をRiemann多様体，M ⊂ M̃をRiemann部分多様体とし，M̃,Mの

Riemann計量をともに ⟨ , ⟩と表す．M̃とMのLevi-Civita接続をそれぞ
れ ∇̃と∇で表す．M ⊂ M̃ の第二基本形式を hは，

∇̃XY = ∇XY + h(X,Y ) (X,Y ∈ X(M))

∗講演中に田丸博士氏から質問があったため．
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で定められる．法ベクトル ξに対して

⟨Aξ(X), Y ⟩ = ⟨h(X,Y ), ξ⟩ (X,Y ∈ Tx(M))

で定められる対称線形写像 Aξ : TxM → TxM を形作用素といい，Aξの
固有値 {λξ

1, · · · , λξ
n}を ξに関する M の主曲率という．

n = dimM とおく．{ei}1≤i≤nで Tx(M)の正規直交基底を表すとき

m =
1

n

n∑
i=1

h(ei, ei)

で定められる法ベクトルmを，M の平均曲率ベクトルという．
h = 0のとき M は M̃ の全測地的部分多様体であり，m = 0のとき M

は M̃ の極小部分多様体である．任意の法ベクトル ξについて，主曲率
{λξ

1, · · · , λξ
n}が重複度も含めて−1倍に関して不変になるとき，M ⊂ M̃

を austere部分多様体という ([3, Harvey-Lawson(1982)])．定義から，全
測地的部分多様体は austere 部分多様体であり，austere 部分多様体は極
小部分多様体である．また，M ⊂ M̃ が弱鏡映部分多様体である ([5, I-酒
井-田崎 (2001)])とは，任意の x ∈ Mと ξ ∈ T⊥

x Mに対し，M̃の等長変換
σξが存在して，

σξ(x) = x, (dσξ)x(ξ) = −ξ, σξ(M) = M

となることをいう．このとき，(dφξ)
−1
x Aξ(dφξ)x = −Aξ が成り立つ．こ

れより，弱鏡映部分多様体は austere 部分多様体であることがわかる．
M ⊂ M̃ が外的Riemann等質空間の場合には，austere条件はM の 1点
で確かめればよい．
Leugは鏡映部分多様体の概念を定義し，compact対称空間内の鏡映部
分多様体を分類した．ここで，M ⊂ M̃が鏡映部分多様体であるとは，M̃

の等長変換 σが存在して，M上で σは恒等写像であり，任意の x ∈ Mに
対し，法空間Nx(M)上で (dσ)x = −1となる場合をいう．鏡映部分多様
体は全測地的部分多様体である．また，鏡映部分多様体は弱鏡映部分多
様体である．

3 主結果

3.1 triality automorphismの場合の σ作用の軌道

G = Spin(8)の triality automorphismを σとする．F (σ,G) = G2とな
るので，この σによる σ-作用は余等質性 (=最大次元軌道の余次元)2の超
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極作用になる．A ⊂ F (σ,G)を極大トーラスとし，Aの Lie環を aで表す
と，A = exp a．H ∈ aに対し，exp 2H ∈ Aを通る σ作用の軌道をOHと
表すと，写像 a →軌道空間;H 7→ OH は全射になる．よって，この写像
の定義域 aをある部分集合に制限すれば，上の写像は全単射になる．よっ
て，軌道空間は Euclid平面 aのある部分集合と同一視できる．
我々は，軌道空間が 90◦, 30◦, 60◦の直角三角形△OABの周及び内部で
あることを示した：

定理 1. 右図は triality automor-

phism σによる σ作用の軌道空間を
表す．•は弱鏡映軌道．⋆は austere

ではない極小軌道．極小軌道はこの
7つに限られる．

O• A•
⋆

⋆

⋆ ⋆

B⋆

△OABの内部は正則軌道 (=最大次元の軌道)に対応し，周は特異軌道
に対応する．△OABを内部，3辺，3頂点に層分解したとき，各層内の
2つの軌道の軌道型は同じになる．△OABの各点に対応する軌道の平均
曲率，形作用素の固有値も調べられた．辺上の極小軌道に対応する点は
辺の中点ではない．内点の極小軌道に対応する点は△OABの重心ではな
い．全測地的軌道は存在しない．
△OABの点Hに対し，codim(OH)は次で与えられる：

H O A B OA上 OB上 AB上 内点
codim(OH) 14 6 8 4 4 4 2

△OABがどのように定まるかについて簡単に触れておく．G = Spin(8),

F (σ,G) = G2の Lie環をそれぞれ g, kと表すと，a ⊂ kは aの極大可換部
分環だから，kの aに関するルート系 Σが定まる．直線OA,OBは Σか
ら定まる．直交直和分解 g = k⊕mにおいて，[a,m] ⊂ mだから，mの a

に関する 0と異なるウエイトの全体W が定まる．直線ABはW から定
まる．

3.2 σ作用の極小軌道と極小Cartan埋め込み

σ作用の軌道と合同なCartan 埋め込みを定める自己同型の位数を調べ
ることは興味ある問題である．
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有限位数の自己同型から定まる Cartan 埋め込みについては，位数が 4

以下の場合について像が極小部分多様体になるものの分類，一般の有限
位数自己同型について像が間下 [11]によって行われた．
ここでは，前節で述べた triality automorphism σに対し，σ作用の軌
道OH が極小のとき，OH と合同なCartan埋め込みの像を定める自己同
型写像の位数が有限かどうかを調べ，次の結果を得た．

定理 2. G = Spin(8)の triality automorphismを σとする．σ作用の軌
道 OH (H ∈ △OAB)を極小であるとする．OH と合同な Cartan埋め込
みを定める自己同型写像 σ′が有限位数になるための必要十分条件はHが
△OABの頂点O,A,B になることである．

上記定理中の σ′の位数は下の表 1のようになる．

表 1: 極小軌道と合同なCartan埋め込みを定める自己同型の位数

O A B その他 (辺，内点)

3 6 3 ∞

証明の方針について述べる．まず，H = O,A,Bのとき，σ′が有限位
数になることの証明はやさしいので省略する．逆については対偶「H ̸=
O,A,B ⇒ σ′は無限位数」を示す．
Hが辺OA,OB,AB上にある場合と，△OABの内点にある場合とで場
合分けする．Hが辺OA,OB,AB上の点でOH が極小軌道のとき，σ′が
無限位数であることを示すには，円分多項式を用いた．Hが△OABの内
点で，OHが極小軌道である場合に，σ′が無限位数であることを示すのに
はフリーソフトウェアRisa/Airを用いてGröbner基底の計算をした．H

が辺OA,OB,AB上の点でOH が極小軌道のときにもう少し詳しく証明
の方針を述べる．たとえばHが辺OA上にあるとき，H = tA (0 < t < 1)

と表示する．極小条件は x = cos πt
6
に関する 6次の奇数次の項のない代

数方程式
96x6 − 144x4 + 54x2 − 1 = 0 (4)

と同値になる．一方，σ′が有限位数になるための必要十分条件は，tが有
理数になることであることが示される．よって，主張は次の問題を解く
ことに帰着される：
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問題 x = cos πt
6
が (4)を満たすとき (⇔軌道が極小)，tは有理数 (⇔ σ′:

有限位数)であることを示せ．

円分多項式を用いると次がわかる．x = cos(2qπ/p) (p, q: 互いに素)が
代数方程式

x6 + Ax4 +Bx2 + C = 0

を満たせば，A,B,Cはある関係式を満たさねばならない．極小条件の方
程式は，この関係式を満たさない．よって σ′は無限位数．Hが線分OA

上にあるときや線分AB上にあるときも同様の問題に帰着される．Hが
△OABの内点にあるときは，二変数の代数方程式が出てくるので，問題
はより難しくなり，Risa/Airを用いる必要があった．

3.3 Austere Cartan埋め込み

Gを compact連結単純 Lie群とする．木村-間下 ([8])は G「有限位数
の」自己同型写像 σから構成されるCartan埋め込みで像が austereとな
るものを分類した．次の定理から，有限位数の仮定は不要であることが
わかる．

定理 3. Gを compact連結単純Lie群とする．Gの自己同型写像 σの誘導
するCartan埋め込みの像が「austere」ならば，σは有限位数である．

上の定理中の「austere」を「極小」に置き換えた主張は成り立たない．
結果的に上記の定理における σ の位数は 2, 3, 4または 6となる．Mun-

zner(1980)は球面内の等径超曲面の異なる主曲率の個数は 1, 2, 3, 4, 6であ
ることを示した．これらは深いところで関係しているのだろうか？

以下は通常の参考文献に本文中での役割をメモ書きしたものである．
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