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概 要
J.ミルナー（1959年）と R.ローゼン（1960年）は，レーブの球面定理が非退
化性を仮定せずとも成り立つことを独立に証明した。講演者は，薄滑解析の立
場から滑らかな関数の臨界点の概念をリプシッツ関数へ拡張し，上述のレーブ・
ミルナ ー・ローゼンの球面定理をリプシッツ関数へ一般化した。本講演ではそ
の一般化された球面定理についてお話したい。

1 研究の背景
1.1 レーブの球面定理（オリジナル版）
　 1952年に G.レーブは次の球面定理を証明した。

定理 1.1（レーブ，[17]）m次元閉 C∞ 多様体M 上に滑らかな関数で非退化な臨界点を
ちょうど 2つ持つものが存在すれば，その多様体はm次元標準球面 Sm に同相である。

　 J.ミルナー（1959年）と R.ローゼン（1960年）は，定理 1.1が臨界点の非退化性を
仮定せずとも成り立つことを独立に証明した。その主張を述べる前に，非退化性を仮定
しないことが我々にどのような障害をもたらすのかを定理 1.1の証明を復習することに
よって確認したい：定理 1.1の証明において，次のモース命題と基本定理が適用された：

命題 1.2（モース命題，cf. [9, 13]）f をm次元C∞多様体X上の滑らかな関数とし，p0 ∈ X

を f の非退化臨界点とする。このとき，p0 の周りのチャート (U,φ) = (U ; x1, · · · , xm)
で，φ(p0) = o := (0, · · · , 0) ∈ Rm かつ

f(q) = f(p0)− x21(q)− · · · − x2λ(q) + x2λ+1(q) + · · ·+ x2m(q), ∀q ∈ U

となるものが取れる。ここで，x1, · · · , xm は φの成分関数を表す。

定理 1.3（モースの基本定理，cf. [9, 13]）f をm次元閉 C∞ 多様体X 上の滑らかな関数
とする。もし f−1[a, b]上に f の臨界点が存在しなければ，f−1(−∞, a]は f−1(−∞, b]に
微分同相である。特に，任意の t, s ∈ [a, b]に対し，(m− 1)次元の正則部分多様体 f−1(t)

と f−1(s)は微分同相であり，f−1[a, b]は f−1(t)× [a, b]と微分同相である。

定理 1.1 の証明. 　 f を仮定の M 上の滑らかな関数で非退化な臨界点をちょうど 2

つ持つものとする。p1, p2 ∈ M でそれら非退化臨界点を表す。最大値・最小値の定
理より，a1 := f(p1) = minx∈M f(x) かつ a2 := f(p2) = maxy∈M f(y) と仮定でき
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る。命題 1.2（モース命題）より，p1 の周りのチャート (U,φ) = (U ; x1, · · · , xm) と p2

の周りのチャート (V, ψ) = (V ; y1, · · · , ym) で，φ(p1) = o，ψ(p2) = o かつ f(q) =

a1 −
∑λ

i=1 x
2
i (q) +

∑m
λ+1 x

2
i (q)（q ∈ U）， f(r) = a2 −

∑µ
i=1 y

2
i (r) +

∑m
µ+1 y

2
i (r)（r ∈ V）

となるものがそれぞれ取れる。更に，a1 < f(q) (q ∈ U \ {p1}) なので，U 上で f の指
数 λ は λ = 0 を満たす。よって，U 上で，f = a1 +

∑m
i=1 x

2
i となる。同様に，V 上で

f の指数 µ は µ = m を満たすので，V 上で f = a2 −
∑m

j=1 y
2
j となる。今，ε > 0 を

Dε(p1) := {q ∈ M | a1 ≤ f(q) ≤ a1 + ε} と Dε(p2) := {r ∈ M | a2 − ε ≤ f(r) ≤ a2}
が，Dε(p1) ⊂ U かつ Dε(p2) ⊂ V を満たすように選ぶ。このとき，Dε(p1) = {q ∈
U |

∑m
i=1 x

2
i (q) ≤ ε}，Dε(p2) = {r ∈ V |

∑m
j=1 y

2
j (r) ≤ ε} となるので，Dε(p1) と

Dε(p2) は円板 {x ∈ Rm | ∥x∥ ≤
√
ε} と微分同相である。以下，それらを円板と呼ぶ。

M \
◦
Dε(p1) ∪

◦
Dε(p2) = f−1[a1 + ε, a2 − ε]上に f の臨界点は存在しないので，定理 1.3

より，f−1(−∞, a2 − ε]と f−1(−∞, a1 + ε] = Dε(p1)は微分同相である。よって，M は
本質的に円板 Dε(p1)と Dε(p2)によって構成されていると言ってよい。従って，M は円
板 Dε(p1)と Dε(p2)の境界を貼り合わせたものと同相であるから，Sm と同相である。2

注意 1.4

(1) 定理 1.1の証明から分かることは，我々は「非退化」という仮定により f の非退化臨
界点の周りで円板を取ることができるという事実である。よって，非退化性を仮定し
ない場合は，2枚の円板の境界の貼り合わせによりM が Sm であるという直感的に
も分かりやすい明確な方針を取ることができない。

(2) 定理 1.1の証明で見たようにM は 2枚の円板の境界の貼り合わせに同相であったの
で，M は歪曲球面である。 特に，スメールの結果 [22]により，7次元以上の異種球
面は歪曲球面に微分同相であるから，一般に定理 1.1を微分同相という主張へ拡張す
ることはできない。ただし，[3]，[7]，[15]，[21]より，6次元以下であれば，M は Sm

に微分同相である。

1.2 ミルナーとローゼンによるレーブの球面定理の拡張
　上述のように J.ミルナー（1959年）と R.ローゼン（1960年）は，非退化性を仮定せ
ずとも定理 1.1が成り立つことを独立に証明した。

定理 1.5（ミルナー [12]，ローゼン [19]; [20]）m次元閉 C∞ 多様体M 上に滑らかな関数
で臨界点をちょうど 2つ持つものが存在すれば，M は Sm に同相である。

　注意 1.4の（1）で言及したように，非退化性を仮定しないため，定理 1.5の証明では
定理 1.1の証明のように命題 1.2を適用できない。定理 1.5の証明において，鍵となる結
果は次のメイザー・ブラウンの定理である：



定理 1.6（メイザー [10]; [11]，ブラウン [2]）X を位相空間とし，Σを X 上の懸垂とす
る。もし Σが懸垂点においてm次元局所ユークリッド的ならば，Σは Smに同相である。

注意 1.7　一般に定理 1.6はブラウンの定理と呼ばれているが，講演者はメイザー・ブ
ラウンの定理と呼んでいる。と言うのは，1959 年に B. メイザー（[10]; [11]）が初めに
シェーンフリース（Schoenflies）の定理を高次元化し，彼はその帰結として定理 1.6 が
従うと指摘した。その後，M.ブラウンが定理 1.6を証明した。ただし，ブラウンはメイ
ザーの指摘に従っていない。つまり，ブラウンはメイザーによるシェーンフリースの定
理を 1960年に拡張 [1] *1したが，一般化されたシェーンフリースの定理を適用せずに彼
独自の「初等的」アイデアで定理 1.6を証明している（[2]）。なお，メイザーの指摘に素
直に従ったのは，ローゼン（[19]; [20]）である。

定理 1.5 の証明. 　 f を仮定の M 上の滑らかな関数で臨界点をちょうど 2 つ持つもの
とする。p1, p2 ∈ M でそれら臨界点を表す。最大値・最小値の定理より，a1 := f(p1) =

minx∈M f(x)かつ a2 := f(p2) = maxy∈M f(y)と仮定できる。このとき，c := (a1+a2)/2

とおき，ε > 0を c ∈ (a1+ε, a2−ε)となるように選ぶ。f−1[a1+ε, a2−ε]上には f の臨界
点が存在しないので，定理 1.3より，任意の t ∈ [a1+ε, a2−ε]に対して，f−1[a1+ε, a2−ε]
と f−1(t)× [a1 + ε, a2 − ε]は微分同相である。特に，f−1(a1 + ε)，f−1(c)，f−1(a2 − ε)

は互いに微分同相であり，limε↓ f
−1(a1 + ε) = p1 かつ limε↓ f

−1(a2 − ε) = p2 なので，

M
同相≃ f−1(c)× [a1, a2]

(f−1(c)× {a1}, f−1(c)× {a2})
= f−1(c)上の懸垂 =: Σ

であることがわかる。M は多様体であるので，p1 と p2 においてm次元局所ユークリッ
ド的である。よって，上の関係式より，Σは懸垂点においてm次元局所ユークリッド的
である。従って，メイザー・ブラウンの定理より，M は Sm に同相である。 2

1.3 講演のテーマ
　講演のテーマは，

定理 1.5をリプシッツ関数へ拡張すること

である。このため，滑らかな関数に対する臨界点の概念を拡張する必要がある。そこで，
先ず，本研究では薄滑解析を雇うことにより，滑らかな関数に対する臨界点の概念をリプ
シッツ関数へ拡張する（第 2節で説明）。次に基本定理に対応する命題を近似理論の立場
から確立し，それらを適用することにより定理 1.5をリプシッツ関数へ拡張する（第 4節
で説明）。

*1その主張は以下となる：φ : Sm−1 → Sm を位相埋め込みとし，Aを Sm \ φ(Sm−1)の連結成分の一つとす
る。（アレキサンダー双対性より，そのような連結成分は二つのみである。）もし A の閉包 A が境界付きの
多様体であるならば，Aは m次元開円板に同相である。なお，同年同じ雑誌にモース [14]によるシェーン
フリースの定理の拡張定理が掲載されている。



2 薄滑解析（Nonsmooth Analysis）
　薄滑解析とは，R.T.ロッカフェラー [18]による凸解析をユークリッド空間の間のリプ
シッツ写像へ拡張したものであり，その創始者は F.H.クラークである。本節では，薄滑
解析における微分の概念をリーマン多様体の間のリプシッツ写像へ拡張する。

2.1 リプシッツ写像の微分
　以下，M をm次元リーマン多様体，N を n次元リーマン多様体とし，中心が p ∈ M

半径 r > 0の距離開球を Br(p)で表す（p ∈ N のときも同様）。更に，F : M → N をリ
プシッツ写像とする。このとき，ラーデマッヘルの定理 [16]より，ルベーグ測度零集合
EF ⊂M で，M \ EF 上で dF が存在するものが取れる。
　各 p ∈ M に対し，TpM から TF (p)N への線形写像全体からなる集合を L(p, F (p))で
表す。線形代数の一般論より，L(p, F (p)) は nm 次元実ベクトル空間である。そこで，
L(p, F (p)) に位相を作用素ノルム ∥G∥ := sup∥v∥≤1 ∥G(v)∥，∀G ∈ L(p, F (p)) によって
与える。

定義 2.1（クラーク・近藤，[4, 8] ）各 p ∈M に対して，

KF (p) :=
{
G ∈ L(p, F (p))

∣∣∣∣ ∃{xi}i∈N ⊂ Br(p)(p) \ EF s.t. xi → p,

τ
F (xi)
F (p) ◦ dFxi

◦ τ pxi
→ G as i→ ∞

}
とおく。ここで，Br(p)(p)は強凸距離開球 *2を表し，写像 τ pxi

: TpM → Txi
M は pと xi

を結ぶ最短測地線に沿った平行移動を表す。（τF (xi)
F (p) : TF (xi)N → TF (p)N も同様である。）

ただし，像 F (Br(p)(p)) は F (p)を中心としたある強凸距離開球に含まるものとする *3。
このとき，KF (p)の凸包を pにおける F の一般化された微分と呼び，

∂F (p)

で表す。

注意 2.2　以下，p ∈M を任意に取り固定する。

(1) ∂F (p)は，Clarkeが初めに同じ次元のユークリッド空間の間のリプシッツ写像に対
して定義し，その後，講演者によりリーマン多様体の間のリプシッツ写像に対して，
定義 21.にあるように平行移動を導入することにより内在的に定式化された。このた
め，クラーク・近藤とクレジットした。

(2) ∂F (p) の定義より，∂F (p) は L(p, F (p)) のコンパクトな凸部分集合である。また，
∂F (p)はKF (p)を含む最小の凸集合でもある。

*2Br(p)(p) が強凸距離開球であるとは，∀x, y ∈ Br(p)(p) に対し，x と y を結ぶ最短測地線 γ : [0, 1] で，
γ(0, 1) ⊂ Br(p)(p)を満たすものが取れるときをいう。また，そのような距離開球の存在は J.H.C.ホワイト
ヘッド（[23]）によって示された。

*3つまり，F の連続性により，そのように半径 r(p)を調整しているという意味である。



(3) もし F が C1 であるならば，∂F (p) = {dFp}である。従って，一般化された微分は
滑らかな写像の族を含むため，滑らかな写像に関する結果を一般化された微分の立場
から拡張できる。

(4) ∂F はM 上で上半連続である，すなわち，任意の ε > 0に対して，正の数 µ(p, ε) ∈
(0, r(p))で，

τ
F (x)
F (p) ◦ ∂F (x) ◦ τ

p
x ⊂ Uε(∂F (p)), ∀x ∈ Bµ(p,ε)(p)

を満たすものが取れる（[8, Lemma 3.5]）。ここで，r(p)は強凸距離開球の半径であ
り，Uε(∂F (p))は L(p, F (p))内の ∂F (p)の ε-近傍を表す。

定義 2.3（近藤，[8]）p ∈ M がクラークの意味で F の非特異点であるとは，任意の
f ∈ ∂F (p)に対して， rank(f) = min{m,n}を満たすときをいう。

注意 2.4

(1) p ∈ M がクラークの意味で F の非特異点であるとき，∂F の上半連続性より，正の
数 λ(p) > 0で，B2λ(p)(p)上の任意の点がクラークの意味で F の非特異点であるもの
が取れる（[8, Propositions 3.6, 3.7]）。

(2) N = Rの場合（すなわち，F はリプシッツ関数），p ∈ M がクラークの意味で F の
特異点であるための必要かつ十分条件は g ∈ ∂F (p)で，rank(g) = 0を満たすものが
取れるときをいう。

例 2.5　関数 f : R → Rを

f(x) :=


x2, x ≥ 2,

x+ 2, x ∈ [−1, 2],

x2, x ≤ −1

と定める。f は凸関数であるので，リプシッツである。また，f は x = −1, 2において微
分不可能である。このとき，

f ′(x) =


2x, x > 2,

1, x ∈ (−1, 2),

2x, x < −1

なので，任意の λ ∈ [0, 1]に対して，

(1− λ) lim
x↓−1

f ′(x) + λ lim
x↑−1

f ′(x) = 1− 3λ, (1− λ) lim
x↓2

f ′(x) + λ lim
x↑2

f ′(x) = 4− 3λ

よって，dfp((d/dx)|p) = (df/dx)(p) = f ′(p)（p ∈ R \ {−1, 2}）に注意すれば，x = −1

と x = 2における f の一般化された微分は，それぞれ

∂f(−1) = {1− 3λ |λ ∈ [0, 1]} = [−2, 1], ∂f(2) = {4− 3λ |λ ∈ [0, 1]} = [1, 4]



となる。ところで，0 ∈ ∂f(−1) = [−2, 1]なので，x = −1は F の特異点である。特に，
1 = f(−1) = minx∈R f(x)である。一方，0 ̸∈ ∂f(2) = [1, 4]なので，x = 2は f の非特
異点である。特に f は x = 2の近傍で増加関数である。従って，この例からも分かるよ
うに，滑らかな関数を微分をして臨界点を求めていた時と同じ感覚で，一般化された微分
を用いてリプシッツ関数の臨界点（特異点）の有無を調べることができるのである。

例 2.6　ここでは，よりワイルドな関数の一般化された微分を見ていく。関数 g : R → R
を

g(x) :=

{
x2 sin 1

x
(x ̸= 0),

0 (x = 0)

と定める。g は局所リプシッツ関数である。さて，g は R 上で微分可能であるが，
g′(x) = 2x sin(1/x)− cos(1/x)より，x = 0で C1 ではない。そこで，以下，x = 0にお
ける g の一般化された微分を求めて行く。| cos(1/x)| ≤ 1なので，g のグラフ y = g(x)

の接線でその傾きが同じであるような定義域 R上の点列を選ぶことができる *4。よって，
集合

Kg(0) :=
{
α ∈ R = T0R

∣∣∣ ∃{xi}i∈N ⊂ R \ {0} s.t. xi → 0,

g′(xi) → α as i→ ∞
}

の凸包を ∂g(0)で表すとき，| cos(1/x)| ≤ 1より，Kg(0) = [0, 1]なので，注意 2.2の（2）
より ∂g(0) = [−1, 1]である。従って，0 ∈ ∂g(0)なので，x = 0は g の特異点である。

2.2 リプシッツ関数の勾配
　さて，我々のテーマは定理 1.1をリプシッツ関数へ拡張することであった。よって，こ
こでは，リプシッツ関数の勾配（一般化された勾配）を定義し，滑らかな関数の臨界点の
概念をリプシッツ関数へ拡張する：

定義 2.7（近藤，[8]）F : M → Rをリプシッツ関数とし，p ∈ M を任意に取り固定す
る。このとき，集合{

w ∈ TpM

∣∣∣∣ ∃{xi}i∈N ⊂ Br(p)(p) \ EF s.t. xi → p,

∇F (xi) → w as i→ ∞

}
の凸包を ⊛F (p) で表し，p における F の一般化された勾配と呼ぶ。ここで，∇F は
M \EF 上の F の勾配ベクトル場を表す。なお，この定義より，⊛F (p)は TpM のコンパ
クトな凸部分集合である。

定義 2.8（近藤，[8]）F :M → Rをリプシッツ関数とする。このとき，p ∈M がクラー
クの意味で F の臨界点であるとは，op ∈ ⊛F (p)であるときをいう。ここで，op は TpM

の原点を表す。

*4例えば，各 i ∈ N に対して，1/xi := π/3 + 2(i − 1)π とおくと，点列 {xi}i∈N は limi→∞ xi = 0，
limi→∞ g′(xi) = −1/2を満たす。すなわち，{xi}i∈N は，各 (xi, g(xi))における y = g(x)上の接線の傾
きが −1/2である点列である



注意 2.9（近藤，[8, Lemma 2.6]）F :M → Rをリプシッツ関数とするとき，p ∈M が
クラークの意味で F の特異点であるための必要かつ十分条件は p ∈ M がその意味で F

の臨界点である。

3 グローヴ・塩濱の理論：一般化された勾配の例として
　以下，X を m次元完備リーマン多様体，dを X の距離関数とし，p ∈ M を任意に取
り固定する。このとき，関数 dp : X → Rを

dp(x) := d(p, x), ∀x ∈ X

と定める。dp は 1-リプシッツ関数であることに注意。

定義 3.1（グローヴ・塩濱，[6]）q ∈ X がグローヴ・塩濱の意味で dp の臨界点であると
は，任意の v ∈ TqX に対して，q = γ(0) と p = γ(1) を結ぶ最短測地線 γ : [0, 1] → X

で，∠(v, γ′(0)) ≤ π/2を満たすものが取れるときをいう。なお，pも便宜上グローヴ・塩
濱の意味で dp の臨界点と呼ぶ。

注意 3.2　 q ∈M \ {p}をグローヴ・塩濱の意味で dp の臨界点であるとしよう。このと
き，定義より，q は pの最小点である。よって，dp は q で微分不可能である。

　定義 3.1の意義は，dpの臨界点が存在しない領域においてモースの基本定理（定理 1.3）
が成り立つ点にある。その事実をM.グロモフによる補強版で紹介する：

命題 3.3（グロモフのアイソトピー命題，[5]）0 < r1 < r2 ≤ ∞とする。もし Br2(p) \
Br1(p)上にグローヴ・塩濱の意味で dp の臨界点が存在しなければ，任意の t ∈ [r1, r2]に
対して Br2(p) \Br1(p)は ∂Bt(p)× [r1, r2]と同相である。

　更に，グローヴ・塩濱の理論の強力なところは，dp の臨界点にトポノゴフの比較定理
を適用し，命題 3.3と合わせることにより，次の美しい球面定理を生み出せる点である：

定理 3.4（直径球面定理，[6]）もし X の断面曲率が 1以上かつ X の直径が π/2より大
きければ，X は Sm に同相である。

定理 3.4の証明.　 p, q ∈ X を X の直径 diam(X)を定める点とし，a := diam(X)とお
く。トポノゴフの比較定理より，dp のグローヴ・塩濱の意味での臨界点は pと q のみで
あることがわかる。更に，指数写像は局所微分同相なので，X のコンパクト性より，同
じ半径を持つ互いに交わらない距離開球 Br(p)と Br(q)で，その閉包がm次元円盤に微
分同相となるものが取れる。よって，X \Br(p)∪Br(q)上に dpの臨界点は存在しないの
で，命題 3.3より，d−1

p (−∞, a− r]と d−1
p (−∞, r] = Br(p)は同相である。よって，X は

本質的に円板 Br(p)と Br(q)によって構成されているので，X は Br(p)と Br(q)の境界
を貼り合わせたものと同相である。従って，X は Sm に同相である。 2



　定理 3.4の証明から分かる重要な事実は，直径球面定理は実質距離関数に関するレーブ
の球面定理であるということである。すなわち，「X の断面曲率が 1以上かつ X の直径
が π/2より大」という十分条件より，我々は dp のグローヴ・塩濱の意味での臨界点が p

と q のみ（2点のみ）であることを示しているので，その十分条件を「p ∈ X に対し，dp
がグローヴ・塩濱の意味でちょうど 2 つの臨界点 p, q を持つ」とすれば，距離関数に関
するレーブの球面定理を得る：

定理 3.5（距離関数に関するレーブの球面定理）p ∈ X とする。もし X が閉であり，dp
がグローヴ・塩濱の意味でちょうど 2 つの臨界点 p, q を持てば，X は Sm に同相である。

注意 3.6

(1) 距離関数はリプシッツなので，定理 3.5 は本講演のテーマに関して先駆的仕事と位
置付けることができる。よって，薄滑解析を通して定義した一般化された勾配の臨界
点の概念がグローヴ・塩濱の距離関数の臨界点の概念を含む必要がある。幸いなこと
に，[8, Proposition 2.18]と注意 2.9より，次がわかる：p ∈ X を任意に取り固定す
る。このとき，次の (a)，(b)，(c)は同値である：
(a) q がグローヴ・塩濱の意味で dp の臨界点である。
(b) q がクラークの意味で dp の臨界点である。
(c) q がクラークの意味で dp の特異点である。

(2) よって，薄滑解析のリプシッツ写像に対する特異点の概念は，グローヴ・塩濱による
距離関数の臨界点理論を含む枠組みの一つと言っても良いであろう。

4 主結果とその証明
4.1 主結果
　本講演の主結果は以下となる。

主結果（近藤，[8, Theorem 1.7]）m次元閉リーマン多様体M 上にリプシッツ関数でク
ラークの意味で特異点をちょうど 2つ持つものが存在すれば，M は Sm に同相である。

　主結果の証明において鍵となる結果は，定理 1.3に対応する近似理論を通した命題とメ
イザー・ブラウンの定理である。定理 1.3に対応する命題は証明内で言及する。

4.2 主結果の証明
　 F : M → R をリプシッツ関数でクラークの意味で特異点をちょうど 2 つ持つもの
とする。それら特異点を z1, z2 ∈ M とする。注意 2.9 より，z1, z2 ∈ M はクラークの
意味で F の臨界点である。よって，M はコンパクトなので，最大値・最小値の定理よ
り，a1 := F (z1) = minx∈M F (x)かつ a2 := F (z2) = maxy∈M F (y)と仮定できる。F の



連続性より，Br(z1) ∩ Br(z2) = ∅ を満たす任意の r > 0 に対して，bi(r) ∈ (a1, a2) で，
F−1(bi(r)) ⊂ Br(zi)（i = 1, 2）を満たすものが取れる。
　再びM のコンパクト性より，強凸距離開球 Br(p1)(p1), · · · , Br(pk)(pk) ⊂ M で，M の
被覆となるものが有限個取れる。ただし，r(pi) ∈ (0, inj(M)/2)（i = 1, 2, . . . , k）であ
る。ここで，inj(M)はM の単射半径を表す。ε ∈ (0, inj(M)/2)を任意に取り固定する。
各 i ∈ {1, 2, · · · , k}に対して，F とリーマン軟化子 ρ

(i)
ε との畳み込み F

(i)
ε を

F (i)
ε (q) :=

∫
y ∈TpiM

ρ(i)ε (y)(F ◦ exppi
)(exp−1

pi
q − y)dy, ∀q ∈ Br(pi)(pi)

と定める。（F (i)
ε は F の局所的な C∞ 近似である。）更に，{ψi}ki=1 を {Br(pi)(pi)}ki=1 に

従属する 1の分割とし，

Fε(x) :=
k∑

i=1

ψi(x) · F (i)
ε (x), ∀x ∈M

とおくと，ε ↓ 0のとき，Fε は F に一様収束することがわかる。すなわち，Fε は F の大
域的な C∞ 近似である。今，

M(r) := F−1([b1(r), b2(r)])

とおく。M(r)上には F の特異点が存在しないので，注意 2.4の（1）および Fε の F へ
の一様収束性より，定理 1.3に対応する命題を得る，すなわち，任意の q ∈M(r)に対し
て，2つの正の数 λ(q) > 0, ε(q) ∈ (0, inj(M)/2)で，もし ε ∈ (0, ε(q))ならば

∇Fε(x) ̸= 0, ∀x ∈ Bλ(q)(q) (0.1)

を満たすものが取れる。
　M(r)はコンパクトなので，(0.1)を満たす距離開球Bλ(q1)(q1), Bλ(q2)(q2), . . . , Bλ(qℓ)(qℓ)

で，M(r) の被覆となるものが有限個取れる。今，V := ∪ℓ
i=1Bλ(qi)(qi)，ε0 :=

min{λ(q1), λ(q2), . . . , λ(qℓ)} とおくと，M(r) ⊂ V であり，かつ任意の ε ∈ (0, ε0) に対
して Fε は V 上にモースの意味で臨界点を持たない。ところで，Br(zi) ∩ V（i = 1, 2）
は F−1(bi(r))の開近傍なので，Fε の F への一様収束性より，正の数 ε1 > 0で，

F−1
ε (bi(r)) ⊂ Br(zi) ∩ V, ∀ε ∈ (0, ε1) (i = 1, 2)

を満たすものが取れる。特に，

Mε(r) := F−1
ε ([b1(r), b2(r)])

とおくと，Mε(r) ⊂ V（ε ∈ (0, ε1)）である。従って，ε2 := min{ε0, ε1}とおくと，任意
の ε ∈ (0, ε2)に対して FεはMε(r)上に臨界点を持たないので，任意の ∀t ∈ [b1(r), b2(r)]

に対して F−1
ε (t)はM の (m− 1)次元コンパクト正則部分多様体である。



　 c := (a1 + a2)/2とおく。ε ∈ (0, ε1)を任意に取り固定する。各 i ∈ {1, 2}に対して，
limr↓0 bi(r) = ai であるので，c ∈ (b1(r), b2(r))と仮定してもよい。定理 1.3より，Mε(r)

は F−1
ε (t)× [b1(r), b2(r)]（t ∈ [b1(r), b2(r)]）に微分同相である。また，limr↓0 bi(r) = aiか

つ F−1
ε (bi(r)) ⊂ Br(zi)なので，limr↓0 F

−1
ε (bi(r)) = zi を得る。特に，limr↓0Mε(r) =M

である。従って，F−1
ε (b1(r)), F

−1
ε (c), F−1

ε (b2(r))は互いに微分同相であるので，

M = lim
r↓0

Mε(r)
同相≃ F−1

ε (c)× [a1, a2]

(F−1
ε (c)× {a1}, F−1

ε (c)× {a2})
= F−1

ε (c)上の懸垂 =: Σ

である。M は多様体であるので，p1 と p2 において m次元局所ユークリッド的である。
よって，上の関係式より，Σは懸垂点においてm次元局所ユークリッド的である。従っ
て，メイザー・ブラウンの定理より，M は Sm に同相である。 2
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