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概要

本講演では，コンパクト四元数対称空間の 1 つである G 型コンパクト対称空間を取り上げ，四元

数構造に関して良い性質をもつ部分多様体の構成を紹介する．とくに，6次元球面の部分多様体を用

いた構成，およびイソトロピー群作用を用いた構成の 2 つを取り上げる．本稿の内容は，[9] の内容

に基づく．

1 四元数対称空間

4n (n ≥ 2)次元リーマン多様体 (M, g)について，接束 TM の自己準同型束 EndTM の 3次元部

分束 Q̃で次を満たすものが存在するとき，(M, g, Q̃)を四元数ケーラー多様体という．

(1) 各 x ∈ M に対して，xの近傍上で定義された Q̃の局所枠場 {I, J,K}で次を満たすものが存
在する．

I2 = J2 = K2 = −Id, IJ = −JI = K, JK = −KJ = I, KI = −IK = J.

(2) 任意の x ∈ M, I ∈ Q̃x, X, Y ∈ TxM について

g
(
I(X), Y

)
+ g

(
X, I(Y )

)
= 0.

(3) Q̃は g によるリーマン接続に関して平行.

四元数ケーラー多様体 (M, g, Q̃)に対して，Q = {A ∈ Q̃ ; A2 = −Id}はM 上の S2 束となる．

Q を M のツイスター空間という．Q は複素多様体になることが知られており，とくに正則接触構

造を持つ [8]．リッチ曲率が 0 でない四元数ケーラー多様体で，対称空間になるものを四元数対称空

間という．四元数対称空間はWolfにより分類されており，とくに既約コンパクト型四元数対称空間

G/K は以下のように分類されている [12]．

G K dimM G K dimM

Sp(n+ 1) Sp(1)× Sp(n) 4n(n ≥ 2) G2 SO(4) 8

SU(n+ 2) S(U(2)× U(n)) 4n(n ≥ 2) F4 (Sp(1)× Sp(3))/Z2 28

SO(7) SO(4)× SO(3) 12 E6 (Sp(1)× SU(6))/Z2 40

SO(n+ 4) SO(4)× SO(n) 4n(n ≥ 3) E7 (Sp(1)× Spin(12))/Z2 64

E8 (Sp(1)× E7)/Z2 112

表 1 既約コンパクト型四元数対称空間

本稿では，コンパクト四元数対称空間である G型コンパクト対称空間 G2/SO(4)を取り上げ，そ

の部分多様体の四元数構造に関する性質を紹介する．そのために，四元数ケーラー多様体の部分多様

体の紹介を行う．M を四元数ケーラー多様体とし，N を多様体 (dimN < dimM)，f : N → M を

はめ込みとする．f∗Qを f による Qの引き戻し束とする．このとき，f∗Qの切断 I で，各 x ∈ N

に対して I(df(TxN)) ⊂ df(TxN)を満たすものが存在するとき，f を概複素はめ込みという．I を f



の概複素構造という．QI := {J ∈ f∗Q ; IJ = −JI}とおくと，QI は N の S1 束となる．このと

き，任意の x ∈ N, J ∈ QI
x について df(TxN) ⊥ J(df(TxN))が成り立つとき，f を全複素はめ込み

という．f が全複素であれば，概複素構造 I は可積分であることが知られている [11]．

概エルミート多様体の概複素部分多様体のアナロジーとして，CR部分多様体が存在する．H を概

エルミート多様体とし，U ⊂ H を部分多様体とする．I を H の概複素構造とする．このとき，U 上

の接分布 V,W で次を満たすものが存在するとき，U を H の CR部分多様体と呼ぶ [1]．

V +W = TU, V ⊥ W, I(V ) ⊂ V, I(W ) ⊂ (TU)⊥.

ただし，(TU)⊥ を U の法束とする．CR部分多様体の典型例として実超曲面が挙げられる．

概エルミート多様体の CR部分多様体を元にし，四元数ケーラー多様体M における概複素はめ込

みのアナロジーを考えたい．N を多様体とし，f : N → M をはめ込みとする．このとき，f∗Qの切

断 I および N 上の接分布 V,W で次を満たすものが存在するとき，f を CRはめ込みと呼ぶことに

する．

V +W = TN, df(V ) ⊥ df(W ), I(df(V )) ⊂ df(V ), I(df(W )) ⊂ (df(TN))⊥.

さらに，任意の x ∈ N および J ∈ QI
x について，TxN の部分空間 VJ ,WJ で

VJ +WJ = TN, df(VJ) ⊥ df(WJ), I(df(VJ)) ⊂ df(VJ), I(df(WJ)) ⊂ (df(TN))⊥.

を満たし，さらに dimVJ が x ∈ N, J ∈ QI
x の取り方によらないとき，f を全 CR はめ込みと呼ぶ

ことにする．概複素はめ込みは CR はめ込みであり，全複素はめ込みは全 CR はめ込みになってい

る．四元数ケーラー多様体の実超曲面は，Qの制限束への切断が存在するとは限らないため，CR部

分多様体になるとは限らない．

本稿では，G型コンパクト対称空間 G2/SO(4)への全複素はめ込みおよび全 CRはめ込みの例を

紹介する．

2 結合的グラスマン多様体

e0, · · · , e7 を基底とする 8 次元ベクトル空間 O =
∑7

i=0 Rei に，次のように積を定めたもの
を八元数と呼ぶ．e0 を積の単位元とし単に 1 と記す．さらに，各 1 ≤ i ̸= j ≤ 7 について

e2i = −1, eiej = −ejei とし，分配則を満たすものとする．ei, ej の積については，次ページ図 1 の

各直線および円によって定める．例えば，e1e2 = e3, e4e1 = −e5．さらに，ImO =
∑7

i=1 Rei とお
く．八元数について [13]が詳しい．一般に，八元数 Oでは結合則が成り立たないことが知られてい
る．実際，

e1(e4e7) = e1e3 = −e2, (e1e4)e7 = e5e7 = e2

となる．しかしながら，Re1 + Re2 + Re3 などの図 1の各直線や円上にある３つの ei たちにより張

られている 3次元部分空間においては，結合則が成り立っている．結合則が成り立つ 3次元部分空間

V ⊂ ImOを結合的部分空間といい，ImOの結合的部分空間全体による集合を結合的グラスマン多様
体と呼ぶ [7]．本講演では，結合的グラスマン多様体を GH(O)と記す．

八元数 Oの線形自己同型 f で，f(xy) = f(x)f(y) (x, y ∈ O)を満たすものを Oの自己同型と呼
ぶ．とくに，Oの自己同型全体による群を例外型コンパクトリー群 G2 という．x =

∑7
i=0 xiei ∈ O

について，xの共役 x̄を x̄ = x0 −
∑7

i=1 xiei により定める．g ∈ G2 について，e0 = 1が積の単位

元であることから，g(1) = 1であり g(x) = g(x̄) (x ∈ O)となることが分かる．八元数 Oにおいて，
内積 ( , )を (x, y) = 1

2
(xȳ + yx̄)により定める．とくに，x =

∑7
i=0 xiei, y =

∑7
i=0 yiei に関して

(x, y) =
∑7

i=0 xiyi である．このとき，各 g ∈ G2 について (gx, gy) = (x, y) (x, y ∈ O) になり，
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図 1 八元数の積

g(ImO) ⊂ ImOであることから G2 ⊂ SO(7)となる．とくに，so(7)の 14次元リー部分環で，次の

各元により張られるものが，G2 のリー環を与えている．
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ただし，λ, µ, ν ∈ Rは λ+µ+ν = 0を満たすとし，空白の成分には 0が入っているものとする [13]．

G2 が Oの自己同型群であることから，g ∈ G2, V ∈ GH(O)について g(V ) ∈ GH(O)となり，G2

が GH(O) に作用している．とくに，この作用は推移的であり，GH(O) = G2/SO(4) となる．これ

より，結合的グラスマン多様体は G 型コンパクト対称空間になる．各 V ∈ GH(O) における点対称

は，V に関する鏡映により与えられる．また，G3(R7)を R7 の 3次元部分空間全体による実グラス

マン多様体とすれば，自然に GH(O) ⊂ G3(R7)とみなせるが，GH(O)は G3(R7)の全測地的部分多

様体になっている．

3 6次元球面 S6 と結合的グラスマン多様体

以下，6次元球面を ImOの単位球面であるとする．すなわち，S6 = {x ∈ ImO ; (x, x) = 1}．各
x ∈ S6 について，TxS

6 = {y ∈ ImO ; (x, y) = 0}となる．ところで，a, b, c ∈ ImOについて次が
成り立つことが知られている．

a(ab) = (aa)b, (ab, ac) = (b, c).

また，各 x ∈ S6 について x2 = −1となる．これより，S6 上の (1, 1)テンソル J を以下のように定

めれば，J は S6 の概複素構造となる．

Jx : TxS
6 → TxS

6 ; y 7→ xy.

J は可積分にならないことが知られており，(S6, J)は概複素部分多様体である．さらに，( , )を S6

に制限して得られるリーマン計量を同じ記号で表すと，(S6, J, ( , ))は概エルミート多様体となる．



S6 の概エルミート構造から定義される部分多様体のクラスを紹介する．部分多様体 N ⊂ S6 につ

いて，各 x ∈ N に対して J(TxN) ⊂ TxN が成り立つとき，N を概複素部分多様体という．概複素

部分多様体については，その次元が必ず 2 になることが知られている [6]．また，概複素部分多様体

は S6 の極小部分多様体である．とくに，任意のコンパクトリーマン面は，S6 の概複素部分多様体と

して実現できることが知られている [2]．また，3次元部分多様体 L ⊂ S6 について，各 x ∈ Lにつ

いて J(TxL) ⊥ TxL が成り立つとき，L をラグランジュ部分多様体という．ラグランジュ部分多様

体も S6 の極小部分多様体になることが知られている．さらに，概複素部分多様体とラグランジュ部

分多様体のアナロジーとして，CR部分多様体も定義することができる．

Enoyoshi-Tsukadaらにより S6 のラグランジュ部分多様体と結合的グラスマン多様体の関係が調

べられている．ラグランジュ部分多様体 L ⊂ S6 について，各 x ∈ L に対して (TxL)
⊥ ⊂ TxS

6 ⊂
ImOが結合的部分空間になる．そこで，次のガウス写像を考える．

ϕL : L → GH(O) ; x 7→ (TxL)
⊥.

このガウス写像に関して，Enoyoshi-Tsukadaは次の結果を得た．

定理 3.1. [5] ϕL は調和写像である．

この結果を受けて，S6 のその他の部分多様体のクラスに関しても，ϕL と類似した良い性質を持っ

たガウス写像の構成が期待される．本研究では，概複素部分多様体および 3次元 CR部分多様体に関

して，そのようなガウス写像の構成に取り組んだ．

N を S6 の概複素部分多様体とする．S6 の概複素構造 J の定義から，各 x ∈ N ついて x(TxN) ⊂
TxN となる．一般に，a, b, c ∈ ImO (a, b, c ̸= 0)について，a, b, cが互いに直交してかつ a(Rb+Rc) ⊂
Rb + Rc であれば，Ra + Rb + Rc は結合的部分空間となることが知られている．この性質および
dimN = 2であることから，Rx+ TxN は ImOの結合的部分空間になるので，次のガウス写像を考
えることができる．

ϕC : N → GH(O) ; x 7→ Rx+ TxN.

ところで，Rn の単位球面上の部分多様体 L (dimL = l < n − 1) について，ガウス写像 N →
Gl+1(Rn) ; x 7→ Rx+TxLを Obataの球面ガウス写像という．ただし，Gl+1(Rn)は，Rn の l+1

次元部分空間全体による実グラスマン多様体とする．L ⊂ Sn−1 が Sn−1 の極小部分多様体であれ

ば，Obataの球面ガウス写像は調和写像になることが知られている．GH(O) ⊂ G3(R7)が全測地的

部分多様体であること，および概複素部分多様体が S6 の極小部分多様体であることから ϕC が調和

写像になることがわかる．また，ϕC の GH(O)の四元数構造に関する性質を調べ，上記の議論と合わ

せて次の主張を得た．

定理 3.2. [9] ϕC は調和写像であり，はめ込みであれば全複素はめ込みになる．

さらに，N ⊂ S6 を 3次元 CR 部分多様体とする．このとき，N 上の接分布 V,W で次を満たす

ものが存在する．
V +W = TN, V ⊥ W, J(V ) ⊂ V, J(W ) ⊂ (TN)⊥.

このとき，dimV = 2, dimW = 1となる．J(V ) ⊂ V であることから，この場合にも次のガウス写

像を考えることができる．
ϕCR : N → GH(O) ; x 7→ Rx+ Vx.

ϕCR の性質を調べたところ，GH(O)の四元数構造に関して次のことが分かった．

定理 3.3. [9] ϕCR がはめ込みであれば，ϕCR は CRはめ込みである．



4 結合的グラスマン多様体におけるイソトロピー群作用

本節では，さらなる CRはめ込みの例を紹介するため．結合的グラスマン多様体におけるイソトロ

ピー群作用を考える．

M をコンパクト四元数対称空間とし，Q̃ を M の四元数構造，Q を M のツイスター空間とす

る．o ∈ M を固定する．さらに，G をM の等長変換群の単位連結成分とし，o における G のイソ

トロピー群を K とおく．すなわち，K = {g ∈ G ; g(o) = o}. さらに，g, k をそれぞれ G,K の

リー環とし，g = k+mを標準分解とする．m = ToM である．このとき，kの 3次元イデアル sで，

ad(s)|m = Q̃o となるものが存在することが知られている．さらに，ad(s)|m を G 作用でM 全体に

定義することで，四元数構造 Q̃が定まっている．k0 を kにおける sの直交補空間とすれば，直和分解

k = s+ k0 が成り立つ．また，sが kのイデアルなので，kの任意のリー部分代数は sへ表現を持つ．

点 p ∈ M (p = g(o), g ∈ G)を通るK 軌道K(p)を考える．とくに，Op = g−1K(p) = g−1Kg(o)

を考える．このとき，Kp = {g ∈ K ; k(p) = p} とすれば Op = K/Kp である．さらに，Kp の

単位連結成分を (Kp)0 とおく．また，kp を Kp のリー環であるとする．このとき，kp が随伴表現の

制限により s に作用し，とくに Kp が随伴表現の制限により s へ作用する．この作用は等長的であ

るので，S(s)を sの単位球面とすれば，Kp は S(s)へ等長変換として作用する．とくに，(Kp)0 が

S(s) = S2 へ作用するが，(Kp)0 の連結性から，S2 への作用は次のいずれかになる．

(i) 自明な作用, (ii) U(1)-作用（回転）, (iii) SO(3)-作用（推移的）.

πs : k → sを直交射影とすれば，上の 3つのタイプで πs(kp)は次のように対応している．

(i) πs(kp) = {0}, (ii) dimπs(kp) = 1, (iii) πs(kp) = s.

K-軌道K(p)について，N = K/(Kp)0 とおき，次のはめ込みを考える．

f : N → Op ; k(Kp)0 7→ g−1kg(o).

e(Kp)0 を x と記すことにする．さらに，f による Q の引き戻し束を f∗Q とおく．(i) の場合，各

X ∈ sについて，JX を次のように定める．

(JX)k(x) : Tf(kx)f(N) → Tf(kx)f(N) ; A 7→ dk ◦ ad(J)|s ◦ dk−1.

このとき，Ad(k)(X) = X (k ∈ (Kp)0)であることから，JX は f∗QへのK-不変切断になる．同様

にして，(ii)の場合にも Ad(k)X = X (k ∈ (Kp)0)なる X ∈ S(s)について，f∗Qへの K-不変切

断が定まる．しかしながら，S(s)X = {Y ∈ S(s) ; X ⊥ Y } とすれば，Ad((Kp)0)が S(s)X へと

推移的に作用するため，K が QJX へと推移的に作用する．この点が，(i)の場合と異なる．一方で，

(iii)の場合では，Ad((Kp)0)|S(s) は不動点を持たないので，f
∗QへのK-不変切断は定まらない．そ

の代わり，Qの Op への制限束にK が推移的に作用している．これらの議論をまとめて，次を得る．

定理 4.1. [10] M をコンパクト四元数対称空間，G を M の等長変換群の単位連結成分とし，

o ∈ M を固定する．さらに，K を o における G のイソトロピー群とし，各 p ∈ M に対して

Kp = {k ∈ K ; k(p) = p}とおく．g, k, kp をそれぞれ G,K,Kp のリー環とする．さらに，sをM

の四元数構造を定める k 上のイデアルであるとし，πs : k → s を直交射影とする．また，(Kp)0 を

Kp の単位連結成分とし，次のはめ込みを考える．

fp : K/(Kp)0 → K(p) ; k(Kp)0 7→ k(p).

このとき，次が成り立つ．



(i) πs(kp) = {0}ならば f∗QへのK-不変切断が S2 の各点と１対１に対応して存在する．

(ii) dimπs(kp) = 1ならば f∗Qへの K-不変切断が符号を除いて一意に存在する．K-不変切断を

I とすれば，K が QI に推移的に作用する．

(iii) πs(kp) = sならば QのK(p)への制限束にK が推移的に作用する．

以後，上の定理の (i), (ii), (iii)を満たすK-軌道を type (i), (ii), (iii)であると呼ぶことにする．

結合的グラスマン多様体においてイソトロピー群作用の各軌道が，この主張の (i),(ii),(iii) のいず

れに対応し，K 不変切断などがどのような性質を持つのかを考える．結合的グラスマン多様体の制限

ルート系は G型になり，さらに結合的グラスマン多様体の単連結性から，イソトロピー群作用の軌道

空間は，内角が 30◦, 60◦, 90◦ の直角三角形 OAB（図 2）により与えられる．
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図 2

とくに軌道型は７タイプに分けられ，各頂点 O,A,B，各辺 OA,OB,AB の頂点以外の点，三角形

OAB の内部の点たちは，それぞれ同じ軌道型を持つ．それぞれの領域に対応する GH(O) 上の点を

通る K-軌道を，I,II, · · · ,VII 型と呼ぶことにする．これらの準備の下で，Enoyoshi-Tsukada の結

果 [4]を合わせて，次の主張を得た．

定理 4.2. [4][9] 結合的グラスマン多様体GH(O)のイソトロピー群作用の各軌道K(p) (p ∈ GH(O))

について次が従う．

(1) I型のK-軌道は自明な 1点．

(2) II型のK-軌道 N は type (iii)．dimN = 3．任意の x ∈ N および J ∈ Qx について，次を満

たす TxN の部分空間 V,W は存在しない．

V +W = TxN, V ⊥ W, J(V ) ⊂ V, J(W ) ⊂ (TxN)⊥.

(3) III 型の K-軌道 N は type (ii)．とくに，極地 ([3]) であり dimN = 4. f∗Q の K-不変切断

により，f は全複素はめ込みになる [4]．

(4) IV, V, VI型のK-軌道 N は type (ii)．dimN = 5．f∗QのK-不変切断により，f は全 CR

はめ込みになる．

(5) VII型のK-軌道N は type (i)．とくに，主軌道であり dimN = 6．f∗Qの各K-不変切断によ

り，f は全CRはめ込みになる．さらに，各K-不変切断 I, J に関して，dim
(
Tf(N)∩I(Tf(N))

)
=

dim
(
Tf(N) ∩ J(T (f(N)))

)
．
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