
パラエルミート対称空間と擬エルミート対称空間の
双対性について

杉本　恭司 (東京理科大学)∗

概 要

不変 para 複素構造と不変 para-Hermite 計量を兼ね備えた対称空間を para-
Hermite対称空間という. 本稿では,絶対単純擬Hermite対称空間の実形が,あ
る双曲軌道型絶対単純para-Hermite対称空間のpara実形として実現でき,また
その逆も成り立つことを紹介する. ここで,双曲軌道型絶対単純 para-Hermite
対称空間は随伴双曲軌道として実現でき,絶対単純擬Hermite対称空間は随伴
楕円軌道として実現できる.

1. para-Hermite対称空間
　 Gを連結 Lie群, Lをその閉部分群とし, σを Gの非自明な対合とする. このとき,
(G/L, σ)が対称空間であるとは,

(Gσ)0 ⊂ L ⊂ Gσ

が成り立つことをいう. ここで, Gσ B {x ∈ G | σ(x) = x}, (Gσ)0はその連結成分を表す.
対称空間 (G/L, σ)がG不変 para複素構造 Iと, Iに関するG不変 para-Hermite計量 g

を兼ね備えているとき, (G/L, σ, I, g)を para-Hermite対称空間という. 但し, para複素
構造 Iとは,次の (1)～(3)を満たすG/L上の (1, 1)型テンソル場である.

(1) I2 = id.

(2) dim T+p G/L = dim T−p G/L (∀p ∈ G/L). 但し, T+p G/L (resp. T−p G/L)は Ipの (+1) (resp.
(−1))固有空間を表す.

(3) [IX, IY] − I[IX,Y] − I[X, IY] + [X,Y] = 0 (∀X,Y ∈ X(G/L)).

また, Iに関するpara-Hermite計量gとは, G/L上の擬Riemann計量で

(4) g(IX,Y) + g(X, IY) = 0 (∀X,Y ∈ X(G/L))

を満たすものをいう. para-Hermite計量はニュートラル計量であり, para-Hermite対称
空間はRiemannでない擬Riemann対称空間である. また, para-Hermite対称空間G/Lは
para-Kähler等質空間である. 即ち, ω(X, Y) := g(X, IY) (X,Y ∈ X(G/L)) とすると, ωは
G/L上のシンプレクティック形式である.
次の補題は概効果的半単純para-Hermite対称空間に関する基本的なものである.

補題 1.1 (cf. [4]) (G/L, σ, I, g)を概効果的半単純 para-Hermite対称空間, gをGのLie代
数, g = l ⊕ uをσ∗に関する gの (±1)固有空間分解とする. このとき,以下を満たすZ ∈ l
が唯一つ存在する.

(1) l = cg(Z) = {X ∈ g | [Z, X] = 0}, (2) Io = adZ|u.

但し, oはG/Lの原点を表す.
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補題 1.1について補足しておく. CG(Z) := {x ∈ G | Adx(Z) = Z}としたとき, 補題 1.1
より, CG(Z)0 ⊂ L ⊂ CG(Z)となることがわかる. L = CG(Z)となるとき, G/Lは双曲軌
道型であるという. このとき, G/L � AdG(Z)である. 即ち,双曲軌道型概効果的半単純
para-Hermite対称空間は g内のある随伴軌道として実現される.
補題1.1のZは gの半単純元であり, adZの g上の固有値は0,±1である. このZをG/L

の特性元という. λ = 0,±1に対して, gλを adZのλ固有空間とすると, g = g−1 ⊕ g0 ⊕ g1は
第一種階別 Lie代数になる. これにより, 概効果的半単純 para-Hermite対称空間と半単
純第一種階別Lie代数が対応することがわかる.

例 1.1 G := S L(p + q,R) (1 ≤ p ≤ q), g := sl(p + q,R)とする.

Z :=
1

p + q

qEp O
O −pEq


とする. 但し Eαは α次の単位行列を表す. このとき, Zは gの半単純元で ad Zの g上
の固有値は 0,±1であり, M := Ad G(Z) � G/CG(Z)は Z を特性元とする双曲軌道型
単純 para-Hermite対称空間になる. ここで,対称空間を定義するGの対合σは, σ(x) :=
(exp

√
−1πZ)x(exp

√
−1πZ)−1 (x ∈ G)によって与えられ, para-Hermite計量gはgのKilling

形式の (0でない定数倍の)G不変拡張で与えられる. ここで,

CG(Z) =


X O
O Y

 ∈ G

∣∣∣∣∣∣ X ∈ GL(p,R), Y ∈ GL(q,R)


であり, CG(Z)は非連結である. 特に p = q = 1のとき, Mは一葉双曲面である.

一般に半単純非Riemann対称空間は,あるコンパクト型Riemann対称空間上のベクト
ル束と微分同型である (cf. [1, 5]). 特に,双曲軌道型概効果的半単純para-Hermite対称空
間は対称R空間の余接束と微分同型である (cf. [4, 6, 13]). 例 1.1のMは実Grassmann多
様体の余接束と微分同型である. このことから, para-Hermite対称空間は対称R空間の
研究の中で自然に表れてくることがわかる.

2.擬Hermite対称空間
　対称空間 (Ḡ/L̄, ρ)が Ḡ不変複素構造 Jと, Jに関する Ḡ不変擬Hermite計量hを兼ね備
えているとき, (Ḡ/L̄, ρ, J, h)を擬Hermite対称空間という (cf. [1]). 特に hの 0でない定
数倍が正定値になるとき, (Ḡ/L̄, ρ, J, h)はHermite対称空間である. 即ち,擬Hermite対称
空間はHermite対称空間の擬Riemannの場合への自然な一般化である. 擬Hermite対称
空間は擬Kähler等質空間である. para-Hermite対称空間の場合と同様に, 擬Hermite対
称空間もLie代数のある特別な元で特徴づけられる.

補題 2.1 (cf. [7]) (Ḡ/L̄, ρ, J, h)を概効果的半単純擬Hermite対称空間, ḡを ḠのLie代数,
ḡ = l̄ ⊕ ūを ρ∗に関する (±1)固有空間分解とする. このとき,以下を満たす S ∈ l̄が唯一
つ存在する.

(1) L̄ = CḠ(S ) = CḠ(S )0, (2) Jō = ad S |ū.
但し, ōは Ḡ/L̄の原点を表す.

補題 2.1の S は ḡの半単純元であり, ad S の ḡ上の固有値は 0,±
√
−1である. 補題 2.1よ

り,概効果的半単純擬Hermite対称空間 Ḡ/L̄は ḡ内のある随伴軌道として実現される.
擬Hermite対称空間の対合的反正則等長変換の固定点集合の連結成分を実形という.



3. para実形
　本節ではpara実形の定義を紹介し,双曲軌道型効果的半単純para-Hermite対称空間の
para実形が対称R空間の一般化とみなせることについて述べる.

定義 3.1 (M, I), (M′, I′)を para複素多様体とし, Φ : M → M′を可微分写像とする. 任意
の p ∈ Mに対して,

(dΦ)p ◦ Ip = IΦ(p) ◦ (dΦ)p (resp. (dΦ)p ◦ Ip = −IΦ(p) ◦ (dΦ)p)

が成り立つとき, Φはpara正則 (resp. 反para正則)であるという.

para-Hermite対称空間の対合的反 para正則等長変換の固定点集合の連結成分をpara
実形という.

例 3.1 (G/CG(Z), σ, I, g)を例 1.1で構成した双曲軌道型単純 para-Hermite対称空間と
する.

(1) θ : G ∋ x 7→ tx−1 ∈ Gとすると, θはGの対合で θ(CG(Z)) = CG(Z)となるので, G/L
上の等長変換

Θ : G/CG(Z)→ G/CG(Z), xCG(Z) 7→ θ(x)CG(Z)

を誘導できる. θ∗(X) = −tX (X ∈ g) で, Z はG/CG(Z)の特性元であったので, Θは反
para正則である. θ∗は gのCartan対合とよばれるものであり,このとき, Θの固定点集合
(G/CG(Z))Θは連結であることがわかり, (G/CG(Z))ΘはG/CG(Z)の para実形である. こ
のとき,

(G/CG(Z))Θ = S O(p + q)/S (O(p) × O(q))

であり, (G/CG(Z))Θは実Grassmann多様体である.
(2) p = qの場合を考える. このとき

Z =
1
2

Ep O
O −Ep


である.

Jp :=
O Ep

Ep O


とし, Gの対合 ξを x 7→ JpxJpにより定義する. このとき, ξ(CG(Z)) = CG(Z), ξ∗(Z) = −Z
がわかり, G/CG(Z)の対合的反para正則等長変換

Ξ : G/CG(Z)→ G/CG(Z), xCG(Z) 7→ ξ(x)CG(Z)

を誘導することができる. 従って, (G/CG(Z))Ξの連結成分は para実形である. ここで,
(G/CG(Z))Ξは連結ではない. たとえば, p = 1のとき, G/CG(Z)は一葉双曲面であったが,
このとき (G/CG(Z))Ξは双曲線であり,その連結成分は2つである.

一般に任意のpara実形は原点を含むあるpara実形とpara正則等長変換で移りあうの
で,本質的には原点を含むものを考えればよいことがわかる. また,双曲軌道型効果的半
単純 para-Hermite対称空間G/Lで,計量がLie(G)のKilling形式から誘導されているも
のには,コンパクトなpara実形Rが, para正則等長変換で移りあうものを除いて,一意的



に存在する. Rは対称R空間であり, その余接束とG/Lは微分同型である. またこのと
き, Rの非コンパクト双対もG/Lのpara実形である.
次の命題は基本的である.

命題 3.1 ( [10]) (G/L, σ, I, g)を双曲軌道型効果的半単純 para-Hermite対称空間で, gは
Lie(G)のKilling形式から誘導されているとする. このとき,原点を含む部分集合R ⊂ G/L
に対して,次の (1), (2)は同値である.

(1) Rはpara実形.

(2) RはG/Lの閉連結完備全測地的Lagrange部分多様体で誘導計量が非退化.

特にpara実形は対称空間である.

para-Hermite対称空間はRiemannでない擬Riemann対称空間なので,誘導計量が非退化
という条件は意味をもつ.
双曲軌道型効果的半単純 para-Hermite対称空間の para実形は対称R空間の一般化と

考えられる. 実際,次の定理が成り立つ.

定理 3.1 ( [10]) 非退化 Jordan triple systemから構成される擬Riemann対称R空間は,あ
る双曲軌道型効果的半単純para-Hermite対称空間のpara実形として実現でき,その逆も
成り立つ.

ここで, 擬 Riemann対称 R空間とは [12]によって導入された概念で, 対称 R空間の擬
Riemannのクラスへの一般化である. 擬Riemann対称R空間は,直交 Jordan triple system
とよばれる,ある種の不変非退化内積を兼ね備えたJordan triple systemである条件を満た
すものから構成される対称空間のクラスである. ここで,直交 Jordan triple systemは,直
交対称階別Lie代数とよばれるものと対応することが知られている (従って,擬Riemann
対称R空間は直交対称階別Lie代数とも対応している) (cf. [11]). Jordan triple systemが
非退化であるとは,そのトレース形式が非退化であることをいう. また,トレース形式が
正定値であるときコンパクトであるという. ここで, コンパクト Jordan triple systemは
非退化 Jordan triple systemであり,非退化 Jordan triple systemは直交 Jordan triple system
である. 特に,コンパクト Jordan triple systemから構成される擬Riemann対称R空間は
対称R空間であり,逆に,任意の対称R空間はコンパクト Jordan triple systemから構成で
きる. 従って,任意の対称R空間はある双曲軌道型効果的半単純 para-Hermite対称空間
のpara実形として実現できる.

4. para-Hermite対称空間と擬Hermite対称空間の関係
定義 4.1 実Lie代数 gが絶対単純であるとは, その複素化が単純であることをいう. ま
た, Lie群G,等質空間G/Lが絶対単純であるとは, GのLie代数が絶対単純であること
をいう.

以下では双曲軌道型効果的絶対単純 para-Hermite対称空間と効果的絶対単純擬エル
ミート対称空間の関係を考える. この場合, para-Hermite計量,擬Hermite計量は 0でな
い定数倍を除いて一意であり,それは, Killing形式 (の 0でない定数倍)から誘導される
(cf. [3, 8]).



定義 4.2 Gを連結絶対単純Lie群で中心が自明なもの, gを絶対単純Lie代数, gCを複素
単純Lie代数とする. このとき,

(1) P(G): 双曲軌道型効果的絶対単純 para-Hermite対称空間 G/Lとその para実形 Rの
組 (G/L,R)全体からなる集合.

(2) R(G): 効果的絶対単純擬Hermite対称空間G/Lとその実形Qの組 (G/L,Q)全体から
なる集合.

(3) dP(g): gの (0でない)半単純元Zで ad Zの g上の固有値が0,±1となるものと, gの対
合 ξで ξ(Z) = −Zを満たすものの組 (Z, ξ)全体からなる集合.

(4) dR(g): gの (0でない)半単純元 S で ad S の g上の固有値が 0,±
√
−1となるものと, g

の対合ηでη(S ) = −S を満たすものの組 (S , η)全体からなる集合.

(5) dP(gC): gCの実形 rと (Z, ξ) ∈ dP(r)の組 (r, Z, ξ)全体からなる集合.

(6) dR(gC): gCの実形 rと (S , η) ∈ dR(r)の組 (r, S , η)全体からなる集合.

定義 4.3 定義4.2で定めた集合に対して,以下のようにして同値関係を定義する

(1) (G/L1,R1), (G/L2,R2) ∈ P(G)に対して,

(G/L1,R1) ≃ (G/L2,R2)
def.⇐⇒para正則相似変換 Φ : G/L1 → G/L2 が存在して,

Φ(R1) = R2.

(2) (G/L1,Q1), (G/L2,Q2) ∈ R(G)に対して,

(G/L1,Q1) ≃ (G/L2,Q2)
def.⇐⇒正則相似変換 Φ : G/L1 → G/L2 が存在して,

Φ(Q1) = Q2.

(3) (Z1, ξ1), (Z2, ξ2) ∈ dP(g)に対して,

(Z1, ξ1) ∼ (Z2, ξ2)
def.⇐⇒ gの自己同型 ϕが存在して, ϕ(Z1) = Z2, ϕ ◦ ξ1 = ξ2 ◦ ϕ.

(4) (S 1, η1), (S 2, η2) ∈ dR(g)に対して,

(S 1, η1) ∼ (S 2, η2)
def.⇐⇒ gの自己同型 ϕが存在して, ϕ(S 1) = S 2, ϕ ◦ η1 = η2 ◦ ϕ.

(5) (r1,Z1, ξ1), (r2,Z2, ξ2, ) ∈ dP(gC)に対して,

(r1,Z1, ξ1) ∼ (r2,Z2, ξ2)
def.⇐⇒Lie代数の同型 ϕ : r1 → r2 が存在して,
ϕ(Z1) = Z2, ϕ ◦ ξ1 = ξ2 ◦ ϕ.

(6) (r1, S 1, η1), (r2, S 2, η2) ∈ dR(gC)に対して,

(r1, S 1, η1) ∼ (r2, S 2, η2)
def.⇐⇒Lie代数の同型 ϕ : r1 → r2 が存在して,
ϕ(S 1) = S 2, ϕ ◦ η1 = η2 ◦ ϕ.



Gを連結絶対単純Lie群で中心が自明なものとし, gをGのLie代数, gCを gの複素化
とする. このとき, dP(g)/∼から dP(gC)/∼への自然な単射が存在する. また, dP(g)/∼と
P(G)/≃の間には自然な全単射が存在する. 実際, (Z, ξ) ∈ dP(g)に対して, G/CG(Z)は Z
を特性元とする効果的絶対単純 para-Hermite対称空間となり, ξからG/CG(Z)上の原点
を固定する対合的反para正則等長変換を誘導できて,これより得られる原点を含むpara
実形をRとすると, (G/CG(Z),R) ∈ P(G)となる. この対応からdP(g)/∼からP(G)/≃への
対応を誘導でき,それが全単射であることがわかる. dR(g)/∼, dR(gC)/∼, R(G)/≃の間に
も同様な対応がある.
この対応より,各絶対単純Lie代数に対して, dP(g)/∼, dR(g)/∼を決定することで,絶

対単純 para-Hermite対称空間の para実形, 絶対単純擬 Hermite対称空間の分類を得る
(cf. [2, 8]).
更に, dP(gC)とdR(gC)について,次のことが成り立つ.

命題 4.1 (cf. [10]) gCを複素単純Lie代数とする.

(1) f : dP(gC)→ dR(gC), (g,Z, ξ) 7→ (ḡ := h⊕
√
−1m,−

√
−1Z, η)は全単射. 但し, g = h⊕m

はξによるgの (±1)固有空間分解, ηはξのgCへの複素線形拡張の ḡへの制限を表す.

(2) F : dP(gC)/∼ → dR(gC)/∼, [(g, Z, ξ)] 7→ [ f (g,Z, ξ)]はwell-definedで全単射. 但し,
[(g,Z, ξ)]は (g,Z, ξ)を含む同値類を表す ([ f (g, Z, ξ)]についても同様).

命題4.1より次がわかる.

定理 4.1 (cf. [10]) 任意の中心が自明な連結絶対単純Lie群Gと (G/L,R) ∈ P(G)でo ∈ R
なるものに対して,中心が自明な連結絶対単純Lie群 Ḡと (Ḡ/L̄,Q) ∈ R(Ḡ)が存在して,
QはRと同変微分同型. また,この逆も成り立つ.

例 4.1 (1) 1 ≤ p ≤, 1 ≤ i ≤ p ≤ j ≤ p + q − 1に対して,

S O(p, q)0/(S O(i, j − p)0 × S O(p − i, p + q − j)0)

は絶対単純para-Hermite対称空間

S L(p + q,R)/S (GL(i + j − p,R) ×GL(2p + q − i − j,R))

のpara実形であり,一方で絶対単純擬Hermite対称空間

S U(p, q)/S (U(i, j − p) × U(p − i, p + q − j))

の実形である. i = j = pのとき,非コンパクト型Hermite対称空間の実形である.
(2) 2 ≤ n, 1 ≤ i < (n/2) + 1に対して,

Sp(n,R)/(Sp(i,R) × Sp(n − i,R))

は絶対単純para-Hermite対称空間

S L(2n,R)/S (GL(2i,R) ×GL(2(n − i),R)))

のpara実形であり,一方で絶対単純擬Hermite対称空間

S U(n, n)/S (U(i, i) × U(n − i, n − j))

の実形である.
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