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私は四元数ケーラー多様体の複素部分多様体に興味を持って研究を続けてきた．n 次元実

ベクトル空間 R
n の向き付けられた 4 次元部分空間全体のなす実グラスマン多様体 G̃r4(R

n)

は四元数ケーラー構造をもつことが知られている． J.A.Wolf ([6]) によって分類された対称

四元数ケーラー多様体の 1種である．本研究はグラスマン多様体 G̃r4(R
n) の半分次元全複

素部分多様体について Lie 球面幾何学の複素化と呼ばれるべき幾何学との関連に着目して調

べることを目的としている．以下でその関連の概要を述べる．

n 次元複素ベクトル空間 C
n の複素 2 次元部分空間で標準的な複素内積を制限したとき

零となるもの全体 H2(C
n) は（複素） 2n− 7 次元複素多様体となり，さらに正則接触構造

をもつ．H2(C
n) から G̃r4(R

n) への自然な射影が定義され，これは G̃r4(R
n) の四元数ケー

ラー構造に関するツイスターファイブレーションになっている．ツイスター空間は四元数

ケーラー多様体を研究する際重要で有効な方法を与える．z21 + z22 + · · · + z2n−2 = 1 で定義

される C
n−2 の複素超曲面を CSn−3 で表し，複素球面と呼ぶ．CSn−3 には複素内積から

誘導された複素リーマン計量が入り複素リーマン多様体になる．CSn−3 の単位接ベクトル

束 S(TCSn−3) は H2(C
n) への正則埋め込みをもち，その像は H2(C

n) の開集合となる．以

上をまとめると次のような図式を得る：
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ただし，左側のファイブレーションの定義域は H2(C
n) 全体ではなく，S(TCSn−3) からの

正則埋め込みによる像に限る．それぞれのファイブレーションと四元数ケーラー幾何学，Lie

球面幾何学の複素化との関係の概要を述べる．

上記右側のファイブレーションについて： G̃r4(R
n) の複素部分多様体から H2(C

n) へのリ

フトが定まる（ツイスターリフトと呼ばれる）．この複素部分多様体が全複素部分多様体で

あるための必要十分条件はツイスターリフトが正則はめ込みで H2(C
n) の正則接触構造に関

して積分多様体になることである．特に，G̃r4(R
n) の半分次元全複素部分多様体のツイス

ターリフトは H2(C
n) のルジャンドル部分多様体になる．逆にルジャンドル部分多様体を射

影することにより全複素部分多様体が得られる．

上記左側のファイブレーションについて：複素球面 CSn−3 の非退化複素超曲面の単位法ベ

クトル場により H2(C
n) への正則はめ込みが定まり，正則接触構造に関してルジャンドル部
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分多様体になる．ルジャンドル部分多様体の接触幾何学の視点から複素球面 CSn−3 の複素

超曲面について論ずることが，Lie 球面幾何学の複素化に相当する幾何学である．

以上を統合することにより， H2(C
n) を仲立ちに複素球面 CSn−3 の複素超曲面と実グラス

マン多様体 G̃r4(R
n) の全複素部分多様体の間に対応関係があることが見いだされた．

複素球面の複素超曲面 → H2(C
n) のルジャンドル部分多様体

↔ G̃r4(R
n) の半分次元全複素部分多様体

上記対応関係に着目して G̃r4(R
n) の全複素部分多様体の構成，特徴付け等の問題を考える

ことが研究課題である．

本講演では，H2(C
n)のルジャンドル部分多様体に関する Lie球面幾何学の複素化の視点か

らの研究について得られた結果を中心に報告する．ツイスターファイブレーション H2(C
n) →

G̃r4(R
n)，全複素部分多様体の定義等を含む四元数ケーラー多様体の複素部分多様体の一般

論については，[7] やその参考文献などを参照してほしい．

本講演の構成は以下の通り：

§1 H2(C
n) の幾何

§2 複素リーマン幾何

§3 Lie 球面幾何学の複素化

§1 H2(C
n) の幾何

この節では H2(C
n) の正則接触構造，ルジャンドル部分多様体について述べる．

C
n で複素数を成分に持つ n 項列ベクトル全体のなす複素ベクトル空間を表す．〈 , 〉 を

C
n の標準的な複素内積とする．即ち

〈z, w〉 =
n∑

i=1

ziwi z, w ∈ C
n

W ⊂ C
n を複素部分空間とする． W の任意のベクトル u, v に対して， 〈u, v〉 = 0 が成り

立つとき，W を等方的部分空間 (isotropic subspace) という．

Gr2(C
n) (n ≥ 6 ) で C

n の複素 2 次元部分空間全体のなす複素グラスマン多様体を表し，

H2(C
n) で 2 次元等方的部分空間全体のなす集合を表す．Gr2(C

n) は (複素) 2(n− 2) 次元

複素多様体で，H2(C
n) は Gr2(C

n) の（複素）余次元 3 の複素部分多様体になる．複素内積

〈 , 〉 を保つ C
n の複素線形変換で行列式 1 となるもの全体のなす複素 Lie 群を SO(n,C)

で表す． SO(n,C) は Gr2(C
n) に複素 Lie 変換群として作用する．H2(C

n) はこの作用で不

変である．さらに，SO(n,C) は H2(C
n) に推移的に作用する．

H2(C
n) の幾何学を複素ベクトル束を用いて論ずる．C

n = Gr2(C
n)× C

n を Gr2(C
n) 上

の自明束，E ⊂ C
n を同語反復部分束 (tautological bundle)とする．即ち

E = {(e, v) ∈ Gr2(C
n)×C

n | v ∈ e}
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E は自明束の正則部分ベクトル束である．C
n/E で商ベクトル束を表す．自然に正則ベクト

ル束になる．πE : Cn → C
n/E を射影とする．πE は正則ベクトル束の間の束準同型写像に

なる．HomC(E,C
n/E) を各ファイバーにおける複素線形写像からなる複素ベクトル束とす

る．複素グラスマン多様体 Gr2(C
n) の接ベクトル束 TGr2(C

n) と HomC(E,C
n/E) とは複

素ベクトル束として同型になる．その同型対応は次のように与えられる：d を C
n の自明接

続とする．e ∈ Gr2(C
n), v ∈ e に対して e の近傍で定義された E の切断 s を s(e) = v と

なるように選ぶ．X ∈ TeGr2(C
n) に対し α(X) : e→ C

n/e を

(1.1) α(X)v = πE(dXs)

で定める．α(X)v は切断 s の選び方によらず定義される．また，α(X)は e から C
n/e へ

の複素線形写像である．このように定められた α : TGr2(C
n) → HomC(E,C

n/E) は複素ベ

クトル束としての同型写像になる．この同型対応で，接ベクトル束と HomC(E,C
n/E) と

を同一視する．

多様体 M から Gr2(C
n) への写像 f 及びその微分 df を ベクトル束の言葉で記述する．

同語反復部分束を f で引き戻すことにより，次の 1対 1 対応が成立する：

写像 f :M → Gr2(C
n) ↔ 部分ベクトル束

E ⊂ C
n =M × C

n

また，df には実線形写像

df : TM → HomC(E,C
n/E)

が対応している．f が複素多様体 M からの正則写像ならば，E は自明束 C
n =M×C

nの正則

部分ベクトル束となり，df は複素ベクトル束の間の束準同型写像になる．H2(C
n)は Gr2(C

n)

の複素部分多様体であるから，H2(C
n) の接ベクトル空間 TeH2(C

n) には HomC(e,C
n/e) の

複素部分空間が対応している．それは次で与えられる：

TeH2(C
n) = {φ ∈ HomC(e,C

n/e) | 〈φ(u), v〉 + 〈u, φ(v)〉 = 0, u, v ∈ e}

ここで，e は等方的部分空間であるから，〈φ(u), v〉 は φ(u) ∈ C
n/e に関して，代表元の選

び方によらず定まることに注意する．

H2(C
n) に正則接触構造を定義しよう．複素余次元 1 の接分布 D を次のように定める：

各 e ∈ H2(C
n) で

De = {φ ∈ TeH2(C
n) | 〈φ(u), v〉 = 0, u, v ∈ e}

= {φ ∈ HomC(e,C
n/e) | 〈φ(u), v〉 = 0, u, v ∈ e}

= HomC(e, e
⊥/e)

とおく．ここで，e⊥ は複素内積 〈 , 〉 に関して e に直交する C
n の部分空間を表す．e は等

方的部分空間であるから，e ⊂ e⊥ であることに注意する．また，商ベクトル空間 e⊥/e の

次元は n− 4 である．D は SO(n,C) の作用で不変な接分布である．正則接触構造は次のよ

うに定義される：(複素) 2m + 1 次元複素多様体 Z の（複素）余次元 1 接分布 D に対し，
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各点の近傍 U 上に正則 1-形式 ω が存在し， U 上で ω ∧ (dω)m 6= 0, ω|D = 0 をみたすと

き， D を正則接触構造 (holomorphic contact structure) という．

命題 1.1 D は H2(C
n) の正則接触構造となる．また, SO(n,C) は接触構造を保つ変換群と

して作用する．

SO(n,C) の作用による H2(C
n) の変換群を Lie 接触変換群とよぶ．

正則接触構造 D に関する H2(C
n) のルジャンドル部分多様体について考える．M を複素

多様体とし, その正則はめ込み (holomorphic immersion) λ : M → H2(C
n) が D の積分多

様体となるものとする．即ち，dλ による接ベクトル空間の像が D に含まれている．そのよ
うなはめ込まれた複素多様体で最大次元 (12 dimD ) となるものがルジャンドル部分多様体

である．ここで議論されている設定では，dimM = 1
2 dimD = 1

2(dimH2(C
n)− 1) = n− 4

となる．

M を n− 4 次元複素多様体とし，λ :M → H2(C
n) を正則写像とする．同語反復部分束

を引き戻すことにより，自明束 C
n =M ×C

n の正則部分ベクトル束 E が定まる．M の各

点の近傍で定義された C
n に値をもつ正則関数 Z1, Z2 が E の局所枠場となっているとき，

λ = [Z1, Z2] と表すことにする．以上の設定で λ :M → H2(C
n) がルジャンドル部分多様体

となるための条件を与えよう（cf. [2]）．

補題 1.2 λ :M → H2(C
n) がルジャンドル部分多様体になるための必要十分条件は M の各

点 p の近傍で次の条件をみたす E の局所枠場 [Z1, Z2] が存在することである．

(1) 〈Zi, Zj〉 = 0 (i, j = 1, 2)

(2) X ∈ TpM に対して，dZ1(X), dZ2(X) ∈ {Z1(p), Z2(p)}C ならば， X = 0.

(3) 〈dZ1, Z2〉 = 0

上記補題の条件 (2) で，{Z1(p), Z2(p)}C は Z1(p), Z2(p) で張られる C
n の部分空間即ち Ep

を表す．(2) は λ がはめ込みになることに対応している．(3) で 〈dZ1, Z2〉 は p の近傍で定

義された正則 1 次微分形式を表している．条件 (3) は λ が D の積分多様体となることに対
応している．

ルジャンドル部分多様体の自然な例を 3つ述べる．

例 1.3 (1) 複素 2 次超曲面 Qn−2 = {[z] ∈ CPn−1 | z ∈ C
n −{0}, 〈z, z〉 = 0} の元からル

ジャンドル部分多様体を構成する．固定された κ ∈ Qn−2 に対し

Q(κ) = {W ∈ H2(C
n) |W ⊃ κ}

とおく．Q(κ) は n− 4 次元複素 2次超曲面に正則同型であり，H2(C
n) のルジャンドル部分

多様体になる．Q(κ) は H2(C
n) のルジャンドル部分多様体に対し曲率球を定義する際, 基

本図形となる.

(2) V を C
n の非退化部分空間，V ⊥ を V の直交補空間とする．V, V ⊥ それぞれの次元

を r+2, s+2 (r, s ≥ 1) とする．従って特に r+ s = n− 4 である．P (V ), P (V ⊥) を V, V ⊥
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の射影空間とする．複素 2次超曲面 Qr, Qs を次で定める．

Qr = P (V ) ∩Qn−2 = {[z] ∈ P (V ) | 〈z, z〉 = 0}
Qs = P (V ⊥) ∩Qn−2 = {[w] ∈ P (V ⊥) | 〈w,w〉 = 0}.

正則写像 λ : Qr ×Qs → H2(C
n) を次で定める：

λ([z], [w]) = {z, w}
C
.

λ はルジャンドル埋め込みである．

(3) V を C
2m の m 次元等方的部分空間とする．V の任意の複素 2 次元部分空間は明ら

かに H2(C
2m) の元である．Gr2(V ) を V の複素 2 次元部分空間全体のなす複素グラスマン

多様体とする．このとき，埋め込み λ : Gr2(V ) → H2(C
2m) はルジャンドル部分多様体に

なる．

これらがルジャンドル部分多様体になることは，補題 1.2 によって分かる．

§2 複素リーマン幾何
この節では複素球面の複素超曲面から H2(C

n) へのルジャンドルはめ込みの構成法につい

て述べる．M を複素多様体とする. M 上の正則 (0, 2) 型対称テンソル場 g が各点で非退化

な複素内積を定める時，正則リーマン計量と呼ばれる．正則リーマン計量 g を備えた複素

多様体 (M,g) を複素リーマン多様体 という (cf. Lebrun [4]). 複素座標系 z1, · · · , zm のも
とで正則リーマン計量は次のように表示される：

g =
m∑

i,j=1

gijdzi ⊗ dzj ,

ここで，gij は正則関数，即ち ∂̄gij = 0．また 非退化性により det (gij) 6= 0 をみたす．正則

リーマン計量 g の実部を gR とおく．このとき， gR は符号数 (m,m) をもつ擬リーマン計

量で， gR(JX, JY ) = −gR(X,Y ) をみたす．ここで，J は M の複素構造を表す．このよ

うな計量はアンチ-ケーラー計量と呼ばれている．アンチ-ケーラー多様体に対し興味深い研

究が行われている（cf. [1],[3]）. 両者は本質的に同じ対象である．

複素リーマン多様体に対して，(実)リーマン幾何学とほぼ同じ議論が展開される．最初に

適合する接続の存在が示される．複素多様体 M 上の捩れのないアフィン接続 ∇ で ∇J = 0

をみたすものを複素接続という．複素接続 ∇ が正則であるとは任意の局所正則ベクトル場
Z,W に対して ∇ZW が正則であるときをいう．この条件は，複素座標系に関する接続係数

が正則関数となることと同値である．

命題 2.1 (cf [4]) (M,g) を複素リーマン多様体とする．このとき，正則アフィン接続 ∇ で
∇g = 0 をみたすものが唯 1つ存在する．

適合する接続が導入されれば，この接続に基づき様々な幾何学的諸量や概念 – 曲率テン

ソル，測地線など – が定義され，幾何学が展開される．複素リーマン多様体の複素部分多様

体論も興味深いのではないかと思う．(M̃ , g̃) を複素リーマン多様体とし，f :M → M̃ を複
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素多様体 M から M̃ への正則はめ込みとする．M の各点 p で，df(TpM) が g̃ に関して非

退化部分空間になっているとき，非退化部分多様体 という．このとき，引き戻し f−1TM̃

は M 上の正則ベクトル束となり，接ベクトル束 TM の像 df(TM) はその正則部分ベクト

ル束である．g̃ に関する直交補空間をとり，法ベクトル束 T⊥M を定義することができる．

T⊥M は f−1TM̃ の正則部分ベクトル束である．このようにして，正則ベクトル束の直和

分解を得る：

f−1TM̃ = df(TM) + T⊥M.

上記のような設定で（実）リーマン部分多様体論と同様に，第 2基本形式，型作用素などの

概念が定義され，ガウス，ワインガルテンの公式，部分多様体の基本方程式である ガウス

方程式，コダッチ方程式，リッチ方程式が導かれる．

複素リーマン多様体の典型例である複素球面について述べる．複素ベクトル空間 C
n−2 は，

各点 z における接ベクトル空間 TzC
n−2 と C

n−2 との同一視のもと，標準的な複素内積

〈 , 〉 から定まる正則リーマン計量 ∑n−2
i=1 dzi ⊗ dzi をもつ．C

n−2 の超曲面 CSn−3 を次で

定め，複素球面 と呼ぶ：

CSn−3 =
{
z ∈ C

n−2 | 〈z,z〉 = 1
}
.

このとき，z ∈ CSn−3 における接ベクトル空間 TzCS
n−3 は次で与えられる:

TzCS
n−3 =

{
X ∈ TzC

n−2 = C
n−2 | 〈X,z〉 = 0

}
.

このようにして，直交直和分解

C
n−2 = TzCS

n−3 + Cz

を得る．従って，CSn−3 は C
n−2 の非退化部分多様体であり，誘導計量に関して複素リー

マン多様体になる．また，原点からの位置ベクトル z は z での単位法ベクトルとみること

ができる．誘導計量に適合する正則アフィン接続の曲率テンソル R は次をみたす:

R(X,Y )Z = 〈Y,Z〉X − 〈X,Z〉Y, X, Y, Z ∈ TzCS
n−3

CSn−3 の単位接ベクトル束 S(TCSn−3) は C
n−2 × C

n−2 の余次元 3 の複素部分多様体と

して次のように表される：

S(TCSn−3) =
{
(z, ξ) ∈ C

n−2 × C
n−2 | 〈z,z〉 = 1, 〈ξ, ξ〉 = 1, 〈z, ξ〉 = 0

}
.

π1 を C
n−2 × C

n−2 の第 1 成分への射影を S(TCSn−3) に制限した写像とする．π1 は

S(TCSn−3) から CSn−3 への単位接ベクトル束としての射影に外ならない．S(TCSn−3) の

余次元 1 の接分布 D を

D(z0,ξ0) =
{
X ∈ T(z0,ξ0)S(TCS

n−3) | 〈dπ1(X), ξ0〉 = 0
}

で定めると， D は S(TCSn−3) の正則接触構造になる．
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(z, ξ) ∈ S(TCSn−3) に対して，t(tz,
√
−1, 0), t(tξ, 0,

√
−1) で張られる C

n の 2 次元

部分空間
{
t(tz,

√
−1, 0), t(tξ, 0,

√
−1)

}
C
は等方的部分空間である．このようにして定まる

S(TCSn−3) から H2(C
n) への写像を ψ で表す．即ち，

(2.1) ψ : S(TCSn−3) ∋ (z, ξ) 7→
{
t(tz,

√
−1, 0), t(tξ, 0,

√
−1)

}
C
∈ H2(C

n).

命題 2.2 ψ は S(TCSn−3) から H2(C
n) の開部分多様体への正則同型写像である．さらに

正則接触構造を保つ．

複素球面の複素超曲面から 単位接ベクトル束 S(TCSn−3) のルジャンドル部分多様体を

構成する．（実）リーマン多様体の単位接ベクトル束での接触構造に対するルジャンドル部

分多様体の構成の類似である．M を n − 4 次元複素多様体，ϕ : M → CSn−3 を非退化超

曲面はめ込みとする．このとき，単位法ベクトル束 S(T⊥M) から M への射影は 2 重被覆

になっている．M 上連続な単位法ベクトル場 ξ がとれると仮定する．このとき

ϕ̂ = (ϕ, ξ) :M → C
n−2 × C

n−2

とおく．ϕ̂ は M から単位接ベクトル束 S(TCSn−3) への正則はめ込みになる．さらにル

ジャンドルはめ込みである．S(TCSn−3) から H2(C
n) の中への正則同型写像 ψ との合成写

像を考えることにより，ルジャンドルはめ込み ψ ◦ ϕ̂ :M → H2(C
n) を得る．H2(C

n) にお

けるルジャンドル部分多様体の接触幾何学の視点から複素球面 CSn−3 の複素超曲面につい

て論ずることが，Lie 球面幾何学の複素化に相当する幾何学である．特に，接触変換群とし

て作用する SO(n,C) のもとで不変な幾何学として議論する．Lie 球面幾何学の複素化の議

論は次節で述べることにし，ここではグラスマン多様体 G̃r4(R
n) の全複素部分多様体の構

成への応用について見ることにする．π : H2(C
n) → G̃r4(R

n) を序で述べた G̃r4(R
n) の四

元数ケーラー構造に関するツイスターファイブレーションとする．

定理 2.3 ϕ : M → CSn−3 を非退化超曲面はめ込みとし，連続な単位法ベクトル場 ξ がと

れると仮定する．このとき，ϕ̃ = π ◦ ψ ◦ ϕ̂ :M → G̃r4(R
n) は（半分次元）全複素はめ込み

である．

この結果により，CSn−3 の複素超曲面の興味深い例の構成とそれらに対応する H2(C
n)の

ルジャンドル部分多様体，G̃r4(R
n) の全複素部分多様体の幾何学的性質の解明が今後の課題

となろう．ここでは，初等的な例– 超球面 – について考える．最初に，CSn−3 の超球面の

構成について述べる． p ∈ C
n−2 (p 6= 0), c ∈ C に対して，CSn−3 の超曲面を次で定める：

M =
{
z ∈ CSn−3 | 〈p,z〉 = c

}

このとき，M が非退化超曲面になるための必要十分条件は 〈p, p〉 6= c2. 非退化超曲面にな

るとき, M 上に連続な単位法ベクトル場 ζ を定めることができ，ζ に関する型作用素 Aζ は

Aζ = λ id (λ はある複素定数) をみたす．このような型作用素をもつ非退化超曲面を超球面

と呼ぶ．超球面の誘導計量に関する曲率テンソルは

R(X,Y )Z = (1 + λ2){〈Y,Z〉X − 〈X,Z〉Y }

で与えられる．
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上の事実を受け，単位法ベクトル場の選び方を含め次のような超球面を考える：

Case 1. 〈p, p〉 = 1, ρ ∈ C, ρ 6= mπ (m ∈ Z) に対し，

S(p, ρ) =
{
z ∈ CSn−3 | 〈p,z〉 = cos ρ

}

単位法ベクトル場 ζ = 1
sinρ

(p− cos ρ z). このとき，主曲率は cot ρ = cos ρ
sin ρ

.

Case 2. 〈p, p〉 = 0 (p 6= 0) に対し，

S(p, 1,+) =
{
z ∈ CSn−3 | 〈p,z〉 = 1

}

単位法ベクトル場 ζ =
√
−1(p − z). このとき，主曲率は

√
−1. Case 2 の誘導計量は平坦

であり，ホロ球面に相当する.

超球面はこれらで尽くされる．超球面は Lie 球面幾何学を展開する上での基本図形になっ

ている．これらの超球面のルジャンドルはめ込み ψ ◦ ϕ̂ : M → H2(C
n) による像は 例 1.3

(1) で与えられた複素 2次超曲面 Q(κ) の開部分集合になっている．ここで，Case 1 のとき

κ = t(tp,
√
−1 cos ρ,

√
−1 sin ρ), Case 2 のとき κ = t(tp,

√
−1, 1) である．

§3 Lie 球面幾何学の複素化

最初に，例 1.3 (1) の特徴付けに相当する結果を述べる．

命題 3.1 λ :M → H2(C
n) を n− 4 (≥ 2) 次元複素多様体 M からのルジャンドルはめ込み

とする．E を同語反復部分束を引き戻すことにより定まる自明束 C
n = M × C

n の正則部

分ベクトル束とする．E の正則直線部分束 K で次の条件をみたすものが存在すると仮定す

る： M の任意の点 p, 任意の接ベクトル X ∈ TpM に対し，dλ(X)k = 0, k ∈ Kp が成立

する．ここで，dλ(X) を HomC(E,C
n/E) の元として捉えている．このとき，正則直線部

分束 K の定める複素 2 次超曲面 Qn−2 への写像は定値である．その像となる Qn−2 の点を

κ とすると, λ の像は Q(κ) の開部分多様体になる．

命題 3.1 を受け，(実)Lie 球面幾何学の理論に倣い，ルジャンドル部分多様体に対して曲

率球を導入する（cf. [2],[5]）.

定義 3.2 λ : M → H2(C
n) を n − 4 次元複素多様体 M からのルジャンドルはめ込みと

し，p を M の点とする．0 でない k ∈ λ(p) に対し，0 でない接ベクトル X ∈ TpM で

dλ(X)k = 0 をみたすものが存在するとき，[k] ∈ Qn−2 を点 p での λ の曲率球 (curvature

sphere) といい，X を [k] に対応する曲率方向 (a direction of curvature)という．曲

率方向となる接ベクトルのなす部分空間の次元を曲率球 [k] の重複度という．

ここでは，Qn−2 の元 κ と κ の定める複素 2 次超曲面 Q(κ) ⊂ H2(C
n) とを同一視して

曲率球という用語を用いている．

各点 p での曲率球について次のいずれかが成り立つ：

Case 1. 高々 n− 4 個の異なる曲率球が存在する．

Case 2. すべての k ∈ λ(p) について [k] ∈ Qn−2 は曲率球である．

Case 2 は (実)Lie 球面幾何学では起こらない現象である．Case 1,Case 2 それぞれの例を

あげよう．

8



Case 1 の例： ϕ : M → CSn−3 を非退化超曲面はめ込み, ξ を ϕ に沿う単位法ベクトル場

とする．Z1 =
t(tϕ,

√
−1, 0), Z2 =

t(tξ, 0,
√
−1), λ = [Z1, Z2] とおき，ϕ に対応するルジャ

ンドルはめ込み λ を定める．

dλ(X)Z1 = πE(dZ1(X)) = πE
t(tdϕ(X), 0, 0), dλ(X)Z2 = πE(dZ2(X)) = πE

t(tdξ(X), 0, 0).

従って，dλ(X)(sZ1 + Z2) = 0 となるための必要十分条件は s dϕ(X) + dξ(X) = 0. これ

は，s が型作用素 Aξ の固有値，即ち主曲率，X が主曲率ベクトルであることを意味してい

る．Lie 球面幾何学における主曲率の対応物が曲率球である．この場合は，相異なる曲率球

の個数と主曲率の個数は一致する．

Case 2 の例：例 1.3 (3) のルジャンドル埋め込み λ : Gr2(V ) → H2(C
2m).

曲率球の概念は Lie 接触変換群の作用で不変である．即ち，次が成立する（cf. [2],[5]）.

命題 3.3 λ : M → H2(C
n) をルジャンドルはめ込みとし, P を SO(n,C) の元とする．

[k] ∈ Qn−2 を点 p での λ の曲率球とする．このとき，P [k] はルジャンドルはめ込み Pλ の

点 p での曲率球である．また，[k], P [k] に対応する曲率方向は一致する．

曲率球の性質に着目したルジャンドル部分多様体の特徴付けは Lie 球面幾何学の興味深い

問題と思う．命題 3.1 は重複度 n− 4 (= dimM)の唯 1つの曲率球をもつルジャンドル部分

多様体を決定した結果とみることができる．それでは，相異なる曲率球を 2つもつ場合はど

うなるだろうか? （実）Lie 球面幾何学では（追加の条件も課され）デュパンサイクライド

( a cyclide of Dupin)と呼ばれている対象が調べられている（cf. [2],[5]）. これは（実）

Lie 球面幾何学の枠組みで Pinkall によって決定されている ([5], Theorem 3)．複素版を考

えよう．（実）Lie 球面幾何学に倣い，デュパンサイクライドを定義する．λ : M → H2(C
n)

を n− 4 次元複素多様体 M からのルジャンドルはめ込みとする．λ が次の条件 (i),(ii),(iii)

をみたすとき，特性数 (r, s) のデュパンサイクライドという：

(i) M の各点で ちょうど 2 つの曲率球 [k1], [k2] をもち，それぞれの重複度は r, s, (r+ s =

n − 4). さらに，各 [ki] (i = 1, 2) は M から 2次超曲面 Qn−2 への正則写像を定めている

とする．

(ii) Ti (i = 1, 2) を各曲率球 [ki] の曲率方向ベクトルからなる接分布とする．(i) の仮定のも

と，Ti は完全積分可能である．

(iii) 各 i (i = 1, 2) について，Ti の積分多様体上 曲率球 [ki] は一定である．

例 1.3 (2) は特性数 (s, r) のデュパンサイクライドである．（実）Lie 球面幾何学の場合と

同様に H2(C
n) のデュパンサイクライドの分類を得る．証明もほぼ同じである．

定理 3.4 (1) 特性数 (s, r) の連結デュパンサイクライド λ :M → H2(C
n) の像は例 1.3 (2)

で示されたデュパンサイクライドに含まれる．

(2) 同じ特性数をもつ 2 つのデュパンサイクライドは，局所的に Lie 接触変換で移り合う．

ここまでは初等的な例に基づく議論であった．今後は，より多くの例を構成し，その幾何

学的性質等を調べたい．
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