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I . はじめに

Definition 1 .

G : 連結Lie 群,
L

: G の 閉部分群,
σ
( キ ida

) ε Inv ( G).

( ん. σ ) :対称空間 (G^
)

。 CLcG⇒
t.

但 し , G σ= { x εGI σ (x ) = x }
,
(G ^)。 :単位連結成分

、



。 Definition 2 .

(GL , σ ]:対称空間

GL : para
- Hermite ( resp .擬Hermite )

⇒x. G - 不変para複素構造( resp. 複素構造 ) と
G -本変 para -Hermite計量 (resp擬 Hermite計量 )
を 兼ね備 えている

。

para- Hermite対称空間 を ±AHSS
.

擬 Hermite対称空間 を ISHSS と 略記 する



Co - mtdM に対 して MI Iとはのpara複素構造
M ょの ( 1 . 1 ) -テンソル 場 であて ( い ) ～ ( 3 ) をみたすもの :

I
'

= id
.

( 1 )

di TptM = diiTrMfortpeM( 2 )

但 し ,Tp± M = { UcTPMIIp( u ] = さい
}1

[ IX , IYJ - ILIX , YJ - ILX
,
IY] tLx

, Y] = 0 tortX ,
Y εx (M )( 3 )

また 、 M 上 の Y とはM上 の擬 Riemann計量 でPara
- Hermite計量

( 4 ) g ( IX ,
Y ) tg (x , IY ) = 0 forX

,
YEx (M )

を満 たすものをいう



。 Remark
.

( h ,σ , I , g ]:PAHSS とする

1 ( 1 ) para - Hermite計量 g はニュ ー トラル計量
。

( 2 ) ω ( x
,
[ ) : = g ( ×

,
IY ) ( ×

,
T ε GL ) は L 上 の

シンプレクティック形式 、

( 3 ) T ± : GLaP → Tp
±
GL は完全可積分



例 ] (一葉双曲面 の高次元化)

G : = SL ( P + q ,
R
) ( I ≡ P ≡ 9 ) ,

g
: = Lie ( G) = SI ( Ptq, R )

.

- で “( 6 ER - pE .)← 9 ,. Mi =AdG ( 2 ) = GYCa (2 )

とすると M はIAHSS になる

σ s =Aap =iπ 2. Io:
= adIly, 2 o : = Bgluxu

.

但 し ,
σ
は G /Lの 原点,し: = { ×ε g ( σ* (x ) = - × } ,

Bg は gokilling形式、
. p = q = ] のとき ,M は 一葉双曲面 、



。各点 を通 る母線 Fp
さ
…

2本存在 する
。

習 ∞ Fpさはそれぞれ TI の P を通る

極大連結積分多様体
:

ー
-ーー

人

Fpi Fpt

'

Iplu ) = (
µ " U ε ToF

-

u .

uoTuFr∴

SL ( 2
.
R /s( GL ( 1 . 1R ) ×GL ( 1 ,R ))



。 例 2 (対称 R空間 の余接束 )

Riemann対称空間のイットロピー表現の軌道で
対称空間 になているものを対称 R空間 とう

。対称 R空間 の余接束 は ±AHSS になる
( ct

. Nagano ,
Takeuchi

, Kaneyuhi - Korai )

卍 T
*
N ≡ G/L

↓

∞ v = a^L≡ L



' Lemma I ( Kaneyuki - Korai )

。 ( G/L , σ .I , g ):概効果的半単純 IAHSS
,
g : = Lie( G

)

g = 104 : *に 関 する 標準分解、
ョコ
Z ε 3 ( 1 ) st ( 1 ) = ag (τ ) = { × eg / (× ,2 ] = 0

}{ ( 2 ) I
0
= adzl .

この 乙 を GK の 特性元 という

。 L = CG (τ ) のとき , GL を 双曲軌道型 という
。



Lemma2 ( Shapiro )

( GE
.

Ʃ .
J

. h ):概効果的半純 ISHSS , 9 : = Lie( G
)

g = T 04 : * に 関 する ⑨ の 標準分解。

aIS
ε } ( T ) S .

t

.
[

= Ca[ s ] = CE( s)o . Jo= adsty .



2
. para実形 。

。 Definition 3 .

(M
,
I )

.

(M ' ;
I

' ) :para複素多様体 , f:M→
M

' をO像
。

{ fipara
正則⇒ (df )Ip= Itc )oldf) p

f :反 para正則 ⇒5
.

(dt)poIp = - Ifcro (df) p

。 LAHSS GL の対合的反 para正則等長変換 の

固定点集合 の連結成分 を para実形 という



例 3
. ∞赤線 はそれぞれ 一葉双曲面の

para実形

ーー 、
、

。双曲線 は

Ʃ : xL人→ ( Jx 5 - ) L
,

J = ( ω )
--

- の 固定点集合
SL ( 2 , RYS( GLCI , R) × GLC 1 . R ) )

。 SI は
= : G/L 巨 : xLi→ tc-L

の 固定点集合合



。 Remark
.

く )対合的反 para正則等長変換の 固定点集合 は

連結 とは限 らない

( 2 ) 任意の Para実形 は原点 を 含むある para実形 と合同

( 3 ) 双曲軌道型効果的半単純 やAHSS には

コンパクトな para実形 が 一意的 に存在 する
(対称 R空間 )

、

( 4 ) ( 3 ) の 非 コンパクト双対 も 一意的 に存在し
コンパクトなものと直交するようにとれる 。



. LropositionI .

ー 双曲軌道型効果的半単純 RAHSS(L
.

σ
,
I

.
g ) :

。

go =λ Bglg - n* xg - *( λ ER 、 { 0 } ) , OERCGL とする
。

次 の ( 1 ) と ( 2 ) は同値 。

( 1 ) R は para実形 。

{ (2 ) R は 閉連結完備全測地的 Lagrange部分多様体 で

誘導計量 が非退化 。



∞ Theorem I
.

非退化 Jordan triple system から構成される
擬 Riemann対称 R空間 はある双曲軌道型効果的半純
LAHSS の para実形 として実現できその逆 も成り立 つ

Remark

対称 R空間 コンパクト JTS C 非退化 JTS→〈



. 3双対性
。

-

Lie群 G : 絶対単純 ⇒e
5
Lie (G ) の複素化 が単純 。

。 以下 ,RAHSS といえば、
双曲軌道型効果的絶対単純

であるとし RSHSS といえば 効果的絶対単純 であるとする
。 Remank

。 このとき ±AHSS
,
ISHSS の Para

- Hermite計量
、

擬 Hermite計量 は 、 定数倍の差を除 いて 一意 である
。



G
,
G :連結絶対単純 Lie群 with Z (G )

,
Z (G ] : 自明

P (G ) : RAHSSGL とその para実形 R の 組 (L . R )の全体{R (G ] : ISHSSEE とその実形 2の 組 (GE
,
Q ) の全体 :

. g , 9 :絶対単純 Lie代数
' d$ ( g ) : g の 半単純元乙 で adでの 固有値が 0

, ± 1 なるものと

る ε Inv /g ) で 、 3[ 2 ] =一 となるものの 組( 2
. 3 )全体

:

Ip151: 年半単純元 s で ndsn 固有値 が 0 ±になるも(
ε Inv ( 5 )でそ ( 5 ) = - S なるものの組 ( S . そ )全体 :



。 φ¢ :複素単純 Lie代数

d/ 9 a ) : a の実形手と , ( 2, 3 ) εd(g) の 三 つ 組 [ g2 . 3 )

1
⑦

の 全体
。

dR (90 ) : 9 a の 実形 g と (S 7 ) ε dR (g) の 三 つ組 (9
.

S
.
そ )

の 全体



Definition 4 .

( 1 ) . (Li . R ,
)
, (G/L

2

, R 2 )ε P( G )に 対 して

( GL , ,

Ri ) = (G
/
L

= ,R . ) ⇒ま :G1→GL で para正則相似変換
u

.

車 ( R . ) =R

( 2 ) (22
,
3 ,

)
, ( 22 , 32 ) ad $( g )に 対 して

( 21 .
引 , ) ～ ( 2 . 3)

⇒

ョφεAut( 9 )
s

. t ,φ ( 2 . )= 22 , φ 030 φ
-

a5.

( 3 ) ( 9 , 2 , 3 ) , ( 9= , 22 , 32 ) εd か( 9 a )に 対 して

( 9, 21 , 3 引 ) ～ ( 9 . 22 .3弘 )

⇒

. φ : 9
.→ : :同型 s

.

t
.

φ (2 ) = 22 , φ 03 , 0
φ -= ろ

~



R ( G ) , dR (g)
,
dR (ga ) にも同様にして同値関係 を

定義 する 次 を 得 る 昌

d(g)/_→ d 19 a
] in

字 dR (9a ) F
F .

IR (5 )人 人
bt Fpo

ー
1

fbiiFo
力 (G )に R (GK

for tg . g : gaの実形



Remark
.

。各絶対単純 Lie代数 9
.
5 に対 して

,
d1g~

,
dR (5 )%

を 決定すればきAHSS
,
LSHSS の para実形、実形 の

分類 を 得 る ( Boumuki
, Shimokawa - S

. )
.



Fid( 9 a ) /～→ dR (90 )～ につて

Rroposition 2 .

. Jo:複素単純Lie代数

( 1 ) fid $( 9 o ) →dR( 90
)
, (

9
,

2
. 3 ) →(

9
,

s , n
)

g = g 3
akig -

3
, S.

F 12 , 7 : = 31
g

は 全単射 但 し 3 弘 は 弓 の go への 複素化 。

( 2 ) F : dp (9 a )/～ → dR (ga )/～ ,
[ 19

,
2
.
3 )]H [f [g ,

2
. 3]

は well -defined
で
全単射



Theorem2 .

(L
,

R ) εP (G ) ,
OER とする

ヨ
(

G/E,
R

) ER ( G) , OER S .t . Q は Rと同変微分同型
~ この逆も成 り立 つ 。



' Outline of proof .
己
:

R に 同伴した G /L の対合的反 para正則等長変換 とする 、

1 学ε ( G ) s .t .

分 ( L ) = L
.

Ʃ [xL ) = 分 (x ) し
,

[ 2) = - 2Inv

但 して GL の 特性元
,

3 z 分 ャ
' H : =(

G
5 )

。
, g : = Lie( G ) とし , [ g

.
s , 7 ) := f 1 g

,
2 , 3

)

G : =Int ( g ) とするこのとき G/Ca (s) は ISHSS .

そから G /CE (S) の原点 を 固定 する対合的反正則等長変換
を誘導できその 固定点集合 を Q とする



。 このとき R と Q は H 同変微分同型になるロ
G/CG ( II G/Cac [ 2 )

tdHl
'

ouHis
に、倍

{
s
金

G/Ca (S )

Ga : G
,
G の 複素化



Remark
.

. Ga/Cac (2 ) は Para -Hermiteか擬HermitG/caa (s )

G/CG (2 ) 入実形
G/Cac (2 )
a実形G/ca (s )



Proposition 3 .

, σ : = ap =.πad 2εInv ( g ) とする

( 1 ) G/ca [ s ) : 非 コンパクト型 Hermite対称空間
⇒ 35 : g の Cartan対合 、

( 2 ) G/ca [s ) : コンパクト 型 Hermite対称空間
⇒⇒ ig のCartan対合3



。 例 4
.

( I )
.

1 ≡ PEq
.

RAHSS

SL ( P+6
, RYS (GL (P, R ) ×GL 16 , R ))Opara

実形

So ( p
,
q )

。/sop( ) ×SO (q ))
入実形 ISHSS

SU ( P, EYSIU ( P ) × U (q 7 )



( 2 ) 1 ≤ i ≡ P - 1
, pt 1 ≤ I ≤ n - 1

IAHSS
p + tq,YS( GL ( うな -PiR ) × GLRP+ f - izR
)SL

Ipara実形

SO ( p , q )
。/(soli . よ - p ) ×So ( P - i

. nj )
。 }

]実形
ISHSS

SU ( P , 6/s ( U ( ; j - p ) × UIP - inなり



( 3 ) 2 ≡ n
,

1 ≤ i < (た ) か

IAHSS
SL ( In

, R/s (GL (2 I
, B ) ×GL ( z ( n - i )

.
R ) )

Ipara実形

Sp ( n , RY(Sp ( I
,
R ) × Sp ( n - i . 1R ) )

}実形 RSHSS
SU (ninYs / u ( i

.
; ) × UIn - i

,
n - i ) )



ご清聴 ありがとうございました 。


