
F -Yang-Mills接続の不安定性について
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概 要
Riemann多様体上の主ファイバー束が定める接続に対して F -Yang-Mills接続の概

念が定義される．この概念は Yang-Mills接続，p-Yang-Mills接続，指数的 Yang-Mills
接続の拡張となっている．本稿では F -Yang-Mills接続の不安定性について得られた結
果，すなわち，Simons (1977) によって与えられた標準球面上のYang-Mills接続の不安
定性に関する結果を F -Yang-Mills接続の場合に拡張したものを与える．本研究は新谷
一翔氏との共同研究 (arXiv:2301.0429)に基づく．

1 導入
任意のRiemann多様体上の主ファイバー束の接続の空間にはYang-Mills汎関数やいくつ

かの Yang-Mills型汎関数が導入され，そのような汎関数の臨界点（接続）が研究されてき
た．本研究ではDong-Wei ([6]) によって導入された F -Yang-Mills汎関数およびその臨界点
である F -Yang-Mills接続を扱う．ここで，F は区間 [0,∞)上で定義された非負値，単調増
加な C2 級関数とする．F -Yang-Mills汎関数は，Yang-Mills汎関数，p-Yang-Mills汎関数
([5])，指数Yang-Mills汎関数 ([14]) の一般化として知られている．
通常の Yang-Mills接続の理論には多くの研究結果があり，本研究と密接に関連するのは

Yang-Mills接続に関する不安定性定理（Simons [16], Kobayashi-Ohnita-Takeuchi [10]）であ
る．F -Yang-Mills接続の研究は，Yang-Mills接続に関する結果を拡張することによって進展し
てきた ([5], [8])．本研究の目的は SimonsやKobayashi-Ohnita-TakeuchiによるYang-Mills

接続の不安定性に関する結果を F -Yang-Mills接続へ拡張することである．Simons ([16]) は
n > 4ならば標準球面 Sn上で非平坦なYang-Mills接続が不安定であることを示した．この
結果の F -Yang-Mills接続に拡張として次を得た：

定理 1.1 ([3, Corollary 4.12]). 次で定義される F の微分 F ′の次数 dF ′ が有限であると仮定
する：

dF ′ = sup
t∈[0,∞)

tF ′′(t)

F ′(t)
. (1.1)

このとき，
n > 4dF ′ + 4, (1.2)

ならば，n次元標準球面 Sn上の任意の非平坦な F -Yang-Mills接続は不安定である．
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この定理から F -Yang-Mills接続の不安定性の Simons型定理を導く上で次数 dF ′ の有限
性の重要性が見てとれる．Yang-Mills接続（F (t) = t）の場合では dF ′ = 0となり，不等式
(1.2)は n > 4となる．よって，定理 1.1は Simonsのものと一致する．さらに，定理 1.1は
Chen-Zhou ([5]) による p-Yang-Mills接続の不安定性定理の一般化にもなっている．指数的
Yang-Mills接続（F (t) = exp(t)）の場合は次数 dF ′ は無限となるのでこの定理は適用でき
ないが，指数的Yang-Mills接続の不安定性に関する次のような結果を得た：
定理 1.2 ([3, Proposition 4.14]). n > 4とする．Sn上の非平坦な指数的Yang-Mills接続∇
に対して，曲率R∇の (2.4)で定義されるノルムが次の不等式を満たすならば，∇は不安定
である：

‖R∇‖ <
√
n− 4

2
. (1.3)

本稿の構成：2節ではF -Yang-Mills接続の基本的な内容についてまとめた．3節は定理1.1と
定理 1.2の証明の概要について説明した．4節では今後の問題について説明した．

2 F -Yang-Mills接続
M を向きづけられた連結閉Riemann多様体とする．Gはコンパクト Lie群でその Lie環

を gで表す．Gの随伴表現をAd : G→ GL(g)で表す．P をM 上の主ファイバー束で構造
群が Gであるものとする．X ∈ gが生成する P 上の基本ベクトル場を X̃ で表す．P 上の
Ad型の gに値をもつ 1形式Aで任意のX ∈ gに対してA(X̃) = X を満たすものを P 上の
接続（もしくは接続 1形式）とよぶ．P の随伴束を gP で表す：

gP = P ×Ad g = (P × g)/G. (2.1)

非負整数 kに対して，Ωk(gP ) = ΛkT ∗M ⊗ gP と書く．P 上の各接続は gP 上の接続を導く．
これはまた Ωk(gP )上の接続も導く．gP 上の接続の全体からなる集合 C は，付随するベク
トル空間が Ω1(gP )である（無限次元の）アフィン空間となる．Cの各点における接空間は
自然に Ω1(gP )と同型となる．
∇を gP 上の接続とする．∇の曲率 2形式R∇は Ω2(gP )の元となる．∇に関する共変外

微分 d∇ : Ωk(gP ) → Ωk+1(gP )は次のように与えられる：

d∇φ(X1, . . . , Xk+1) =

k+1∑
i=1

(−1)i+1∇Xi(φ(X1, . . . , X̂i, . . . ,Xk + 1))

+
∑
i<j

(−1)i+jφ([Xi, Xj ], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xk+1). (2.2)

次の等式が成り立つことが知られている：
d∇R∇ = 0. (2.3)

この等式は Bianchiの恒等式とよばれる．一般的に d∇ ◦ d∇は非零である．R∇ = 0ならば
d∇ ◦ d∇ = 0となることが示される．曲率 2形式が零となる接続は平坦接続とよばれる．
gP 上で接続に整合するファイバー計量が g上の不変内積 〈·, ·〉から導かれる（cf. [7, Propo-

sition 5.9.7]）．さらに，〈·, ·〉はベクトル空間Ωk(gP )にも内積を導入し，同じ記号 〈·, ·〉で表
すことにする．φ ∈ Ωk(gP )に対して，

‖φ‖2 = 〈φ,φ〉 (2.4)
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とする．底空間M 上で点 xごとの内積 〈·, ·〉 を積分することで，Ωk(gP )上には次のような
内積が定まる：

(φ,ψ) =

∫
M
〈φ,ψ〉dv, φ, ψ ∈ Ωk(gP ). (2.5)

ただし，dvはM のRiemann体積形式を表す．
定義 2.1 ([6, Definitions 3.1 and 3.2]). F : [0,∞) → Rを非負値，単調増加なC2級関数と
する．F -Yang-Mills汎関数 YMF : C → R は次で定義される：

YMF (∇) =

∫
M
F (

1

2
‖R∇‖2)dv. (2.6)

F -Yang-Mills汎関数の臨界点（接続）∇は F -Yang-Mills接続とよばれる．
F -Yang-Mills接続の具体例を与える．

例 2.2. (i) F (t) = tの場合，F -Yang-Mills汎関数は通常のYang-Mills汎関数 YM : C → R
に一致する：

YM(∇) =
1

2

∫
M

‖R∇‖2dv, (2.7)

これは∇の全曲率を意味する．この場合の F -Yang-Mills接続はYang-Mills接続である．
(ii) p ≥ 2とする．F = Fp : t 7→ (1/p)(2t)p/2としたとき，Fp-Yang-Mills接続は p-Yang-

Mills接続である (cf. [5])．明らかに，2-Yang-Mills接続はYang-Mills接続である．
(iii) F = Fe : t 7→ exp(t)としたとき，Fe-Yang-Mills接続は指数的 Yang-Mills接続であ

る (cf. [14])．
F -Yang-Mills汎関数YMF の第 1変分公式を復習する．δ∇を内積 (2.5)に関する d∇の形

式的な随伴作用素とする．すなわち，φ ∈ Ωk(gP )およびψ ∈ Ωk+1(gP )に対して (d∇φ,ψ) =

(φ, δ∇ψ)である．
定理 2.3 (第 1変分公式, [6, Lemma 3.1]). ∇ ∈ Cとする．∇tを C内のC∞級曲線で∇0 = ∇
となるものとする．

α =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

∇t ∈ Ω1(gP ) (2.8)

と表す．このとき，次が成り立つ：
d

dt

∣∣∣∣
t=0

YMF (∇t) =

∫
M
〈δ∇(F ′(

1

2
‖R∇‖2)R∇), α〉dv. (2.9)

(2.9)を用いると∇ ∈ Cが F -Yang-Mills接続であるための必要十分条件は

δ∇(F ′(
1

2
‖R∇‖2)R∇) = 0. (2.10)

である．この方程式は F -Yang-Mills方程式とよばれる．例えば，F (t) = tとすると (2.10)

は δ∇R∇ = 0と書き換えられる．これは通常のYang-Mills方程式として知られている．
定義 2.4. F -Yang-Mills接続∇が弱安定であるとは，次の不等式が成り立つときをいう：

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

YMF (∇t) ≥ 0. (2.11)

ただし，∇tは C 内の C∞級曲線で∇0 = ∇となるものとする．F -Yang-Mills接続∇が不
安定であるとは，∇が弱安定でないときをいう．
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任意の平坦接続 ∇は弱安定な F -Yang-Mills接続であることが確かめられる．弱安定な
F -Yang-Mills接続で非平坦なものを見つけることは基本的な問題となる．しかし，本研究
では F -Yang-Mills接続の不安定性を問題にしている．実際，定理 1.1で述べたように底空間
が標準球面である場合，平坦接続のみが弱安定な F -Yang-Mills接続となる．
F -Yang-Mills汎関数 YMF の第 2変分公式について説明する．R∇ : Ω1(gP ) → Ω1(gP )

を∇のWeitzenböck曲率とする（定義については [4, (3.1)] を参照）．R∇は次の関係式を
満たすことが示される：

〈R∇(α), α〉 = 〈[α ∧ α], R∇〉. (2.12)

ただし，[· ∧ ·] : Ω1(gP )× Ω1(gP ) → Ω2(gP )は

[α ∧ β](X,Y ) = [α(X), β(Y )]− [α(Y ), β(X)], X, Y ∈ X(M) = Γ(TM). (2.13)

で定義される．
F -Yang-Mills接続∇の指数形式 I∇を次で定義する：

I∇(α) =
∫
M
F ′′(

1

2
‖R∇‖2)〈d∇α,R∇〉2dv

+

∫
M
F ′(

1

2
‖R∇‖2)

{
〈R∇(α), α〉+ ‖d∇α‖2

}
dv. (2.14)

定理 2.5 (第 2変分公式, [3, Proposition 3.7]). ∇ ∈ C を F -Yang-Mills接続とする．∇tを
C内の C∞級曲線で∇0 = ∇となるものとし，

α =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

∇t ∈ Ω1(gP ). (2.15)

とする．このとき，次が成り立つ：
d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

YMF (∇t) = I∇(α). (2.16)

(2.16)より，∇が弱安定であることとすべての α ∈ Ω1(gP )に対して I∇(α) ≥ 0であるこ
とは同値である．

3 標準球面上のF -Yang-Mills接続の不安定性
はじめに Simonsの定理を復習する．

定理 3.1 ([16]). n > 4ならば n次元の標準球面 Sn上の非平坦なYang-Mills接続はすべて
不安定である．

定理 3.1は Simons ([16]) によって与えられたが，その証明は Bourguignon-Lawson ([4])

によって与えられた．Simonsの定理を一般化するために彼らの証明を簡単に復習する．
MnはEuclid空間RN（n < N）に等長にはめ込まれていると仮定する．{EA}NA=1をRN

の標準基底とする．各 1 ≤ A ≤ N に対して，VA をM ⊂ RN に関する EAの接線成分とす
る．各 1 ≤ A ≤ N に対して，ιVA

R∇ を次で定義される Ω1(gP )の元とする：

ιVA
R∇(X) = R∇(VA, X), X ∈ X(M). (3.1)
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注意 3.2. Nayatani-Urakawa ([17]) は，任意の接ベクトル場 V に対して ιVR
∇ ∈ Ω1(gP )の

幾何学的な記述を与えている．Ṽ で∇に関する V の水平リフトを表し，Ṽ に対応する 1パ
ラメータ変換群を利用して∇を通る C 内の曲線を構成している．このとき，ιVR∇はこの
曲線の∇における速度ベクトルに一致する．

I∇(ιVA
R∇) (A = 1, . . . , N) の平均（もしくはトレース）

N∑
A=1

I∇(ιVA
R∇) (3.2)

を考えたとき，次の補題は基本的である．

補題 3.3. 任意の F -Yang-Mills接続∇に対して，
N∑

A=1

I∇(ιVA
R∇) < 0, (3.3)

が成り立てば，∇は不安定である．

証明. この補題は対偶によって証明される．∇を弱安定な F -Yang-Mills接続とする．任意
のα ∈ Ω1(gP )に対して I∇(α) ≥ 0である．特に，α = ιVA

R∇を代入すると I∇(ιVA
R∇) ≥ 0

となるので，
N∑

A=1

I∇(ιVA
R∇) ≥ 0. (3.4)

したがって，補題が示された．

この補題により，任意の非平坦な F -Yang-Mills接続∇に対して，(3.3)が成り立てば，少
なくとも 1つの A ∈ {1, . . . , N}で F -Yang-Mills汎関数 YMF が ιVA

R∇方向に減少してい
ることを示している．
以下では，定理 3.1の証明を与える．

定理 3.1の証明（概要）. 定理 3.1では F (t) = tの場合を扱う．SnをRn+1内の単位標準球
面とする．Bourguignon-Lawson ([4, (7.7) Theorem]) は次を示した：

n+1∑
A=1

I∇(ιVA
R∇) = 2(4− n)

∫
Sn

‖R∇‖2dv. (3.5)

したがって，n > 4ならば (3.5)の右辺が負となり，補題 3.3から主張が得られる．

Simonsの定理を一般化するために，任意の非平坦な F -Yang-Mills接続∇に対して平均
(3.2)を評価し，(3.3)を満たす∇の条件を導出する必要がある．

命題 3.4. ∇を Sn上の F -Yang-Mills接続とする．このとき，次が成り立つ：
n+1∑
A=1

I∇(ιVA
R∇) = 4

∫
Sn

F ′′(
1

2
‖R∇‖2)‖R∇‖4dv

+ 2(4− n)

∫
Sn

F ′(
1

2
‖R∇‖2)‖R∇‖2dv. (3.6)
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この命題は [3, Theorem 4.3] の特殊な場合である．この定理から (3.6)を導出するために
は SnのRiemann曲率Rと Sn ⊂ Rn+1の第 2基本形 hが次のように与えられることを利用
する：

R(X,Y )Z = 〈Z, Y 〉X − 〈Z,X〉Y, h(X,Y ) = 〈X,Y 〉ξ, (3.7)

ただし，X,Y, Z は Snの接ベクトルとし，ξは Sn ⊂ Rn+1上の中心を指す単位法線ベクト
ル場とする．
平均 (3.6)を評価していくために，F ′(‖R∇‖2/2)と F ′′(‖R∇‖2/2)の関係が鍵になると考

える．そこで，F の微分 F ′の次数を次で定義する ([3, Definition 4.8]) ：

dF ′ = sup
t∈[0,∞)

tF ′′(t)

F ′(t)
. (3.8)

例 3.5. 例2.2で与えられた各関数Fについて次数dF ′を求める：(i) F (t) = tの場合，dF ′ = 0．
(ii) p ≥ 2および F = Fpの場合，dF ′

p
= (p− 2)/2．(iii) F = Feの場合，dF ′

e
= ∞．

導入で述べた定理 1.1を示す．
定理 3.6 ([3, Corollary 4.12], 定理 1.1). 次数 dF ′ が有限であると仮定する．

n > 4dF ′ + 4, (3.9)

ならば n次元標準球面 Sn上の任意の非平坦な F -Yang-Mills接続は不安定である．
証明（概要）. ∇を Sn上の非平坦な F -Yang-Mills接続とする．dF ′ の定義から

dF ′ ≥ ‖R∇‖2

2

F ′′(‖R∇‖2/2)
F ′(‖R∇‖2/2)

. (3.10)

と表せるので，この不等式と (3.6)から次の不等式が得られる：
N∑

A=1

I∇(ιVA
R∇) ≤ 2(4dF ′ + 4− n)

∫
Sn

‖R∇‖2dv. (3.11)

したがって，定理 3.1の証明と同様の議論により主張が得られる．

F (t) = tの場合には dF ′ = 0が成り立つので定理 3.6は Simonsの定理の拡張である．さ
らに，定理 3.6は Sn上の p-Yang-Mills接続の不安定性に関する Chen-Zhou ([5]) の結果も
拡張している．実際，F = Fpの場合（例 2.2， (ii)），不等式 (3.9)は n > 2pとなる．この
とき任意の非平坦な p-Yang-Mills接続は不安定である．
一方で，次数 dF ′ が無限である場合，F -Yang-Mills接続の不安定性に関する別種の定理

を導くことができる．以下では，F = Fe（例 2.2，(iii)）の場合で考察する．
任意の指数的 Yang-Mills接続∇に対して，直接計算により (3.6)は次のように書き換え

られる：
n+1∑
A=1

I∇(ιVA
R∇) = 2

∫
Sn

exp(
1

2
‖R∇‖2)‖R∇‖2

{
2‖R∇‖2 − (n− 4)

}
dv. (3.12)

ここで，命題 3.4の証明には dF ′ の有限性を必要としないことに注意する．この等式を利用
して導入で述べた定理 1.2が得られる：
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定理 3.7 ([3, Proposition 4.14], 定理 1.2). n > 4とする．Sn上の非平坦な指数Yang-Mills

接続∇に対して，曲率R∇の (2.4)で定義されるノルムが次の不等式を満たすならば，∇は
不安定である：

‖R∇‖ <
√
n− 4

2
. (3.13)

Yang-Mills理論と調和写像論の間には強い類似性があることが知られている．今回得られ
た結果に対応する調和写像論における結果について説明する．F -Yang-Mills接続の概念の
対応物として F 調和写像の概念が Ara ([1]) によって導入された．F 調和写像は調和写像，
p調和写像，指数的調和写像などの一般化である．さらに，彼は次のような F 調和写像の不
安定性定理を導出した．

定理 3.8 ([1, Theorem 7.1]). M を閉Riemann多様体とする．任意の非定値な F 調和写像
ϕ :M → Snに対して，次の不等式が成り立てば ϕは不安定である：∫

M
‖dϕ‖2

{
‖dϕ‖2F ′′(

1

2
‖dϕ‖2) + (2− n)F ′(

1

2
‖dϕ‖2)

}
dv < 0. (3.14)

ここで，不等式 (3.14)の左辺は，F 調和写像の設定での平均に対応している（[1, (7.5)]を
参照）．一方で，(3.8)で定義した dF ′ が有限であることを仮定した場合，次の不等式が成り
立つことが示される：∫

M
‖dϕ‖2

{
‖dϕ‖2F ′′(

1

2
‖dϕ‖2) + (2− n)F ′(

1

2
‖dϕ‖2)

}
dv

≤
∫
M

‖dϕ‖2F ′(
1

2
‖dϕ‖2) {2dF ′ + (2− n)} dv. (3.15)

したがって，定理 3.6の対応物として次の定理が得られる：

定理 3.9. 次数 dF ′ が有限であると仮定する．

n > 2dF ′ + 2, (3.16)

ならば，任意の非定値な F 調和写像 ϕ :M → Snは不安定である．

不等式 (3.16)は調和写像の不安定性に関するLeungの定理 ([13]) の拡張である．また，定
理 3.7の対応物としてKoh ([11]) の指数的調和写像の不安定性定理が見つかる．

4 問題と進行中の研究
定理 3.6の拡張に向けたいくつかの問題を与えたい．底空間が標準球面の他のものに置き換

えたとき，F -Yang-Mills接続の不安定性定理を見つけることは自然な問題となる．Kobayashi-

Ohnita-Takeuchi ([10])は底空間が既約なコンパクトRiemann対称空間の場合にYang-Mills

接続の不安定性を明らかにしている．M を既約なコンパクトRiemann対称空間で正規計量
をもつものとする．C∞(M)に作用するM のLaplacianの第 1固有値を λ1で表す．Λ2TxM

（x ∈M）上のRiemann曲率作用素の最大固有値を µで表す．Kobayashi-Ohnita-Takeuchi

は次の定理を与えた：
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定理 4.1 ([10, (7.10) Theorem]). 上記の設定のもとで，

λ1 − 1 + 2µ < 0, (4.1)

ならば，M 上の任意の非平坦なYang-Mills接続は不安定である．

その後，Shintani ([15]) は不等式 (4.1)を F -Yang-Mills接続の場合に拡張した：

定理 4.2 ([15]). γ をM の第 1標準はめ込みに関する形作用素の最大固有値とする．0 ≤
dF ′ <∞とする．このとき，

λ1 − 1 + 2µ+ 4dF ′

{
(codim(M)− 1)γ +

λ1
dim(M)

}
< 0, (4.2)

ならば，M 上の任意の非平坦な F -Yang-Mills接続は不安定である．

p-Yang-Mills接続に関する同様の不等式がKawagoe ([9]) に見つかる．
上記の議論から，次の 2つの問題を与える：

問題 1: 不等式 (4.2)を満たす既約なコンパクトRiemann対称空間M を分類せよ．

問題 2: 不等式 (4.2)を満たさないM に対して，M 上の非平坦な弱安定 F -Yang-Mills接続
を与えよ．

不等式 (4.2)はF (t) = tの場合にはKobayashi-Ohnita-Takeuchiのものと一致する．よっ
て，この場合では上記の 2つの問題は彼らによって解決された（[10, (7.11) Theorem]）．彼
らの結果によれば Sn（n > 4），Cayley射影平面F4/Spin(9)およびE6/F4のみが (4.1)を満
たす既約なコンパクト Riemann対称空間である．さらに，Laquer ([12]) は標準接続が Sn

（n > 4），F4/Spin(9)およびE6/F4以外の既約なコンパクトRiemann対称空間上で弱安定
な Yang-Mills接続であることを示した．したがって，F (t) = tの場合，上記の問題は完全
に解決されている．上記の問題は関数 F が一般の場合で意味をもつ．
最後に，問題 1を解決するための現在進行中の研究を説明する．不等式 (4.2)は不等式 (4.1)

の十分条件を与えている．したがって，F4/Spin(9)およびE6/F4に対するF -Yang-Mills接
続の不安定性定理を明らかにしたい．問題 1を解決する上での難しさの 1つは不等式 (4.2)

における γの正確な値を決定することにある．現時点では問題 1の部分的な解答として次の
定理をあげる：

定理 4.3 ([2]). 0 ≤ dF ′ < 1/6ならば F4/Spin(9)上の任意の非平坦な F -Yang-Mills接続は
不安定である．
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