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1 序.

Haydys により四元数ケーラー多様体からそれと同次元の超ケーラー多様体を構成
する方法が与えられており，この構成法は QK/HK-対応と呼ばれている (quaternionic

Kähler/hyper-Kähler-対応，[8]). この構成は，[2]において，計量が不定値な場合に拡張
されている. 同じく，[8]ではその逆の超ケーラー多様体から四元数ケーラー多様体を構成
する方法も与えられており，HK/QK-対応と呼ばれている．[6]において，QK/HK-対応を
四元数多様体と超複素多様体の場合へ一般化し，Q/H-対応 (quaternionic /hypercomplex-

対応と呼んでいる．例として，このQ/H-対応を四元数Hopf多様体に適用でき，超複素
Hopf多様体を得ることができる．超複素 Hopf多様体は位相的な理由で超ケーラー構造
を許容しないので，Q/H-対応は既知のQK/HK-対応を真に一般化したものといえる．本
稿では，ある種の超複素多様体から同次元の四元数多様体を構成する方法を [7]に基づき
報告する．これはHK/QK-対応 ([3, 9])の一般化であり，H/Q-対応と呼んでいる．なお，
後述する例 10, 11のように，H/Q-対応は超ケーラー構造を許容しない超複素多様体にも
適用できるものである．また，H/Q-対応の応用として射影的特殊複素多様体 (projective

special complex manifold)とよばれるある種の複素多様体から四元数多様体を構成する
ことも説明する．

2 諸定義等
まず，四元数多様体等の定義から始める．

定義 1. 多様体M において，Qは階数 3のEnd(TM)の部分束であり，M の各点の近
傍で定義されたQの局所枠 (I1, I2, I3)で，I21 = I22 = I23 = −id, I1I2 = −I2I1 = I3 を満
たすものが存在し，かつM の捩れのない接続∇でQを保つものが存在するとき (M,Q)

を四元数多様体という．

以下，四元数多様体M の次元は dimM ≥ 8を満たすとする．上のような (I1, I2, I3)を
Qの許容枠といい，∇を四元数接続という．なお，四元数接続はQに対して一意的では
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ないことに注意する ([4])．(擬)リーマン計量 gが四元数多様体 (M,Q)上のQ-エルミー
ト計量でありその Levi-Civita接続がQの四元数接続であるとき，(M,Q, g)は (擬)四元
数ケーラー多様体とよばれる.

定義 2. (M,H = (I1, I2, I3))が I1, I2, I3はM の複素構造であり，I1I2 = −I2I1 = I3

を満たすとき，(M,H)を超複素多様体という．

超複素多様体上には，I1, I2, I3を平行とする，捩れのないアファイン接続が唯一存在
する．この接続を小畠接続という．したがって，小畠接続は Q = ⟨I1, I2, I2⟩の四元数
接続であり，超複素多様体 (M,H = (I1, I2, I3))は (M,Q = ⟨I1, I2, I2⟩)とみて四元数
多様体となる．また，(擬)リーマン計量 gが I1, I2, I3に関してケーラー的であるとき，
(M, g,H = (I1, I2, I3))は (擬)超ケーラー多様体とよばれる．明らかに，(擬)超ケーラー
多様体の Levi-Civita接続は小畠接続と一致する．主結果を述べるために，２つ言葉を定
義しておく．

定義 3. 超複素多様体M において，ベクトル場 Z が LZI1 = 0, LZI2 = −2I3を満た
すとき，Z を回転ベクトル場という．

定義 4. 超複素多様体M において，小畠接続∇0に対して∇0V = idを満たすベクト
ル場 V が存在するとき，M を錘的超複素多様体という．また，V をオイラーベクトル場
という．

例 5. 四元数多様体上の R>0 × SO(3)-束である Swann束は錘的超複素多様体である．

なお，錘的超複素多様体において，V をオイラーベクトル場とするとき，I1V は回転
ベクトル場となる．

3 主結果
(M,H := (I1, I2, I3))を回転ベクトル場 Z をもつ超複素多様体とし，Θを閉 2次形式
で LZΘ = 0を満たすとする．M 上の関数 f を df = −ιZΘを満たす関数とし，f1 :=

f − (1/2)Θ(Z, I1Z)はM の各点において非零とする．π : P → M を主U(1)-束とし，η

をその曲率 dηが

dη = π∗
(
Θ− 1

2
d((ιZΘ) ◦ I1)

)
(1)

を満たすような接続形式とする（[(1/2π)Θ] ∈ H2
dR(M,Z)と仮定すると，(1)を満たす

(P, η)は存在する）．M̃ := H∗ × P とし (H∗ = H\{0})，M̃ のベクトル場 V1 = eL1 − Z1

を考える．ここで，eL1 は H∗ の左不変ベクトル場で (eL1 )1 = i ∈ Hとなるものであり，
Z1 = Zhη + (π∗f1)XP である (Zhη は Z の水平持ち上げ．XP は η(XP ) = 1を満たす P

の基本ベクトル場)．V1の積分曲線のなす空間 M̃/⟨V1⟩を M̂ と表し，商写像 π̃ : M̃ → M̂

は C∞な沈め込みであると仮定する．
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定理 6. M̂ は錘的超複素構造 (Ĥ, V )を持つ．

証明の概略. まず，M̃ 上の (1, 1)-テンソル Ĩ1, Ĩ2, Ĩ3でKer Iα = ⟨V1⟩であり TH∗ ⊕Ker η

上で四元数の関係式を満たすものを定める．次に，LV1 Ĩα = 0を示すことで，M̂ が超複
素多様体構造が誘導されることをみる. 最後に，V = π̃∗(e

R
0 )がこの超複素構造に関して

オイラー的となることを示す (eR0 は (eR0 )1 = 1であるH∗上の右不変ベクトル場). □

さらに，D := ⟨V, I1V, I2V, I3V ⟩は M̂ 上の積分可能な接分布となる．この葉層空間
M̂/Dを M̄ とし，商写像 π̂ : M̂ → M̄ は C∞な沈め込みであると仮定する．

定理 7. M̄ は四元数構造 Q̄を持つ．

証明の概略. まず，π̂の局所切断 s : U(⊂ M̄) → M̂ が概四元数構造 Q̄を与えることをみ
る．なお，この Q̄は仮定より切断 sの取り方によらない．そして，M̂ の小畠接続を用い
て，Q̄に対する四元数接続 ∇̄を与える. □

上の定理は，”infinitesimal”な仮定のもとでの主張であるが，P 上のベクトル場 Z1が
P の自由なU(1)-作用を生成するならば次の主張を得る．

定理 8. 上記の記号のもと，Z1が P の自由なU(1)-作用を生成すると仮定する．この
とき，超複素多様体 M̂ は M̄ 上の随伴束 H∗ ×⟨V1⟩ P であり，四元数多様体 M̄ はM の
Swannによる twist([11])によって得られる多様体に位相的に一致する．以下の図を参照
のこと．

M̃ = H∗ × P
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4 例.

(M,H = (I1, I2, I3), g)を超ケーラー多様体とし，ZをLZg = 0を満たす回転ベクトル
場とする．Θを (g, I1)に関するケーラー形式とするとき，（P なども適切にとることで）
四元数多様体ケーラー多様体 (M̄, Q̄, ḡ) が得られる．これはHK/QK-対応と呼ばれる ([9]

等)．これに倣い，定理 8 における四元数多様体の構成法をH/Q-対応とよぶ．H/Q-対応
はHK/QK-対応を一般化したものであるが，以下，H/Q-対応の例をあげる．
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例 9. 錘的超複素多様体 (M,H = (I1, I2, I3))上で f1 = f = 1，Θ = 0とし，自明束
P = M × S1とその上の自明な接続を考える．Z := I1V は回転的であることが分かるの
で，H/Q-対応が適用できる．このとき，得られる四元数多様体は (M̄ ∼= M, Q̄ = ⟨H⟩ =
⟨I1, I2, I3⟩) となる．

これはいわば自明な例であるが，HK/QK-対応の場合にはΘは I1に関するケーラー形
式として選ぶので，これはHK/QK-対応では扱うことが出来ない例である．

例 10. A ∈ Sp(n), λ > 1とする．M := (Hn\{0})/⟨λA⟩は超複素 Hopf多様体とよ
ばれる．q ∈ Sp(1)で q ̸= ±1とする．qの Sp(1)での中心化群 Uq(1)は U(1)と同型で
あることに注意し，自明束 P = M × Uq(1), Θ = 0を考えると，四元数 Hopf多様体
M̄ = (Hn\{0})/⟨λARq⟩が得られる (Rqは qによるHn\{0}の右作用を表す)．なお，超
複素Hopf多様体は超ケーラー構造を許容しない．

この例 10は例 9を援用して得られる．以下の図のおいて，左の縦のラインが例 9であ
り，右の縦のラインが超複素四元数Hopf多様体にH/Q-対応を適用したものである．こ
こで，/⟨λA⟩等は対応する元が生成する離散群の作用に関する商写像とする．下図の「2

階と 3階」部分が可換であることより，例 10が得られる．

Hn\{0} ∼= Hn\{0} M̄

P̃ = Hn\{0} ×Uq(1) P = M ×Uq(1)

Hn\{0} M

-
/⟨λARq⟩

6
π̃′

-
/⟨λA⟩

?

π̃

6

π′

?

π

-
/⟨λA⟩

Example 9 (conical) Example 10 (Hopf)

もう一つ，超ケーラー構造を持ち得ない例を紹介する．

例 11. 一般に，コンパクトな Lie群は必要ならば適当な次元のトーラスと直積をとる
ことで左不変な超複素構造を持つことが知られている ([10]). 特に SU(3) =: Gはトーラ
スと直積をとらずにそれ自身が左不変な超複素構造H を持つ．特に，この超複素構造は
錘的である．よって，自明束G×U(1)で自明な接続を考えることで，例 9の方法でH/Q-

対応が使え，この場合 Ḡ ∼= Gであり，Q̄ = ⟨H⟩となる．また，l : G → G/U(2)(∼= CP 2)

を射影とする．P として S5 → CP 2 の lによる引き戻し束，Θとして CP 2 のケーラー
形式の lによる引き戻しを考えることでも，H/Q-対応が適用できる．この場合も多様体
として Ḡ ∼= G であるが，Ḡの四元数構造は ⟨H⟩とは異なる．なお，ここで考えている
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SU(3)上の超複素構造Hに対して超ケーラー的となるようなリーマン計量は SU(3)上に
は存在しない．以下の図を参考のこと．

P = l#S5 ∼= SU(3)×U(1)

SU(3) = G Ḡ

SU(3)/U(2) ∼= CP 2
S5
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5 supergravity c-mapの一般化
HK/QK-対応の重要な応用例として supergravity c-map とよばれる射影的特殊ケー

ラー多様体から四元数ケーラー多様体を構成する方法がある．この節では，これを一般
化した主張を述べる．

定義 12. 複素多様体 (N, J)上で∇を捩じれのない平坦接続，ξをN 上のベクトル場
とする．d∇J = 0, ∇ξ = id, LξJ = 0 を満たすととき，(N, J,∇, ξ)が錐的特殊複素多様
体という．

N の接束 TN =: M に, (1, 1)-テンソル (I1, I2, I3)を以下のように定める：

I1(X
h∇ + Y v) = (JX)h∇ − (JY )v,

I2(X
h∇ + Y v) = Y h∇ −Xv,

I3(X
h∇ + Y v) = (JY )h∇ + (JX)v

ここで，Xh∇ + Y v ∈ TM である．なお, Xh∇ は X ∈ TN の∇-水平持ち上げで，Xvは
X ∈ TN の垂直持ち上げである．

補題 13. (I1, I2, I3)は超複素構造となり，ZM := 2(Jξ)h∇ は回転的となる.

定理 14 (Generalized rigid c-map) 超複素多様体 (M = TN, (I1, I2, I3)) の小畠接続
はリッチ平坦である.

(N, J,∇, ξ)が錐的特殊複素多様体であり，N 上のベクトル場 ξ−
√
−1Jξが自由なC∗-

作用を生成するとき，商空間 N̄ = N/C∗には p∗ ◦ J = J̄ ◦ p∗を満たす N̄ の複素構造 J̄

が考えられる．
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定義 15. (N, J,∇, ξ)を錐的特殊複素多様体とするとき，ξ −
√
−1Jξが C∗-作用を生

成し，p : N → N̄ がこの作用に関して主C∗-束となるとき (N̄ , J̄)を射影的特殊複素多様
体という．

ここで，接続
∇′ := ∇− 1

2
J(∇J)

とすると，∇′J = 0でありLξ∇′ = 0及びLJξ∇′ = 0が示せる. したがって，N 上の接続
形式 ηでKer ηが J-不変となるものを取ると，N̄ で複素接続 ∇̄′ η が定義できる．なお，
Ker ηが J-不変であることと ηが (1, 0)型であることは同値である．当然ながら，この複
素接続 ∇̄′ η は接続形式 ηの取り方に依存するが，次が示せる．

命題 16. ∇̄′ η の定める c-射影構造はN の (1, 0)型の接続形式の取り方によらない．

ここで，捩れのない２つの複素接続∇1, ∇2が c-射影同値であるとは，複素多様体上
の 1-形式 θで，

∇1
XY =∇2

XY + θ(X)Y + θ(Y )X − θ(JX)JY − θ(JY )JX

を満たすものが存在することをいう（X, Y はベクトル場). c-射影同値であることは複
素多様体上の複素接続全体の集合上の同値関係であるがその同値類を c-射影構造という.

以下，命題 16をふまえ，[∇̄′ η]を P と表す.

g が錘的特殊複素多様体 (N, J,∇, ξ)のケーラー計量であり，そのケーラー形式 ω が
∇ω = 0を満たし，gの Levi-Civita接続DがDξ = idを満たすとき (N, J, g, ω,∇, ξ)を
錘的特殊ケーラー多様体という．この場合，(N̄ , J̄)はケーラー構造を有するが，それを
射影的特殊ケーラー多様体という．つまり，錘的特殊ケーラー多様体から商空間 N̄ には
ケーラー構造が誘導されるが，より一般の状況である錘的特殊複素多様体からは商空間
には c-射影構造が誘導されることになる．
補題 13より，錘的特殊複素多様体N の接束M := TN はH/Qー対応が適用できるよ

うな超複素多様体である．よって，H/Q-対応における同様な仮定を課すと，すなわち，
主U(1)-bundle π : P → M とその上の接続形式 ηでその曲率形式が

dη = π∗
(
Θ− 1

2
d((ιZΘ) ◦ I1)

)
.

を満たすものを考え，f1 := f − (1/2)Θ(Z, I1Z)はM の各点で 0にならないとし，Z1 =

Zhη + f1XP は P 上の自由なU(1)-作用を生成するとすれば次が得られる．

定理 17 (Generalized supergravity c-map) 2n-次元の射影的特殊複素多様体 (N̄ , J̄ ,P)

に対して， (2n+4)-次元の葉層構造をもちその葉層空間が N̄ に一致するような 4(n+1)-

次元の四元数多様体 M̄ = TN が構成できる．

まとめると，以下のような図式で表せる．既知の supergravity c-mapは射影的特殊ケー
ラー多様体とよばれるケーラー多様体から四元数ケーラー多様体を構成するものである
が，今回得た定理 17(Generalized supergravity c-map)は c-射影構造が与えれたある種
の複素多様体 (射影的特殊複素多様体)から四元数多様体を構成するものとなっている．
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(P, η)

(N, J,∇, ξ) M = TN M̂

(N̄ , J̄ ,P∇̄′) M̄ = M̂/D

?

U(1)

p p p p p p p-g. rigid c-map.
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p p p p p p p p p p p p-conificationp p p p p p p p p p p p p ps
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?

π̂

p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p-generalized supergravity c-map

射影的特殊複素多様体は 1次の斉次関数 F0, . . . Fn を用いて局所的に U ⊂ Cn+1 上で
正則 1次微分形式 α =

∑n
0 Fidzi (det

(
Im∂Fi

∂zj

)
̸= 0) ((z0, . . . , zn)はCn+1の標準座標系)

で表せることが知られている ([1]). ちなみに，射影的特殊複素多様体として最も簡単な
ものといってよいであろう CPnは，Cn+1\{0}で定義された

α = −
n∑

i=0

√
−1zidzi

により得られる．また，例えば，正則 1次微分形式として

α = gdz0 −
√
−1

n∑
i=1

zidzi, g = −
√
−1zl1/z

l−1
0 (l ̸= 1)

を考えると，dα ̸= 0なので射影的特殊ケーラー多様体ではないものが得られる. 現状
([7])では，このなように射影的特殊ケーラー多様体を誘導しないような具体例しか与え
られていないが，今後はよりの多くの例を構成するとともに，[5]における c-射影構造を
もった複素多様体から四元数多様体を構成する四元数 Feix-Kaledin-構成との関連，すな
わちGeneralized supergravity c-mapと四元数 F-K-構成との関連も明らかにしたいと考
えている．
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