
無限次元リーマン部分多様体論とゲージ理論
小池　直之 (東京理科大学)

1. イントロダクション
1989年，C. L. Terng([T1])は，(可分な)ヒルベルト空間V 内で，良い焦構造をもつ余
次元有限の部分多様体として，固有フレッドホルム部分多様体という概念を導入した．
部分多様体の焦点は，その法指数写像 exp⊥の臨界値として定義されるので，この概念
は，法指数写像に条件を課すことにより，定義される．V が平坦であるため，法指数
写像の各点における微分は，Mの形作用素によって支配される．それゆえ，Mが良い
焦構造をもつこととMの形作用素達Aξ : TpM → TpM (ξ : Mのp法ベクトル)が良い
作用素であることは，ほぼ同値であり，実際，固有フレッドホルム性 (固有性とフレッ
ドホルム性)のうち，フレッドホルム性は，部分多様体の形作用素達がコンパクト作用
素であることと同値である．さらに，C. L. Terng([T1])は，V 内の等径部分多様体を，
固有フレッドホルム部分多様体で，切断をもち (つまり，M の各法傘が全測地的であ
る)，法接続が平坦で，任意の平行法ベクトル場 ξ̃に対し，Aξ̃x

(x ∈ M)のスペクトラ
ムが、重複度も込めて，xから独立しているものとして，定義した．
1995年に，C. KingとC. L. Terng([KT])は，(可分な)ヒルベルト空間間のコンパク
ト自己随伴作用素に対し，その ζ-トレースという概念を定義し，その後，2006年に，
Heintze, X. LiuとC. Olmos([HLO])は，その正則化されたトレースという概念を定義
した．これらのトレースは，大抵の場合，一致し，ζ-トレースよりも正則化されたト
レースの方が取り扱いやすい．Heintze, X. LiuとC. Olmos([HLO])は，ヒルベルト空
間V 内の固有フレッドホルム部分多様体で，その形作用素Aξ (ξ ∈ T⊥M)の正則化さ
れたトレース (これは，TrrAξと表される)とA2

ξの通常のトレースが存在するようなも
のを，正則化可能な部分多様体とよんだ．彼ら ([HLO])は，V 内の等径部分多様体を，
正則化可能な部分多様体で，切断をもち，法接続が平坦であり，かつ，その十分近く
の平行部分多様体達が放射方向に関して一定の平均曲率をもつようなものとして定義
した．彼ら ([])は，V 内の正則化可能な部分多様体が，Terngの意味で等径であること
と彼らの意味で等径であることが同値であることを示した．
リーマンヒルベルト多様体 M̃内の部分多様体Mの法指数写像の各点における微分
は，M の形作用素 Aξ (ξ ∈ T⊥M)だけでなく，M の法ヤコ作用素 R̃(·, ξ)ξ，さらに，
Mから離れた M̃の曲率情報によって決定されるため，Mの焦構造も，それらの情報
によって決定される．特に，M̃が局所対称である場合は，Mの法指数写像の各点にお
ける微分は，Mの形作用素と法ヤコ作用素のみによって決定されるため，Mの焦構造
も，形作用素の情報だけでなくそれらの情報によって決定される．この事実を考慮し
て，今回，一般のリーマンヒルベルト多様体内で，CSJ部分多様体という概念を定義
した．M の法指数写像の各点における微分は，M の形作用素だけでは決定されない
ため，M̃内の弱等径部分多様体という概念を曲率不変な固有フレッドホルム部分多様
体で，切断をもち (つまり，Mの各法傘が全測地的である)，法接続が平坦であり，か
つ，任意の平行法ベクトル場 ξ̃に対し，Aξ̃x

, R̃(·, ξ̃x)ξ̃x|TxM (x ∈ M)のスペクトラムが、
各々，重複度も込めて，xから独立しているものとして定義した．ここで，曲率不変と
は，R̃(TxM, ξ)ξ ⊂ TxM (∀ ξ ∈ T⊥

x M ∀x ∈ M)が成り立つことを意味する．また，今



回，リーマンヒルベルト多様体内で，正則化可能な部分多様体の概念を次のように定
義した．Mをリーマンヒルベルト多様体M̃内の曲率不変なCSJ部分多様体とする．任
意の ξ ∈ T⊥

x Mに対し，Mの形作用素Aξと法ヤコビ作用素 R̃(·, ξ)ξ|TxMの正則化され
たトレース (これは，TrrAξ, TrrR̃(·, ξ)ξと表される)，及び，A2

ξ , (R̃(·, ξ)ξ|TxM)2の通常
のトレースが存在するようなものを，正則化可能な部分多様体とよんだ．また，その
特別なものとして，等径部分多様体を，正則化可能な部分多様体で，切断をもち，法
接続が平坦であり，かつ，その十分近くの平行部分多様体達が放射方向に関して，一
定の平均曲率をもつようなものとして定義した．
G y M̃をヒルベルトリー群Gのリーマンヒルベルト多様体 M̃へのC∞作用とする．
この作用が次の条件を満たすとする：
(HI) 任意のg ∈ Gと任意の正則点u ∈ M̃に対し,

prT⊥
g·u(G·u) ◦ g∗|T⊥

u (G·u) : T
⊥
u (G · u) → T⊥

g·u(G · u)
は線形等長変換である．
ここで，prT⊥

g·u(G·u)は，Tg·uAHs

P から T⊥
g·u(G · u)への直交射影を表す．このとき，作用

G y M̃を水平的等長作用という．さらに，水平的等長作用G y M̃が，次の条件を満
たすとする：
(HH) G y M̃の余等質性が有限であり，完備な平坦な全測地的部分多様体Σで，すべ
てのG軌道と直交的に交わるものが存在する．
このとき，作用G y M̃を水平的超極作用という．また，水平的超極作用G y M̃が，
次の条件を満たすとする：
(R) G y M̃の各主軌道は，正則化可能な部分多様体である．
このとき，作用G y M̃を正則化可能な水平的超極作用という．今回，これらの作用に
関して，次の事実を示した．
定理A([K2]).

(i) 水平的超極可能な作用の主軌道は，弱等径部分多様体である．
(ii) 正則化可能な水平的超極作用の主軌道は，等径部分多様体である．
Gをコンパクト半単純リー群とし，Pを閉リーマン多様体B上のGバンドルとする．
また，GHs+1

P を P のHs級ゲージ変換群とし，AHs

P を P のHs級接続全体のつくるア
フィンヒルベルト空間とする．ここで，s >

1

2
dimB − 1とする．このとき，GHs+1

P は，
C∞級ヒルベルトリー群になり ([P]を参照)，作用 GHs+1

P y AHs

P は，C∞級作用にな
る ([U]を参照)．また，AHs

P のリーマン計量 gsで，作用GHs+1

P y (AHs

P , gs)が等長作用
になるようなものが自然な方法で定義される．今回，Gの対称部分群の組K1, K2に対
し，GHs+1

P のある閉部分群GHs+1

K1,K2
とアフィンヒルベルト空間AHs

P に付随するヒルベル
ト空間ΩHs

T ,1(P )のある閉部分空間Wとの半直積 G̃Hs+1

K1,K2
:= GHs+1

K1,K2
nWを定義し，作用

G̃Hs+1

K1,K2
y (AHs

P , gs)について，次の事実を示した．

定理B([K2]) 作用 G̃Hs+1

K1,K2
y (AHs

P , gs)は，水平的超極作用であり，それゆえ，この作
用の主軌道は，弱等径部分多様体である．



2. ヒルベルト空間内の部分多様体
fを，ヒルベルト多様体Mから (可分な)ヒルベルト空間V へのC∞はめ込みとし，そ
の誘導計量 f ∗g̃を gで表す．このとき，(M, g)は V 内のリーマン部分多様体とよばれ
る．以下，Mの余次元は有限であるとする．(M, g)が次の2条件を満たすとき，(M, g)

を固有フレッドホルム部分多様体という：
(P) 任意の r > 0に対し，exp⊥ |B⊥r (M)は固有写像である (固有性)；
(F) 任意のξ ∈ T⊥Mに対し，exp⊥

∗ξはフレッドホルム作用素である (フレッドホルム性)．
注意 本稿では，性質 (F)を満たす部分多様体をフレッドホルム部分多様体とよぶこと
にする．
命題2.1. (M, g)が固有フレッドホルム部分多様体ならば，その形作用素Aξ (ξ ∈ T⊥M)

は，コンパクト作用素である．

Mの法測地線 γξに沿う焦点の全体は，
集積点をもたず，各焦点の重複度は有限である．

M

γξ

(M, g) : 固有フレッドホルム部分多様体

図2.1: 固有フレッドホルム部分多様体の焦構造

M

γξ

集積点

(M, g) : (一般の)リーマン部分多様体

Mの法測地線 γξに沿う焦点の全体は，集積点をもつ
可能性があり，各焦点の重複度は無限になる可能性がある．

図2.2: 一般の無限次元部分多様体の焦構造



(M, g)を (V, 〈 , 〉)内の固有フレッドホルム部分多様体とする．(M, g)が，さらに，次
の3条件を満たすとき，(M, g)を等径部分多様体という：
(TI-i) (M, g)の法ホロノミー群は自明である；
(TI-ii) (M, g)は平坦切断をもつ;

(TI-iii) 各平行法ベクトル場 ξ̃に対し，Aξ̃p
のスペクトラムは，重複度を込めて，p ∈ M

から独立している．
この概念は，1989年に，C.L. Terng([T1]を参照)によって導入された．外の空間が平
坦，かつ，法接続が平坦なので，リッチ方程式により、{Aξ | ξ ∈ T⊥

p M}は対称変換の
可換族になる．それゆえ，この族は，TpMのある正規直交基底に関して同時に対角化
される．この可換族の同時固有空間分解を

TpM = Ep
0 ⊕

(
⊕
i∈I

Ep
i

) (
Ep

0 := ∩
ξ∈T⊥

p M
KerAξ

)
とする．各 ξ ∈ T⊥

p Mに対し, (λp
i )ξをAξ|Ep

i
= (λp

i )ξ · idによって定義する．このとき，
対応λp

i : ξ 7→ (λp
i )ξ (ξ ∈ T⊥

p M)は，T⊥
p M上の線形関数になる (つまり，λp

i ∈ (T⊥
p M)∗)．

λi ∈ Γ((T⊥M)∗)を (λi)p := λp
i (p ∈ M)によって定義する．この切断λiを (M, g)の主曲

率という．法ベクトル場niをλi(·) = 〈ni, ·〉によって定義する．この法ベクトル場niを
(M, g)の主曲率法ベクトル場という．TMの部分ベクトルバンドルEiをEi := q

p∈M
Ep

i

によって定義する．この接分布Eiを (M, g)の主曲率分布という．T⊥
p Mのアフィン超

平面 lpi を lpi := (λi)
−1
p (1)によって定義する．このアフィン超平面 lpi を (M, g)の点 pに

おける焦超平面という．

p(∈ M)

γξ(s1)

γξ(s2)

γξ(s3) γξ(s4)

γξ(s5)

γξ(s6)

T⊥
p M

p

M

γξ

T⊥
p M

図2.3: 焦超平面族のつくる三角形分割

3. ヒルベルト空間内の等径部分多様体の例
この節において，ヒルベルト空間内の等径部分多様体の例を紹介する．そのために，ま
ず，1989年，C.L. Terng([])によって定義されたコンパクト半単純リー群に対する平
行移動写像の概念を説明する．Gをコンパクト連結半単純リー群とし，gをそのリー
代数とする．gのAd(G)不変な内積BからGの両側不変なリーマン計量が決まる．閉
区間 [0, 1]上の自明なG-バンドル [0, 1] × GのH0接続の空間は，[0, 1]を定義域とする
gにおけるH0曲線全体のなす (可分な)ヒルベルト空間H0([0, 1], g)と同一視される．
H0([0, 1], g)からGへの写像ϕを次のように定義する：

ϕ(u) := gu(1) (u ∈ H0([0, 1], g))(
gu ∈ H1([0, 1], G) s.t. gu(0) = e & g−1

u∗ g
′
u = u

)



ここで，eはGの単位元，g′uは guの弱微分，g−1
u∗ g

′
uは (g−1

u∗ g
′
u)(t) = L−1

gu(t)∗
(g′u(t)) (t ∈

[0, 1])によって定義されるH0([0, 1], g)の元を表す (Lgu(t)は gu(t)による左作用を表す)．
ϕは，Gに対する平行移動写像と呼ばれる．
命題3.1([HLO]). ϕは，各ファイバーが極小な正則化された部分多様体であるよう
なリーマン沈めこみになる．
自明なG-バンドル [0, 1]×Gのゲージ変換群は [0, 1]を定義域とするGにおけるH1曲
線全体のなすヒルベルトリー群H1([0, 1], G)と同一視される．この群は，H0([0, 1], g)

にゲージ変換の接続への作用として，次のように作用する：

g ∗ u := Ad(g)u− g′g−1
∗ (g ∈ H1([0, 1], G) (u ∈ H0([0, 1], g)).

ここで，AdはGの随伴表現を表し，g′g−1
∗ は (g′g−1

∗ )(t) = R−1
g(t)∗

(g′(t)) (t ∈ [0, 1])によっ
て定義されるH0([0, 1], g)の元を表す (Rgu(t)はgu(t)による右作用を表す)．Gの閉部分
群H,Kに対し，P (G,H ×K)を

P (G,H ×K) := {g ∈ H1([0, 1], G) | (g(0), g(1)) ∈ H ×K}

によって定義する．特に，P (G, {e} × {e})をΩe(G)と表す．このとき，次の事実が成
り立つ:

命題3.2([TT]). (i) H1([0, 1], G)のH0([0, 1], g)への上述の作用は等長的である．
(ii) 上述の作用の下，P (G, {e} ×G)はH0([0, 1], g)に推移的かつ自由に作用する．
(iii) ϕ(g ∗ u) = g(0)ϕ(u)g(1)−1 (g ∈ H1([0, 1], G), u ∈ H0([0, 1], g))が成り立つ．
(iv) 上述の作用の下，ϕ : H0([0, 1], g) → GはΩe(G)バンドルとみなされる．
G/Kをコンパクト型リーマン対称空間とし，π : G → G/Kを自然な射影とする．C.

L. TerngとG. Thorbergsson([])は，次の事実を示した．　
定理3.3([TT]). MがG/K内の等焦部分多様体ならば，(π ◦ϕ)−1(M)は，H0([0, 1], g)

内の等径部分多様体になる．
等焦部分多様体の定義については，[]を参照のこと．HをGの連結閉部分群とする．

C. L. Terng([])は，次の事実を示した．
定理3.4([T2]). H y G/Kが超極作用ならば，P (G,H ×K) y H0([0, 1], g)は超極作
用である．
(注) P (G,H ×K) y H0([0, 1], g)は超極作用なので，この作用の主軌道は等径部分多
様体である．

M ⊂ G/K

ϕ (平行移動写像)

M̃ := (π ◦ ϕ)−1(M) ⊂ H0([0, 1], g)

G

π

等焦

等径

図式3.1: ヒルベルト空間内の等径部分多様体の構成法



H y G/K

ϕ (平行移動写像)

π

G

P (G,H ×K) y H0([0, 1], g)

超極作用

極作用

図式3.2: ヒルベルト空間上の超極作用の構成法

4. ホロノミー要素写像と引き戻し接続写像
(B, g)を閉リーマン多様体，Gをコンパクト半単純リー群とし，π : P → (B, g)をGバ
ンドルとする．AHs

P をPの (ソボレフクラス)Hs級の接続全体のなすアフィンヒルベル
ト空間とし，ΩHs

T ,1(P, g)をP 上のHs級のテンソリアル 1次微分形式全体のなすヒルベ
ルト空間とする．ω0 ∈ AHs

P を基点としてとる．Ad(P )をP の随伴バンドル，つまり，
Pの随伴表現AdGによる同伴ベクトルバンドルP ×AdG gとし，ΩHs

1 (B,AdG(P ))をB

上のAd(P )に値をとるHs級の1次微分形式全体のなすヒルベルト空間とする．このと
き，図式4.1におけるように，AHs

P , ΩHs

T ,1(P, g), Ω
Hs

1 (B,Ad(P ))の間には，自然な1対1

対応が存在する．

ΩHs

1 (B,Ad(P ))Tω0AHs

P = ΩHs

T ,1(P, g)≈

ÂA(:= ω − ω0)

AHs

P

ω

≈

Âπ(u)(π∗(v)) = uAu(v) (u ∈ P, v ∈ TuP )

図式4.1: AHs

P , ΩHs

T ,1(P, g), Ω
Hs

1 (B,Ad(P ))の間の自然な1対1対応

ΩHs

T ,1(P, g)の接続ωに付随して，Hs内積 〈 , 〉ωs が，次式によって与えられる：

〈A1, A2〉ωs :=

∫
x∈B

〈(Â1)x, □̂s
ω(A2)x〉B,g dvB

(A1, A2 ∈ Ωw,2s
T ,1 (P, g))

□ω :=

{
dω ◦ d∗ω + d∗ω ◦ dω + id (k ≥ 1)

d∗ω ◦ dω + id (k = 0)(
dω : ωに関する共変外微分
d∗ω : dωのL2内積に関する随伴作用

)
〈 , 〉B,g : gとgの内積によって定義される

T ∗B ⊗ Ad(P )のファイバー計量
dvB : (B, g)の体積要素


AHs

P 上のC∞級リーマン計量 gsが，(gs)ω := 〈 , 〉ωs (ω ∈ AHs

P )によって定義される．



G∞
P を，idBをカバーするPのC∞級ゲージ変換全体のなす群とし，群 Ĝ∞

P を

Ĝ∞
P := {ĝ ∈ H∞(P,G) | ĝ(ug) = AdG(g

−1)(ĝ(u))

(∀u ∈ P, ∀ g ∈ G)}

によって定義する．ここで，AdGは，次式によって定義されるGからGの自己同型群
Aut(G)への写像を表す：

AdG(g1)(g2) := g1g2g
−1
1 (g1, g2 ∈ G).

P ×Ad Gを P の AdG : G → Aut(G)による同伴Gバンドルとし，Γ∞(P ×Ad G)を
P ×Ad GのC∞切断の空間とする．G∞

P , Ĝ∞
P , Γ∞(P ×Ad G)は，自然な 1対 1対応の下

に，同一視される．1987年に，GroisserとParker([]) は，Γ∞(P ×Ad G)のHs+1完備化
ΓHs+1

(P ×Ad G)を定義した．それに伴って，G∞
P , Ĝ∞

P のHs完備化も定義される．それ
らを GHs+1

P , ĜHs+1

P と表す．GHs+1

P は，ゲージ変換の接続への作用として，AHs

P に作用
する．以下，s >

1

2
dimB − 1と仮定する．このとき，次の事実が成り立つ．

定理4.1(R. S. Palais([P]), K. Uhlenbeck([U])).

(i) GHs+1

P はC∞級ヒルベルトリー群である ([P])．
(ii) GHs+1

P y AHs

P は，C∞級である ([U])．
(iii) GHs+1

P y (AHs

P , 〈 , 〉ωs )は，等長的でない ([U])．
(iv) GHs+1

P y (AHs

P , gs)は，等長的である ([U])．
c : [0, 1] → Bを，x0(∈ B)を発する定速a(> 0)のC∞曲線とし，σ[0, 1] → Pを，cの

u0 ∈ π−1(x0)を発するω0に関する水平リフトとする．また，Pω
c を cに沿うωに関する

平行移動とする．
定義 写像holc : AHs

P → Gを

Pω
c (u0) = Pω0

c (u0) · holc(ω) (ω ∈ AHs

P )

によって定義する．この写像holcを cに沿うホロノミー要素写像という．特に，c(0) =

c(1)のとき，この写像を cに沿うホロノミー写像という．
—定義 写像µc : AHs

P → Hs([0, 1], G)を

(µc(ω))(t) := −ωσ(t)(σ
′(t)) = −(σ∗ω)t

(
d

dt

)
(t ∈ [0, 1], ω ∈ AHs

P )

によって定義する．この写像µcを cに沿う引き戻し接続写像という．
[0, 1]上の自明なGバンドルをP oと表す．P = P oのとき，AHs

P の上述のC∞級リー
マン計量 gsを，gosと表す．
命題4.2.([K1]) (i) µc : (AHs

P , gs) → (Hs([0, 1], g), gos)は，a倍の相似沈め込み，かつ，
線形である．
(ii) ϕ ◦ µc = holcが成り立つ．
定理4.3([K1]) (i) holc : (AHs

P , gs) → (G, gG)は，a倍の相似沈め込みである．



(ii) holc : (AH0

P , g0) → (G, gG)は，極小な正則化可能なファイバーをもつ．

GHs+1

P の閉部分群 (GHs+1

P )x0を

(GHs+1

P )x0 := {g ∈ GHs+1

P |,g|π−1(x0) = idπ−1(x0)}

によって定義し，作用 (GHs+1

P )x0 y AHs

P の軌道写像を π
(GHs+1

P )x0
と表す．このとき，

holc は，各 (GHs+1

P )x0 軌道上で一定なので，µc ◦ π
(GHs+1

P )x0
= holc を満たす写像 µc :

AHs

P /(GHs+1

P )x0 → Gが存在する．このとき，次の事実が成り立つ．
定理4.4([K1]) Mが (G, gG)内の等焦部分多様体ならば，hol−1

c (M)は，ヒルベルト空
間 (AHs

P , 〈 , 〉ω0
s )内の等径部分多様体になる．

hol−1
c (M) ⊂(AHs

P , 〈 , 〉ω0
s ) Hs([0, 1], g) ⊃ ϕ−1(M)

µc

AHs

P /(GHs+1

P )x0
G ⊃ M

µc

holc
ϕπ(GHs

P )x0

等焦

等径

等径

• ϕ−1(M) : 等径 (Pinkall-Thorbergsson ([?]))

• hol−1
c (M) : 等径 (K ([K1]))

s > [12 dimB − 1]

• ϕ−1(M) : Ωe(G)不変, hol−1
c (M) : (GHs+1

P )x0不変
• (GHs+1

P )x0 y (AHs

P , 〈 , 〉ω0
s ) : 滑らかであるが，非等長的 (Uhlenbeck([U]))

図式4.2: (AHs

P , 〈 , 〉ωs )内の等径部分多様体の構成法

(AHs

P , 〈 , 〉ωs )は，リーマンヒルベルト多様体(AHs

P , gs)の点ωにおける接空間(TωAHs

P , (gs)ω)

とみなされるので，自然と，次の問題が生ずる．
問題4.1. (G, gG)内の等焦部分多様体Mに対し，hol−1

c (M)は，リーマンヒルベルト多
様体 (AHs

P , gs)内で，どのような部分多様体になるか？

hol−1
c (M) ⊂(AHs

P , gs) Hs([0, 1], g) ⊃ ϕ−1(M)
µc

AHs

P /(GHs+1

P )x0
G ⊃ M

µc

holc
ϕπ(GHs

P )x0

等焦

等径???

• (GHs+1

P )x0 y (AHs

P , gs) : 滑らか，かつ，等長的

図式4.3: hol−1
c (M)(⊂ (AHs

P , gs))はどのような部分多様体か？



5. リーマンヒルベルト多様体内の等径部分多様体
この節において，[] において導入されたリーマンヒルベルト多様体内の等径部分多様
体の概念を定義する．ヒルベルト空間内の場合と同様に，リーマンヒルベルト多様体
内でも，同様に固有フレッドホルム部分多様体の概念を定義される．(M̃, g̃)をリーマ
ンヒルベルト多様体とし，(M, g)を (M̃, g̃)内のリーマンヒルベルト部分多様体とする．
(M, g)が次の条件を満たすとき，(M, g)を曲率不変な部分多様体という：

R̃(·, ξ)ξ(TpM) ⊂ TpM (∀ p ∈ M, ∀ ξ ∈ T⊥
p M)).

ここで，R̃は，(M̃, g̃)の曲率テンソル場を表す．以下，(M, g)は曲率不変とする．Aξ

を (M, g)の ξ(∈ T⊥
p M)に対する形作用素とし，R̃(ξ) := R̃(·, ξ)ξ|TpMとおく．R̃(ξ)は，

(M, g)の ξ(∈ T⊥M) に対する法ヤコビ作用素とよばれる．
(M, g)を (M̃, g̃)内のリーマンヒルベルト部分多様体とする．(M, g)が次の 3条件を
満たすとき，(M, g)をCSJ部分多様体という：
(CSJ-i) (M, g)は曲率不変である；
(CSJ-ii) Aξ (∀ ξ ∈ TM)は，コンパクト作用素である；
(CSJ-iii) R̃(ξ) (∀ ξ ∈ TM)は，コンパクト作用素である．
V を (可分な)ヒルベルト空間とし，A : V → V をコンパクト作用素とする．Aが次
の条件を満たすとき，Aは正則化可能であるという：

∃TrrA (< ∞), ∃TrA2 (< ∞)

TrrA :=
∞∑
i=1

(λi + µi)

(SpecA = {µ1 ≤ µ2 ≤ ·· ≤ 0 ≤ ·· ≤ λ2 ≤ λ1})

TrA2 :=
∞∑
i=1

νi

(SpecA2 = {ν1 ≥ ν2 ≥ · · · > 0})


(M, g)を (M̃, g̃)内のCSJ部分多様体とする．さらに，(M, g)が次の条件を満たすと
き，(M, g)を正則化可能部分多様体という：
(RS) Aξ, R̃(ξ) (∀ ξ ∈ T⊥M)は正則化可能である．
(M, g)を (M̃, g̃)内のCSJ部分多様体で，自明な法ホロノミー群をもつようなものと
する．それゆえ，任意の法ベクトルは，M上の平行法ベクトル場に拡張される．Mの
平行な法ベクトル場 ξ̃に対し，写像ηξ̃ : M → M̃を

ηξ̃(p) := exp⊥(ξ̃p) (= γξ̃p(1)) (p ∈ M)

によって定義する．ここで，γξ̃pは，ξ̃pを初速度とする法測地線を表す．Mξ̃ := ηξ̃(M)と
おく，dimMξ̃ = dimMのとき，Mξ̃をMの ξ̃に対する平行部分多様体といい，dimMξ̃ <

dimMのとき，Mξ̃をMの ξ̃に対する焦部分多様体という．
次に，リーマンヒルベルト多様体内の等径部分多様体の概念を定義しよう．(M, g)を
正則化可能部分多様体とする．さらに，(M, g)が次の3条件を満たすとき，(M, g)を等
径部分多様体という：



(I-i) (M, g)は自明な法ホロノミー群をもつ；
(I-ii) (M, g)は平坦切断をもつ；
(I-iii) (M, g)の十分近くの平行部分多様体は，放射方向に関して，
一定の正則化された平均曲率をもつ．

M
ηξ̃(M)

ξ̃

放射方向 γ′
ξ̃
(1)

p
Mの点 pを通る平坦切断

図5.1: 平行部分多様体の放射方向

部分多様体の正則化可能性を要求せずに，リーマンヒルベルト多様体内の等径部分
多様体を定義しようと思うと，次の弱等径部分多様体の定義に至る．CSJ部分多様体
(M, g)が次の3条件を満たすとき，(M, g)を弱等径部分多様体という：
(WI-i) (M, g)は自明な法ホロノミー群をもつ；
(WI-ii) (M, g)は平坦切断をもつ；
(WI-iii) (M, g)の任意の平行法ベクトル場 ξ̃に対し，Aξ̃p

と R̃(ξ̃p)

のスペクトラムは，各々，重複度を込めてp ∈ Mによらず一定である．
次に，曲率不変なリーマンヒルベルト部分多様体のcurvature-adapted性を定義する．

(M, g)をリーマンヒルベルト多様体 (M̃, g̃)内の曲率不変なリーマンヒルベルト部分多
様体とする．
(M, g)が次の条件を満たすとき，(M, g)をcurvature-adapted部分多様体という：

[Aξ, R̃(ξ)] = 0 (∀ p ∈ M, ∀ ξ ∈ T⊥
p M).

CSJ部分多様体のフレッドホルム性に関して，次の事実が成り立つ．
定理 5.1([K2]) 局所対称なリーマンヒルベルト多様体内の curavture-adaptedなCSJ

部分多様体は，フレッドホルム部分多様体である．
CSJ部分多様体の弱等径性に関して，次の事実が成り立つ．
定理5.2([K2]) (M, g)を局所対称なリーマンヒルベルト多様体 (M̃, g̃)内の正則化可能
な部分多様体とする．このとき，(M, g)が curavture-adaptedかつ弱等径ならば，等径
である．

6. リーマンヒルベルト多様体上の水平的超極作用
この節において，リーマンヒルベルト多様体上の水平的超極作用を定義し，その主軌
道の等径性に関する結果について述べることにする．(M̃, g̃)をリーマンヒルベルト多



様体，GをC∞級ヒルベルトリー群とし，G y (M̃, g̃)をC∞級の固有作用とする．こ
の作用が，次の条件を満たすとき，この作用を水平的等長作用という：
(HI) 任意のg ∈ Gと任意の正則点u ∈ M̃に対し，

prT⊥
g·u(G·u) ◦ g∗|T⊥

u (G·u) : T
⊥
u (G · u) → T⊥

g·u(G · u)

は，線形等長変換である．ここで，prT⊥
g·u(G·u)は，Tg·uAHs

P からT⊥
g·u(G · u)への直交射影

を表す．
さらに，この作用が次の条件を満たすとき，この作用を水平的超極作用という：
(HHP) G y (M̃, g̃)は余等質性有限であり，すべてのG軌道と直交的に交わる完備
な平坦な全測地的部分多様体Σが存在する．
Σは，この作用の平坦切断とよばれる．一方，作用G y (M̃, g̃)が次の条件を満たすと
き，この作用を正則化可能な作用という：
(RA) G y (M̃, g̃)の主軌道達は，正則化可能である．
これ作用に関して，次の事実が成り立つ．
定理A([K2]). (i) 水平的超極作用の主軌道は，弱等径部分多様体である．
(ii) 水平的超極かつ正則化可能な作用の主軌道は，等径部分多様体である．

7. リーマンヒルベルト多様体上の水平的超極作用の例
(B, g)を閉リーマン多様体，Gをコンパクト半単純リー群とし，π : P → (B, g)をGバ
ンドルとする．P のC∞接続ω0をAHs

P の基点としてとる．c : [0, 1] → Bを点 p0(∈ B)

を発する定速a(> 0)のC∞曲線とし，σ : [0, 1] → Pを点u0(∈ π−1(p0))を発する cのω0

に関する水平リフトとする．以下，第4節の記号を用いる．K1, K2をGの対称部分群
とし，GHs+1

P の閉部分群 (GHs+1

P )K1,K2を

(GHs+1

P )K1,K2 := {g ∈ GHs+1

P | ((ĝ ◦ σ)(0), (ĝ ◦ σ)(1)) ∈ K1 ×K2}

によって定義する．ここで，ĝは，

g · u = Rĝ(u)(u) (u ∈ P )

によって定義される ĜHs+1

P の元を表す．一方，PHs+1
(G,K1 ×K2)を

PHs+1

(G,K1 ×K2) := {g ∈ Hs+1([0, 1], G) | (g(0),g(1)) ∈ K1 ×K2}

によって定義する．また，写像λc : GHs+1

P → Hs+1([0, 1], G)を

λc(g) := ĝ ◦ σ (g ∈ GHs+1

P )

によって定義する．このとき，λc((GHs+1

P )K1,K2) ⊂ PHs+1
(G,K1 ×K2)，及び

λc(g) · µc(ω) = µc(g · ω) (g ∈ GHs+1

P , ω ∈ AHs+1

P )

が成り立つ．それゆえ，µcから，軌道空間間の写像

µ̄c : AHs

P /(GHs+1

P )K1,K2 → Hs([0, 1], g)/PHs+1

(G,K1 ×K2)



が導かれる．軌道空間Hs([0, 1], g)/PHs+1
(G,K1 ×K2)は，K1 \G/K2にC∞同型であ

ることが示され，また，K1 \G/K2は，r次元トーラスT r (rは，ある自然数)の閉領域
であることが示される．作用 (GHs+1

P )K1,K2 y AHs

P の軌道写像をπK1,K2と表す．このと
き，µ ◦ πK1,K2は，作用 (G̃Hs+1

P )K1,K2 y (AHs

P ,gs)の軌道写像である．この作用は，水
平的等長作用であることが示されるので，µc ◦ πK1,K2が (AHs

P ,gs)から (T r, ḡ)が特異軌
道を除いた部分でリーマン沈め込みとなるようなT rのリーマン計量 ḡが存在する．さ
らに，この計量が平坦であることがｈ示される．
µ−1
c (0̂)は，対応ω ↔ ω − ω0 (ω ∈ µ−1

c (0̂))の下に，ΩHs

T ,1(P, g)の部分ベクトル空間と
みなすことにより，加法群とみなされる．ここで，0̂は，gの零ベクトル0における停
留曲線を表す．この加法群は，

ω · ω := ω + (ω − ω0) (ω ∈ µ−1
c (0̂), ω ∈ AHs

P )

によって，AHs

P に自由に作用する．µcは (有界な)線形写像なので，この作用µ−1
c (0̂) y

AHs

P の軌道写像とみなされることを注意しておく．この作用と作用(GHs+1

P )K1,K2 y AHs

P

により，半直積群 (G̃Hs+1

P )K1,K2 := (GHs+1

P )K1,K2 nµ−1
c (0̂)のAHs

P への作用が生成される．
この作用に関して，次の事実が成り立つ．
定理 B([K2]) (G̃Hs+1

P )K1,K2 y (AHs

P , gs)は水平的超極作用であり，それゆえ，この作
用の主軌道は弱等径部分多様体である．
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