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Gをリー群，M を完備リーマン多様体とする．GのM への proper な等長作用が 極
(polar) であるとは，M の連結完備部分多様体Σが存在して，Σが各G軌道と交わりかつ
各交点で直交することをいう．このΣは作用の断面 (section) と呼ばれる．特にΣが誘導
計量に関して平坦であるとき，作用は超極 (hyperpolar) と呼ばれる．
極作用の 1つの重要性質として，次の事実が知られている．これは，Alexandrino-Töben

[1] 及び Alexandrino [2] によって，より一般に葉層構造の枠組みで示された（Grove-Ziller

[6]も参照）：
定理 1 ([1], [2]). Gを連結リー群，M を単連結な完備リーマン多様体とする．このときG

のM への任意の極作用は，例外軌道（主軌道でない最大次元軌道）を持たない．
ただし，彼らよりも先に，Podesta-Thorbergsson [10]はMが単連結なリーマン対称空間の
場合で，Berndt-Console-Olmos [3]はMがユークリッド空間の場合で，Gorodski-Thorbergsson

[5] は作用が (polar表現より一般に) taut表現の場合で本定理を示している．M が一般の単
連結な完備リーマン多様体の場合を扱う上記定理の証明は，さほど容易ではない．
さて，以上の事実において多様体は有限次元であることが想定されているが，一般に，M

が無限次元リーマン・ヒルベルト多様体の場合においても，proper Fredholm (PF) 作用
[8] と呼ばれるリー群作用の枠組みにおいて，極作用を定義することができる．特に，M が
可分なヒルベルト空間 V の場合には，極作用の様々な例が知られている [8, 11, 9, 12]．私
は最近，上の定理を，M が可分ヒルベルト空間の場合に拡張した：
定理 2 ([7]). Lを連結ヒルベルト・リー群，V を可分なヒルベルト空間とする．このとき，
Lの V への任意の極作用は，例外軌道（主軌道でない余次元最小軌道）を持たない．
この定理の証明は，可分ヒルベルト空間内の等径部分多様体論 [8, 11, 4] に基づく：ま
ず，任意の余次元最小軌道N が V の等径部分多様体であること，つまり法束 T⊥N が平坦
かつ平行法ベクトル場 ξに対してN の形作用素Aξの固有値が定数であることを示す．そし
て，ヒルベルト空間内の任意の連結等径部分多様体の法束の大域平坦性 [4] を用いて，Nが
主軌道であることを示す．この証明方針は，有限次元ユークリッド空間内の場合で Berndt-

Console-Olmos [3] によって示されたものであり，簡潔で幾何学的な証明である．ヒルベル
ト空間内の場合においても同様の議論が成立する．
興味深いことに，定理 2から次の事実が従う．これは定理 1 の特殊な場合であるが，証
明方法が異なる．
系. G/Kを単連結コンパクト・リーマン対称空間，HをGの連結閉部分群とする．このと
き，HのG/Kへの任意の超極作用は，例外軌道（主軌道でない最大次元軌道）を持たない．
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実際，超極作用H ↷ G/Kを「持ち上げる」ことにより，ある無限次元リー群P (G,H×K)

による，あるヒルベルト空間 Vgへの極作用が得られ，この作用に対し定理を適応すること
で系が従う．ここで，Vg := L2([0, 1], g)は [0, 1]からGのリー代数 gへのL2道全体の成す可
分ヒルベルト空間であり，

P (G,H ×K) := {g ∈ H1([0, 1], G) | (g(0), g(1))) ∈ H ×K}

はソボレフH1道全体の成すヒルベルト・リー群H1([0, 1], G)の部分群である．H1([0, 1], G)

及び P (G,H ×K)は Vgにゲージ変換

g ∗ u := gug−1 − g′g−1

で等長かつPFに作用する．G/KへのH作用が超極であることと，VgへのP (G,H×K)作用
が極であることは同値となり，ヒルベルト空間への極作用の重要な例を提供する [8, 11, 9, 12]．
このように，無限次元空間に作用を「持ち上げる」ことで，有限次元空間への作用の新た
な理解が得られることがある．上の系は，既に知られている事実の特殊な場合であるが，定
理 2を更に拡張することで，系の拡張や，更には定理 1 の別証明が可能ではないかと考えて
いる．私は最近，Gorodski-Thorbergsson [5] の手法により，定理 2 が taut 作用の場合に一
般化できることを確認した．この事実をもとに，現在，更なる研究を進めている．
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