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1. Intorduction

本講演の目的は次の二つの定理を紹介することである。M を多様体としたとき、
複素ベクトル空間CN をファイバーとするM 上の自明束M ×CN → M をCN と
表すことにする。
以下、M を完備ケーラー多様体とし、V → M をM 上の、CN ⊂ H0(M ;V )によ

り大域的に生成される正則ベクトル束とする。したがって、次の正則ベクトル束の
完全列が存在する:

(1.1) 0 → Ker ev → CN ev−→ V → 0.

CN がエルミート内積を持つとき、V に誘導されるエルミート計量をhとする。(V, h)
をエルミート束という。(1.1)の第 2基本形式を B ∈ Γ(T 0,1 ⊗ V ∗ ⊗ Ker ev) とする
（[5]参照）。
定理 1.1. CN が以下の条件を満たすエルミート内積を持つと仮定する。
(i) (V, h)は平坦な部分束を持たない。
(ii) (1.1)の第 2基本形式Bが次を満たす:

(ii-a) B∗Bのトレースは定数倍を除いてケーラー計量と一致する。
(ii-b) ∇B ∈ Γ(T ∗ ⊗ T ∗ ⊗ V ∗ ⊗Ker ev)は (0, 2)成分を持たない。
このとき、M は古典型かつコンパクト型のエルミート対称空間であり、V は等質

ベクトル束となる。また、(V, h)のエルミート接続は標準接続である。
定理 1.2. CN が以下の条件を満たすエルミート内積を持つと仮定する。
(i) (V, h)は平坦部分束を持たず、(V, h)の曲率は平行である。
(ii) (1.1)の第 2基本形式Bが次を満たす:

(ii-a) B∗Bのトレースは定数倍を除いてケーラー計量と一致する。
(ii-b) ∇2B ∈ Γ(T ∗ ⊗ T ∗ ⊗ T ∗ ⊗ V ∗ ⊗Ker ev)は (0, 3)成分を持たない。
このとき、M はコンパクト型のエルミート対称空間であり、V は等質ベクトル束

となる。また、(V, h)のエルミート接続は標準接続である。
定理内で使用されている用語に関してはこれ以後の章で定義するか、または適当

な参考文献を挙げることにする。証明は高橋の定理および do Carmo-Wallach理論
の一般化 [6], [7]に基づき、中川–高木の結果 [8]を拡張することによる。

2. Preliminaries

2.1. グラスマン多様体の幾何学. Grp(C
N )を N 次元複素ベクトル空間 CN 内の p

次元部分空間のなすグラスマン多様体とし、S → Grp(C
N ) を同語反復束とする。

S → Grp(C
N )は自明束CN = Grp(C

N )×CN の部分束であるので、正則ベクトル
束の完全列を得る:

(2.1) 0 → S
i−→ Grp(C

N )×CN π−→ Q → 0.
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Q → Grp(C
N )を普遍商束という [1]。このとき、Grp(C

N )の正則接束 T1,0はS∗⊗Q
と同一視される:

T1,0 := T1,0Grp(C
N ) ∼= S∗ ⊗Q.

次にCN のエルミート内積を固定する。すると、
•Sにエルミート計量 hS とエルミート接続∇S が誘導される。
•Qにもエルミート計量 hQとエルミート接続∇Qが誘導される。

∇S、∇Qは標準接続といわれる。
•T1,0にはエルミート計量 hS∗ ⊗ hQ が誘導される。この計量をFubini-Study計量
という。このとき、標準接続より誘導される接続がリーマン接続となる。Grp(C

N )
のケーラー形式を ωN と表す。∇Qの曲率形式をRQとおけば、

ωN =
√
−1traceRQ

が成り立つ。
2.2. 複素射影空間 CPN への正則等長はめ込み. 複素射影空間を GrN (CN+1) =

P(CN+1∗) として考える。すると次数 1の正則直線束O(1)が普遍商束と考えられ、
Fubini-Study計量 ωN はO(1)の標準接続の曲率となる。(より正確にはRO(1)をそ
の曲率とすると、ωN =

√
−1RO(1)が成り立つ。)

• 中川ー高木写像
次に中川–高木の結果 [8]を紹介する。
M を完備ケーラー多様体とし、f : M → CPN を正則等長はめ込みとする。αを

f の（部分多様体としての）第 2基本形式とする。
定理 2.1.（中川–高木）正則等長はめ込み f : M → CPN の第 2基本形式αがα ̸= 0
かつ、∇α = 0 を満たすならば、M は次のうちいずれかである。
(1) CPm, (2) Gr2(C

m), (3) Gr2(R
m), (4) SO(10)/U(5),

(5) E6/Spin(10)×U(1), (6) CPm ×CPn.

CPN への正則等長はめ込みを記述するため、小平埋め込みを復習する。
そのために誘導写像を定義する。V → M を正則ベクトル束とし、W をその正則

切断のなすベクトル空間であるとする。このとき評価写像といわれる束写像が定義
される:

ev : M ×W → V, ev(x, t) = t(x) ∈ Vx,

ただし、Vx は x ∈ M 上の V → M のファイバーを表す。各 x ∈ M に対して、
evx : W → Vx という線形写像を考えれば、評価写像 evが全射であるとき、正則写
像 f : M → Grp(W )が以下のように定義される（p = dimW − rankV）:

f(x) = Ker evx ⊂ W.

f を (V → M,W )もしくは (V,W )による誘導写像という（[1]参照）。V → M が正
則直線束であり、f が埋め込みであるとき、誘導写像は小平埋め込みである。
以下では対称空間に対応する対称対 (G,K)を考え、W (ϖ)を最高ウェイトとして

ウェイトϖをもつGの既約ユニタリー表現とする。（基本ウェイトϖiの番号付けは
[2]にしたがう。）したがって、そのエルミート内積はG不変内積である。
定理 2.2. （中川–高木）定理 2.1における正則等長はめ込み f は次のいずれかによ
る小平埋め込みである。
(1) (O(2) → CPm, S2Cm+1), (2) (O(1) → Gr2(C

m),W (ϖ2)),
(3) (O(1) → Gr2(R

n),W (ϖ1)),
(4) (O(1) → SO(10)/U(5),W (ϖ4) orW (ϖ5)),
(5) (O(1) → E6/Spin(10)×U(1),W (ϖ1) orW (ϖ6)),
(6) (O(1)⊠O(1) → CPm ×CPn,Cm+1 ⊗Cn+1).
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なお、塚田先生はこの結果を次のように一般化された [9]: エルミート対称空間へ
の第 2基本形式が平行な (∇α = 0) 正則等長はめ込みは全測地的であるか中川–高木
写像である。
定理 1.1と定理 1.2を証明するために、定理 2.1と定理 2.2を複素グラスマン多様

体への正則等長はめ込みに一般化することを考える。そのために再度複素射影空間
への正則等長はめ込みを考察する。

f を (M,ω)から、(GrN (CN+1), ωN ) への正則等長はめ込みとすれば、f∗ωN = ω

が成り立つので、f∗O(1) → M の引き戻し接続の曲率は平行 (∇Rf∗O(1) = 0)となる。
また、f の第 2基本形式の (2, 0)-成分を αと表すことにすると、Gauss-Codazzi-

Ricciの方程式から
∇α = 0 ⇐⇒ ∂α = 0

となる。ここで、∂α = 0は任意の Z ∈ T1,0M に対して、∇Zα = 0 が成り立つこと
を意味する。
定義 2.3. f : (M,ω) → (Grp(C

N ), ωN )をケーラー多様体から複素グラスマン多様
体への正則等長はめ込みとする。
普遍商束の引き戻し束に誘導された接続の曲率が平行 (∇Rf∗Q = 0)であるとき

に、f は平行曲率条件を満たすという。
f の第 2基本形式の (2, 0)-成分を αと表したとき、α ̸= 0であり、かつ αが反正

則である、すなわち ∂α = 0であるとき、f は反正則第 2基本形式をもつという。
終域が複素射影空間ではない複素グラスマン多様体であれば、∇α = 0 =⇒ ∂α = 0

は成り立つが、両者は同値な条件ではない。
したがって中川–高木の定理では、完備ケーラー多様体から複素射影空間GrN−1(C

N )

への平行曲率条件 (∇Rf∗O(1) = 0)を満たし、反正則第2基本形式 (∂α = 0 ⇐⇒ ∇α =
0) をもつ正則等長はめ込みが分類されたとも考えられる。
例. コンパクト対称対 (SU(m+1),U(m))と対応する対称空間CPm上の次数 2の直
線束O(2) → CPm を考える。Cm+1を SU(m+1)の標準表現とすれば、Bott-Borel-
Weilの定理から、

H0(CPm;O(2)) = S2Cm+1∗

が成り立つ。SU(m+1)のS2Cm+1∗への表現をU(m)に制限することにより, S2Cm+1∗

の既約分解を得る:

S2Cm+1∗ = S2Cm∗ ⊕Cm∗ ⊗C−1 ⊕C−2,

ここで、 Cm∗は U(m)の標準表現Cmの双対表現であり、Ck は U(m)のウェイト
kの 1次元表現である。すると直線束O(2)は等質ベクトル束として、

O(2) = SU(m+ 1)×U(m) C−2

と表され、O(2)と S2Cm+1∗によるGrN−1(S
2Cm+1∗) = P (S2Cm+1)への小平埋め

込みは
f0([g]) = g

(
S2Cm∗ ⊕Cm∗ ⊗C−1

)
となる。ただし、g ∈ SU(m+ 1)である。f0は定理 2.2の (1)に当たる中川–高木写
像である。

f0による普遍商束の引き戻し束はO(2) となり、誘導接続は標準接続となる。し
たがって、f0は平行曲率条件を満たす。
双対空間を考えることにより、

S2Cm+1 = C2 ⊕Cm ⊗C1 ⊕ S2Cm
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を得る。等質束V = SU(m+1)×U(m)S
2Cm に対して、Bott-Borel-Weilの定理から、

H0(CPm;V ) = S2Cm+1

を得る。そこで、f0の‘ 双対写像 ’f∗
0 : CPm → Grm+1(S

2Cm+1) が
f∗
0 ([g]) = g (C2 ⊕Cm ⊗C1)

と定義される。f∗
0 も平行曲率条件を満たす。

一方、f †
0 : CPm → P(S2Cm+1∗) が

f †
0([g]) = gC2

と定義される。f †
0 は平行曲率条件を満たさない。

しかしながら、f0, f
∗
0 , f

†
0 すべてが反正則第 2基本形式をもつ。
3. グラスマン多様体への写像

定理 3.1. M を完備ケーラー多様体とするとき、次の二つの条件 (I), (II)は同値で
ある。
(I) M 上の、CN ⊂ H0(M ;V )により大域的に生成される正則ベクトル束 V → M
が存在し、CN が以下の条件を満たすエルミート内積を持つ。:
(i) (V, h)は平坦な部分束を持たない。
(ii)ベクトル束の完全列 (1.1)の第 2基本形式 B ∈ Γ(T 0,1 ⊗ V ∗ ⊗ Ker ev) が次を満
たす:

(ii-a) B∗Bのトレースは定数倍を除いてケーラー計量と一致する。
(ii-b) ∇B ∈ Γ(T ∗ ⊗ T ∗ ⊗ V ∗ ⊗Ker ev)は (0, 2)成分を持たない。

(II) 全測地的正則等長はめ込み f : M → Grp(C
N )が存在する。

定理 3.2. M を完備ケーラー多様体とするとき、次の二つの条件 (I), (II)は同値で
ある。
(I) M 上の、CN ⊂ H0(M ;V )により大域的に生成される正則ベクトル束 V → M
が存在し、CN が以下の条件を満たすエルミート内積を持つ。:
(i) V の誘導計量 hに関して、(V, h)は平坦部分束を持たず、かつ (V, h)の曲率は平
行である。
(ii) (1.1)の第 2基本形式B ∈ Γ(T 0,1 ⊗ V ∗ ⊗Ker ev) が次を満たす:

(ii-a) B∗Bのトレースは定数倍を除いてケーラー計量と一致する。
(ii-b) ∇2B ∈ Γ(T ∗ ⊗ T ∗ ⊗ T ∗ ⊗ V ∗ ⊗Ker ev)は (0, 3)成分を持たない。

(II) 平行曲率条件を満たし、反正則第 2基本形式をもつ正則等長はめ込み f : M →
Grp(C

N )が存在する。
そこで、主定理を証明するために、完備ケーラー多様体から複素グラスマン多様

体Grp(C
N ) への平行曲率条件を満たし、反正則第 2基本形式をもつ正則等長はめ込

みを分類することにする。そこで中川–高木の結果の証明を我々の立場から説明する。
(G,K)をエルミート対称対とし、 G → G/K を主K 束とみなす。対応するリー

代数の直交分解を g = k⊕m とする。ただし、g (resp. k) はG (resp.K)のリー代数
である。このとき、Gの左移動 Lを利用して Lgm (g ∈ G) として得られる接分布を
水平部分空間とする接続が定義される。この接続を標準接続という。V0をKのユニ
タリー表現空間としたとき、等質ベクトル束 V → G/K を

V = G×K V0

と定義する。V0がKの既約表現であるならば、V → G/Kは既約等質ベクトル束と
いわれる。標準接続から定義される V → G/K の共変微分も標準接続ということに
する。
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• 中川–高木の結果の証明の概要
まず、Gauss-Codazzi方程式を使用して、M がコンパクト型エルミート対称空間

G/K であることを導く。
H2(G/K;Z) ∼= Zが成り立つので、一般化して、b2 = 1を満たす旗多様体N から

射影空間への正則等長はめ込みを分類する。故に、小平埋め込みの分類に帰着され、
正の直線束 L → N とH0(N ;L)およびその内積を特定すればよい。
存在: N 上の直線束はすべて等質束なので、Bott-Borel-Weilの定理から、H0(N ;L)
はG既約表現空間となる。したがって、(L,H0(N ;L))による小平埋め込みは同変写
像であり、同変性から正則等長はめ込みとなる。また∇kα も計算可能である。
一意性: Calabiの複素射影空間への正則等長はめ込みに関する剛性定理より、分類
が完成する。
• 問題点
平行曲率条件を満たし、反正則第 2基本形式をもつ正則等長はめ込み f : M →

Grp(C
N )に対して同じ論法を用いようとするときの問題点は以下のとおりである。

(1) M がエルミート対称空間であることを示す必要がある。
(2) 普遍商束の引き戻し f∗Qは直線束ではないので、等質ベクトル束である事を示
す必要がある。
(3) Calabiの剛性定理はもはや使えない。
(4) ∇kαを計算する。
以下、いくつかの用語を準備することにする [6]。
f : (M,ω) → Grp(C

N )を正則写像とするとき、評価写像 ev : CN → Qの引き戻
しにより、f∗ev : CN → Γ(f∗Q)が定義される。
定義 3.3. f∗ev : CN → Γ(f∗Q)が単射であるとき、f : M → Grp(C

N )を充満であ
るという。
以後 f∗evも evと表す。
さらにCN 上のエルミート内積を固定し、ケーラー多様体 (Grp(C

N ), ωN ) を考え
る。Grp(C

N )上のベクトル束の完全列 (2.1)を引き戻して、M 上の正則ベクトル束
の完全列
(3.1) 0 → U

i−→ M ×CN π−→ V → 0.

を得る；U := f∗S, V := f∗Qである。
定義 3.4. V = f∗Qの平坦な部分束 V0とCN の部分空間Cr ̸= {0} が存在し、evを
M ×Cr に制限した束写像 ev : Cr → V が V0へのベクトル束としての同型写像であ
るとき、f : M → Grp(C

N )は自明因子をもつという。
4. ベクトル束の等質性

f : (M,ω) → (Grp(C
N ), ωN )を正則等長はめ込みとし、ベクトル束の完全列 (3.1)

の第 2基本形式を
A ∈ Ω1,0(Hom(U, V )), B ∈ Ω0,1(Hom(V, U))

とおく。
AX = πdX i, BX = i∗dXπ∗, X ∈ TM,

ただし、i∗, π∗はそれぞれ i, πの随伴写像を表す。
一点 x ∈ M を固定し、線形写像Bx : T0,1Mx ⊗ Vx → Ux をBx(Z ⊗ v) =

(
BZv

)
x

と定義する。
N1x := ImBx ⊂ Ux

とおく。
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定理 4.1. f が平行曲率条件を満たすならば、N1 = ∪x∈MN1x は U → M の部分束
となる。
次に線形写像 (∇B)x : T0,1Mx ⊗ T0,1Mx ⊗ Vx → Ux を (∇B)x(Z ⊗ W ⊗ v) =

(∇ZK)(W )vx と定義し、
N2x := Im∇Bx ⊂ Ux

とおく。
定理 4.2. f が平行曲率条件を満たし、反正則第 2基本形式をもつならば、N2 =
∪x∈MN2x は U → M の部分束となる。
定理 4.3. M を単連結なケーラー多様体とし、f : M → Grp(C

N ) を充満な自明因
子を持たない正則等長はめ込みとする。

fが平行曲率条件を満たし、反正則第 2基本形式をもつならば、ベクトル束U → M
はベクトル束の直交直和として U = N1 ⊕N2 と分解される。
定理 4.3の仮定の下、次の直交直和分解:

M ×CN = N2 ⊕N1 ⊕ V.

から定義される評価写像

ev2 : M ×CN → N2 ⊕ V

は全射束写像となる。
したがって、誘導写像 f̃ : M → Grn1(C

N ) が f̃(x) = Ker (ev2)x ⊂ CN として定
義される (n1 = rankN1)。f̃ を f に対する第 2写像 という。第 2写像はもはや正則
写像ではないが、次が成り立つ。
定理 4.4. 定理 4.3の仮定の下、第 2写像 f̃ : M → Grn1(C

N )は∇df̃ = 0を満たす
はめ込みとなる。

Grn1(C
N )には Fubini-Study計量が存在する。g̃ を f̃ : M → Grn1(C

N ) による
M 上の誘導計量とする。
補題 4.5. 定理 4.3の仮定の下、g̃の Levi-Civita接続は (M,ω)の Levi-Civita接続と
一致する。
定理 4.4と補題 4.5から、f̃ : (M, g̃) → Grn1(C

N ) は全測地的はめ込みとなる。
系 4.6. (M,ω)は局所対称空間となる。
定理 4.7. (M,ω)を完備ケーラー多様体とし、f : M → Grp(C

N ) を充満な自明因
子を持たない正則等長はめ込みとする。

f が平行曲率条件を満たし、反正則第 2基本形式をもつならば、普遍商束の引き
戻し束 (V, h) → M はコンパクト型エルミート対称空間上の等質ベクトル束となり、
その引き戻し接続は標準接続となる。
注意. 部分多様体論におけるGauss-Codazzi方程式から、M が局所対称空間である
ことをいうこともできる。しかし、写像を特定するためには、V → M が等質ベクト
ル束であることも示しておきたいので、第 2写像を利用した。
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5. Calabiの剛性定理の一般化
定義 5.1. fi : M → (Grp(C

N ), ωN ) (i = 1, 2) に対して、S ∈ SU(N)が存在して、
f2 = S ◦ f1 を満たすとき、f1と f2は像同値であるという。
定理 5.2. [3](Calabi) f : (M,ω) → (CPn, ωN ) が充満な正則等長はめ込みならば、
次元 nは一意的であり、f は像同値を除いて一意的である。
ところが、一般の複素グラスマン多様体への正則等長はめ込みに対しては上の剛

性定理は成立しない。そこで、別のアプローチを試みる。
定義 5.3. エルミート正則ベクトル束 (V, h) → M のエルミート接続の曲率形式Rが
(5.1) h(R(Z,Z)v, v) > 0 ∀Z ∈ T1,0Mx\{0}, ∀v ∈ Vx\{0},
を満たすならば、(V, h)を正のエルミート正則ベクトル束であるという。>を ≧で
置き換えたときに (5.1)が成り立つならば、(V, h)を半正のエルミート正則ベクトル
束であるという。
注意. 正則ベクトル束 V → M に対して、エルミート計量 hが存在して、(V, h)が正
（resp. 半正）となるならば、V → M を正（resp. 半正）の正則ベクトル束であると
いう [4]。

f : (M,ω) → Grn(C
n+1) = CPn を充満な正則等長はめ込みとする。このとき、

O(1) → CPn のM への引き戻し束は正の直線束でありその曲率形式は Rf∗O(1) =
−
√
−1ωとなる。逆に正則写像 f : (M,ω) → Grn(C

n+1)に対して、f∗O(1) → M の
曲率形式が Rf∗O(1) = −

√
−1ω を満たしているならば（したがって、f∗O(1) → M

は正である）、f は定数倍を除いて正則等長はめ込みである。
定義 5.4. (V, h,∇)を順にM 上のベクトル束とその計量および計量を保つ接続とす
る。f をM から (Grp(C

N ), ωN )への写像とする。f による普遍商束の引き戻し束
(f∗Q, f∗hQ,∇f∗Q) が (V, h,∇)と同型であるとき、f は (V, h,∇)に対するゲージ条
件を満たすという。

(V, h)を複素多様体上のエルミート計量を持つ正則ベクトル束（エルミート正則
ベクトル束）とすれば、エルミート接続といわれる接続∇が一意的に存在する。こ
のとき、正則写像 f : M → (Grp(C

N ), ωN )が (V, h,∇)に対するゲージ条件を満た
すとき、省略して f は (V, h)に対するゲージ条件を満たすという。
すると上記の Calabiの剛性定理は次のように言い換えられる。

定理 5.5. (Calabi) (M,ω)をケーラー多様体、(L, h) → M をそのエルミート接続の
曲率が−

√
−1ωとなる（正の）直線束であるとする。

このとき、充満な正則写像 f : M → CPn = Grn(C
n+1) が (L, h)に対するゲー

ジ条件を満たすならば、次元 nは一意的であり、f は像同値を除いて一意的である。
この定理は次のように一般化される。

定理 5.6. [7] (M,ω)をケーラー多様体、(V, h) → M を正のエルミート正則ベクト
ル束であるとする。
このとき、充満な正則写像 f : M → Grp(C

N ) が (V, h)に対するゲージ条件を満
たすならば、N は一意的であり、f は像同値を除いて一意的である。
系 5.7. (V, h) をケーラー多様体M 上の半正のエルミート正則ベクトル束であると
する。また、正の直線束 (L, hL) → M に対するゲージ条件を満たす複素射影空間へ
の充満な正則写像 f̃ : M → Grn(C

n+1) が存在すると仮定する。
このとき、充満な正則写像 f : M → Grp(C

N ) が (V, h)に対するゲージ条件を満
たすならば、N は一意的であり、f は像同値を除いて一意的である。
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注意. 正則写像 f : M → (Grp(C
N ), ωN )に対して、ベクトル束のGauss-Codazzi方

程式より、普遍商束の引き戻し束 (f∗Q, f∗hQ)は半正となる。
定理 5.6をコンパクトエルミート対称空間に適用するために、次を必要とする。

補題 5.8. (G,K) をコンパクト型のエルミート対称対とし、(V, h)をそのエルミー
ト接続が標準接続である既約等質ベクトル束とする。
このとき、V → G/K のG不変接続は標準接続に限る。

系 5.9. (G,K) を既約なコンパクト型のエルミート対称対とし、(V, h)をそのエル
ミート接続が標準接続である既約等質ベクトル束とする。

f がG/K から複素グラスマン多様体への (V ⊕r
, h⊕

r
)に対するゲージ条件を満た

す充満な正則写像ならば、f は像同値を除いて (
⊕rV,H0(G/K0;⊕rV )

) による誘導
写像である。また、(V, h)は半正の正則ベクトル束である。

6. 主定理の証明の概略
(G,K)をエルミート対称対とし、W をGの既約ユニタリー表現とする。W 内の

最低ウェイトベクトルとKから生成されるW のK部分空間を V0 ⊂ W とおく。V0

はK 既約表現空間となる。このとき、等質ベクトル束 V → G/K を
V = G×K V0

と定義すれば、Bott-Borel-Weilの定理からH0(G/K;V ) = W が成り立つ。したがっ
て、(V,W )による誘導写像 f : G/K → Grp(W )が

f([g]) = gV ⊥
0 .

と定義される。この f を (G/K,W )による標準写像という。標準写像はG同変写像
となる。
標準写像 f による普遍商束の引き戻しはG/K上の既約等質ベクトル束 V → G/K

となるが、引き戻し接続はG不変接続となるので、補題 5.8より、標準接続となる。
したがって、標準写像 f は平行曲率条件 (∇Rf∗Q = 0)を満たす。

K の中心をU(1)とすれば、K = K0U(1)と表せる。表現の部分群K への制限に
より、G既約表現空間W をK 表現空間とみなせば、
(6.1) W = Nl ⊗Ci(l) ⊕Nl−1 ⊗Ci(l−1) ⊕ · · · ⊕N0 ⊗Ci(0),

という K 表現空間としての分解（既約分解ではない）を得る。ただし、Nj (j =
0, 1, · · · , l)はK0表現空間であり、 Ck はU(1)のウェイト kの 1次元既約表現であ
る。また、i(0) < i(1) < · · · < i(l−1) < i(l)を満たしているとする。V0 = N0⊗Ci(0)

である。分解 (6.1)は (G/K,W )に対する l階の法分解といわれる。
定理 6.1. (G,K)をエルミート対称対とし、 W をGの既約表現とする。(G/K,W )
による標準写像を f とおく。
(i) f が全測地的部分多様体である (α = 0)ためにはW が (G/K,W )に対する 1階
の法分解をもつことが必要十分である。
(ii) f が反正則第 2基本形式をもつ (α ̸= 0, ∂α = 0) ためにはW が (G/K,W )に対
する 2階の法分解をもつことが必要十分である。
定義 6.2. 標準写像 f による普遍商束の引き戻し束上の誘導接続のホロノミー群が
各ファイバー上で既約であれば、f を既約型という。そうでないとき、f を直和型と
いう。
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定理 6.3. (M,ω)を完備ケーラー多様体とし、f : M → Grp(C
N ) を充満な自明因

子を持たない正則等長はめ込みとする。
f : M → Grp(C

N )が全測地はめ込みであり、既約型であるならば、f は以下の標
準写像の一つである。
(1) (CPn,W (ϖi)) (i = 1, · · · , n)
(2) (Grp(C

n+1),W (ϖn)) f は恒等写像である。
(3) (Grp(C

n+1),W (ϖ1)) f は恒等写像の双対写像である。
(4) (Gr2(R

2n+1),W (ϖn))
(5) (Gr2(R

2n),W (ϖn−1)), (Gr2(R
2n),W (ϖn))

(6) (Sp(n)/U(n),W (ϖ1)),
(7) (SO(2n)/U(n),W (ϖ1))

f が直和型であれば、f は上の表にある既約型の標準写像 fj (j = 1, · · · , l)を用
いて、

f = f1 × · · · × fl,

と表される。
注意. より正確には、fi(x) = Ker evix ⊂ Wi (i = 1, · · · , l)であるとき、直和型標準
写像 f = f1 × · · · × flは、

evx = (ev1x, · · · , evlx) : W1 ⊕ · · · ⊕Wl → V1x ⊕ · · · ⊕ Vlx

を用いて、f(x) = Ker evxと定義される。
定理 6.4. (M,ω)を完備ケーラー多様体とし、f : M → Grp(C

N ) を充満な自明因
子を持たない正則等長はめ込みとする。

f が平行曲率条件を満たし、反正則第 2基本形式をもち、かつ既約型であるなら
ば、f は以下の標準写像の一つである。
(1) (M, g), M = G/K :コンパクト型のエルミート対称空間,
(2)∗ (CPn,W (ϖi +ϖj) or W (ϖn+1−i +ϖn+1−j)), i ≦ j,
(3) (Grp(C

n+1),W (2ϖ1) or W (2ϖn)), 2 ≦ p ≦ n− 1.
(4)∗ (Gr2(C

n+1),W (ϖi)) or W (ϖn+1−i)), 2 ≦ i ≦ n− 1.
(5) (Grp(C

n+1),W (ϖ2) or W (ϖn−1)), 3 ≦ p ≦ n− 2.
(6)∗ (Gr2(R

2n+1),W (ϖi)), 1 ≦ i ≦ n− 1.
(7) (Gr2(R

2n+1),W (2ϖn)),
(8)∗ (Gr2(R

2n),W (ϖi)), 1 ≦ i ≦ n− 2.
(9) (Gr2(R

2n),W (2ϖn−1)) or W (2ϖn)), (n : odd).
(10) (Gr2(R

2n),W (2ϖn−1)), (n : even).
(11) (Gr2(R

2n),W (2ϖn)), (n : even).
(12) (Gr2(R

2n),W (ϖn−1 +ϖn)),
(13) (Sp(n)/U(n),W (ϖ2)), (14) (SO(2n)/U(n),W (2ϖ1)),
(15)∗ (SO(10)/U(5),W (ϖ4) or W (ϖ5)).
(16) (SO(12)/U(6),W (ϖ5)). (17) (SO(12)/U(6),W (ϖ6)).
(18)∗ (E6/Spin(10)×U(1),W (ϖ1) or W (ϖ6)).
(19) (E6/Spin(10)×U(1),W (ϖ2)), (20) (E7/E6 ×U(1),W (ϖ1)).
(21)∗ (M1 ×M2,W (λ1) ⊗W (λ2)), 各 i = 1, 2に対して、(Mi,W (λi))は定理 6.3
内の (1), · · · , (7)のいずれかである。

f が直和型であれば、f は上の表にある既約型の標準写像 fj (j = 1, · · · , l)を用
いて、

f = f1 × · · · × fl,

と表される。
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注意. ∗がついている写像は中川–高木写像である。ただし、(2)では i = j = 1、(4)で
は i = 2、 (6),(8)では i = 1、(21)∗ではM1, M2いずれも複素射影空間かつ λi = ϖ1

のときのみ、中川–高木写像である。
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