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1 はじめに

Raoは 1945 年の論文 ([14]) で，フィシャー情報量をリーマン計量とすることで統計的モデルが幾何学的
に考察できることを示し，情報幾何学が誕生した。その後，甘利 ([3])，甘利・長岡 ([4]) により統計多様体
として発展 ([13])，数学に限らず多くの分野に応用されている。情報幾何学における統計的モデルはリーマ
ン計量としてフィシャー計量をもち，確率分布の期待値から構成される捩じれのない α 接続と呼ばれるア
ファイン接続をもつ。ここで，α は実数である。特に，α = 0 のとき，レビ・チビタ接続であり，α = 1 の
とき指数型接続または e 接続，α = −1 のとき混合型接続または m 接続という。α 接続と (−α) 接続は計
量に関して互いに双対である。

微分幾何学において（擬）リーマン沈め込みは，O’Neill ([11], [12]) とGray ([9]) によって導入された概
念であり，多くの研究成果を得ている ([6], [22], [23], etc.)。情報幾何学における統計沈め込みは安部・長
谷川 ([1]) により定義された。

偶数次元ではケーラー多様体，奇数次元では佐々木多様体のようなある幾何構造をもつ代表的な研究対
象がある。著者は，概複素構造や佐々木構造の (1, 1) 型のテンソル場と計量に関して双対なテンソル場を
定義した ([16], [17])。多項分布や負の多項分布などは離散型の，多次元正規分布やディレクレ分布などは
連続型の代表的な統計的モデルである。これらの統計的モデルが偶数次元のとき e 接続及び m 接続に関し
て平行となる概複素構造を構成 ([18]) した。

統計多様体において，計量に関して (1, 1) 型のテンソルと双対なもう一つの (1, 1) 型のテンソル場を導
入することができる。偶数次元の場合，概複素構造がアファイン接続に関して平行であることと，双対な概
複素構造が双対なアファイン接続に関して平行であることは同値になる。このような概複素構造をもつ統
計多様体を Kähler-like 統計多様体と定義 ([16]) した。同様に，奇数次元のとき，佐々木多様体と類似の構
造をもつ Sasaki-like 統計多様体を定めることができる ([17])。また，全空間がこれらの空間である統計沈
め込みについて考察した。

また，論文 [5] では cosymplectic-like 統計多様体とその沈め込みについて，[7] では局所 product-like 統
計多様体をその超曲面について，[10] では古畑・長谷川の正則統計多様体における部分多様体の研究 ([8])
の概念を用いて反不変正則統計沈め込みを研究している。さらに，[15] では Kenmotsu-like 統計沈め込
みの研究，[19] では局所 product-like 統計沈め込みの考察，四元数 Kähler-like 統計沈め込み ([20]) や
para-Kähler-like 統計沈め込み ([21]) など，ある幾何構造をもつ統計多様体やその統計沈め込みの研究が
ある。

今回，全空間が Sasaki-like 統計多様体の統計沈め込みについて議論する。特に，構造ベクトル場が垂直
である φ 不変 Sasaki-like 統計沈め込みについて述べる。

2 統計多様体

最初に，M を擬リーマン多様体，∇ を捩じれがないアファイン接続とする。∇g が対称ならば (M, g,∇)
を統計多様体という。統計多様体に対してもう一つのアファイン接続 ∇∗ を M 上のベクトル場 E,F,G に
対して

Eg(F,G) = g(∇EF,G) + g(F,∇∗
EG)(2.1)

により定義する。∇ と ∇∗ は g に関して互いに共役（または双対）という。∇∗ は捩じれがなく，∇∗g は対
称であり，(∇∗)∗ = ∇ を満たす。明らかに，(M, g,∇∗) は統計多様体である。アファイン接続 ∇ 及び ∇∗

に関する曲率テンソルをそれぞれ R 及び R∗ とすると，M 上のベクトル場 E,F,G,H に対して

g(R(E,F )G,H) = −g(G,R∗(E,F )H)(2.2)
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が成り立つ。ここで，R(E,F )G = [∇E ,∇F ]G−∇[E,F ]G である。これより R = 0 と R∗ = 0 は同値であ
る。R = 0 のとき M は平坦であるという。アファイン接続 ∇ に関する曲率テンソル R が

R(E,F )G = c { g(F,G)E − g(E,G)F }

を満たすとき，統計多様体 (M, g,∇) を定曲率 c の（定曲率）空間という。

次の，

J2 = −I(2.3)

である (1, 1) 型のテンソル場 J をもつ滑らか多様体を，概複素構造 J をもつ概複素多様体という。ここで，
I は恒等変換である。擬リーマン多様体 (M, g) において

g(JE, JF ) = g(E,F )(2.4)

を満たすとき，(M, g, J) を概エルミート多様体という。概複素構造 J をもつ擬リーマン多様体 (M, g) に
おいて

g(JE, F ) + g(E, J∗F ) = 0(2.5)

によりもう一つのテンソル場 J∗ を考える。このとき，(M, g, J) を概 Hermite-like 多様体という。(J∗)∗ =
J, (J∗)2 = −I 及び

g(JE, J∗F ) = g(E,F )(2.6)

が成り立つ。これより

補題 A ([16]). (M, g, J) が概 Hermite-like 多様体であることと (M, g, J∗) が概 Hermite-like 多様体であ
ることは同値である。

次に，概複素構造 J がアファイン接続 ∇ に関して平行であるとき，(M, g,∇, J) を Kähler-like 統計多
様体という。式 (2.6) より

g((∇GJ)E,F ) + g(E, (∇∗
GJ

∗)F ) = 0(2.7)

が成り立つから

補題 B ([16]). (M, g,∇, J) が Kähler-like 統計多様体でることと (M, g,∇∗, J∗) が Kähler-like 統計多様体
でることは同値である。

注意 2.1. (M, g,∇, J) を Kähler-like 統計多様体とする。M がアファイン接続に関して定曲率空間である
とき，M (dimM ≥ 4) は平坦である。

定数 c に対して曲率テンソル R が

R(E,F )G =
c

4
[ g(F,G)E − g(E,G)F − g(F, JG)JE + g(E, JG)JF(2.8)

+{ g(E, JF )− g(JE, F )}JG ]

を満たすとき，Kähler-like 統計多様体 (M, g,∇, J) を定正則断面曲率 c の空間という。R は R(E,F )JG =
JR(E,F )G 及び Bianchi の第一，第二恒等式を満たす。更に，

R∗(E,F )G =
c

4
[ g(F,G)E − g(E,G)F − g(F, J∗G)J∗E + g(E, J∗G)J∗F

+{ g(E, J∗F )− g(J∗E,F )}J∗G ].

注意 2.2. M がケーラー多様体のとき，(2.8) を満たす M は定正則断面曲率 c の空間である ([23])。

次に，M を (2n+ 1) 次元多様体，φ, ξ 及び η をそれぞれ M 上の (1, 1) 型のテンソル場，ベクトル場
及び 1形式とする。次の条件

η(ξ) = 1, φ2E = −E + η(E)ξ(2.9)
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を満たすとき，M は概接触構造 (φ, ξ, η) をもつといい，そのような M を概接触多様体という。このとき
φξ = 0, η(φE) = 0 が成り立つ。

例 1. R5 を局所座標系 (x1, x2, x3, x4, x5) をもつ滑らかな多様体とし，

φ =



0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

−1 0 0 0 0

0 −1 0 0 0

x2 0 x4 0 0


, ξ =



0

0

0

0

1


, η = (−x4, 0, x2, 0, 1)

とする。このとき，R5 は概接触構造 (φ, ξ, η) をもつ概接触多様体である。1形式 η は

η ∧ (dη)2 = 2dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4 ∧ dx5 ̸= 0

を満たすから接触構造になる。

更に，

η(E) = εg(ξ, E)(2.10)

とおくと，g(ξ, ξ) = ε を得る。ここで，ε = −1 または +1 であり，それぞれに対応して ξ は時間的または
空間的という。

概接触構造 (φ, ξ, η) をもつ擬リーマン多様体 (M, g) において

g(φE,F ) + g(E,φ∗F ) = 0(2.11)

によりもう一つの (1, 1) 型のテンソル場 φ∗ を定める。このとき，(M, g) は概接触構造 (φ, ξ, η) をもつ概
接触計量多様体という。(φ∗)∗ = φ, (φ∗)2E = −E + η(E)ξ, φ∗ξ = 0, η(φ∗E) = 0 及び

g(φE,φ∗F ) = g(E,F )− εη(E)η(F )(2.12)

が成り立つ。

補題 C ([17]). (M, g) が概接触構造 (φ, ξ, η) をもつ概接触計量多様体であることと，概接触構造 (φ∗, ξ, η)
をもつ概接触計量多様体であることは同値である。

例 2. M5 = {(x1, x2, x3, x4, x5) |x2 > 0, x4 > 0} ⊂ R5 は例 1 の概接触構造 (φ, ξ, η) をもち，

g =



εx2
4 0 0 0 −εx4

0 −1 0 0 0

0 0 εx2
2 1 εx2

0 0 1 1 0

−εx4 0 εx2 0 ε


, φ∗ =



ε
x2x4

− ε
x2x4

−1 1
x2
2x

2
4

0

0 0 −1 −1 0

1 0 0 ε
x2x4

0

−1 1 0 − ε
x2x4

0

− x2
2−ε
x2

− ε
x2

−x4 − εx2
2−1

x2
2x4

0


とする。このとき，(M, g) は概接触構造 (φ, ξ, η) をもつ概接触計量多様体であり，(M, g) は概接触構造
(φ∗, ξ, η) をもつ。

次の条件を満たす Sasaki-like 構造 (φ, ξ, η) をもつ (M, g,∇) を Sasaki-like 統計多様体という：

∇Eξ = −εφE,(2.13)

(∇Eφ)F = g(E,F )ξ − εη(F )E.(2.14)

式 (2.14) と η(φF ) = 0 を用いると g(∇∗
Eξ, φF ) + εg(E,F )− η(E)η(F ) = 0 となから，∇∗

Eξ = −εφ∗E を
得る。式 (2.11) より g((∇Gφ)E,F )+ g(E, (∇∗

Gφ
∗)F ) = 0 だから (∇∗

Gφ
∗)F = g(G,F )ξ− εη(F )G が得ら

れる。これより

補題 2.1. (M, g,∇) が Sasaki-like 構造 (φ, ξ, η) をもつ Sasaki-like 統計多様体であることと，(M, g,∇∗)
が Sasaki-like 構造 (φ∗, ξ, η) をもつ Sasaki-like 統計多様体であることは同値である。
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例 3. (M, g) を例 2 の概接触計量多様体とする。アファイン接続 ∇ を次のようにおく：

∇∂1∂1 = −εx2∂1 − εx4∂3 − εx4∂4 + εx2x4∂5,

∇∂1
∂2 = ∇∂2

∂1 = −εx4∂4,

∇∂1
∂3 = ∇∂3

∂1 = ∇∂1
∂4 = ∇∂4

∂1 = εx4∂2,

∇∂1∂5 = ∇∂5∂1 = ε∂3 − εx2∂5,

∇∂2
∂2 = ∇∂4

∂4 = ∇∂5
∂5 = 0,

∇∂2
∂3 = ∇∂3

∂2 = εx2∂4 + ∂5,

∇∂2
∂4 = ∇∂4

∂2 = ∂5,

∇∂2∂5 = ∇∂5∂2 = ε∂4,

∇∂3
∂3 = −εx2∂1 − εx4∂3 + εx4∂4 − εx2x4∂5,

∇∂3
∂4 = ∇∂4

∂3 = −εx2∂2,

∇∂3∂5 = ∇∂5∂3 = −ε∂1 − εx4∂5,

∇∂4∂5 = ∇∂5∂4 = −ε∂2.

ここで，∂i = ∂/∂xi (i = 1, 2, 3, 4, 5)，ξ = ∂5 である。これより，(M, g,∇) は Sasaki-like 構造 (φ, ξ, η) を
もつ Sasaki-like 統計多様体である。

Sasaki-like 統計多様体において

R(E,F )ξ = η(F )E − η(E)F,(2.15)

R(E,F )φG− φR(E,F )G = ε{g(F,φG)E − g(E,φG)F − g(F,G)φE + g(E,G)φF}(2.16)

が成り立つ。これより

補題 2.2. (M, g,∇) を Sasaki-like 構造 (φ, ξ, η) をもつ Sasaki-like 統計多様体とする。(M, g,∇) が定曲
率 c の空間ならば c = ε である。即ち，

R(E,F )G = ε{g(F,G)E − g(E,G)F}.

アファイン接続 ∇ に関する曲率テンソル R が

R(E,F )G =
1

4
(c+ 3ε) {g(F,G)E − g(E,G)F}(2.17)

+
1

4
(c− ε)[ εη(G){η(E)F − η(F )E}+ {g(E,G)η(F )− g(F,G)η(E)}ξ

−g(F,φG)φE + g(E,φG)φF + {g(E,φF )− g(φE,F )}φG ]

を満たすとき，Sasaki-like 構造 (φ, ξ, η) をもつ Sasaki-like 統計多様体 (M, g,∇) を定 φ 正則断面曲率 c
の空間という ([2])。ここで c は定数である。c = ε ならば Sasaki-like 統計多様体は定曲率 ε の空間であ
る。このとき，

R∗(E,F )G =
1

4
(c+ 3ε) {g(F,G)E − g(E,G)F}

+
1

4
(c− ε)[ εη(G){η(E)F − η(F )E}+ {g(E,G)η(F )− g(F,G)η(E)}ξ

−g(F,φ∗G)φ∗E + g(E,φ∗G)φ∗F + {g(E,φ∗F )− g(φ∗E,F )}φ∗G ].

注意 2.3. M が佐々木多様体で ε = 1 ならば式 (2.17) を満たす M は定 φ 正則断面曲率 c をもつ空間で
ある ([23])。
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3 統計沈め込み

M と B を擬リーマン多様体とする。π が最大階数をもち，π∗ は水平ベクトルの長さを保つとき，全射
π : M → B を擬リーマン沈め込みといい，M を全空間，B を底空間という。dimM = m, dimB = n と
する。各点 x ∈ B に対して，誘導計量 g をもつ擬リーマン部分多様体 π−1(x) をファイバーといい，Mx ま
たは単に M で表す。各ファイバーの次元は常に m− n (= s) である。ファイバーに接する M 上のベクト
ル場を垂直，ファイバーに直交するとき水平という。各点 p ∈ M に対して全空間 M の接空間 TpM の垂直
及び水平な部分空間をそれぞれ Vp(M) 及び Hp(M) で表す。M の接束 TM の垂直及び水平分布をそれぞ
れ V(M) 及び H(M) とする。このとき，TM は V(M) と H(M) の直和である。射影を V : TM → V(M)
及び H : TM → H(M) とする。M 上のベクトル場 X に対して π∗(Xp) = X∗π(p) である B 上のベクトル
場 X∗ が存在するとき射影可能といい，X と X∗ は π-関係であるという。M 上のベクトル場 X が射影可
能で水平であるとき，basic という。このとき ([6], [9], [11])

補題 F. M 上のベクトル場 X, Y が B 上のベクトル場 X∗, Y∗ と π-関係にある basic ならば

(1) g(X,Y ) = gB(X∗, Y∗) ◦ π である。ここで，g は M の計量，gB は B の計量である。

(2) H[X,Y ] は basic，[X∗, Y∗] と π-関係にある。

(3) H∇′
XY は basic，∇̂′

X∗
Y∗ と π-関係にある。∇′ と ∇̂′ は M と B の Levi-Civita 接続である。

(M, g,∇) を統計多様体，π : M → B を擬リーマン沈め込みとする。M のアファイン接続を ∇, ∇∗

とする。M 上の垂直ベクトル場 U, V に対して ∇UV 及び ∇∗
UV は M 上の垂直ベクトル場である。

∇UV = V∇UV 及び ∇∗
UV = V∇∗

UV である。更に，∇ 及び ∇∗
は捩じれがなく，計量 g に関して互いに

双対である。これより (M, g,∇) 及び (M, g,∇∗
) は統計多様体である。

沈め込み π : M → B が点 p ∈ M と basic ベクトル場 X, Y に対して π∗(∇XY )p = (∇̂X∗Y∗)π(p) を
満たすとき，π : (M, g,∇) → (B, gB , ∇̂) を統計沈め込みという（[1]）。M 上のベクトル場 E, F に対して
(1, 2) 型のテンソル場 T 及び A を

TEF = H∇VEVF + V∇VEHF, AEF = H∇HEVF + V∇HEHF

により定義する。アファイン接続 ∇ を ∇∗ に置き換えたテンソル場をそれぞれ T ∗ 及び A∗ とする。この
とき，T ∗∗ = T 及び A∗∗ = A である。垂直ベクトル場に対して T 及び T ∗ は対称である。X, Y ∈ H(M)
及び U, V ∈ V(M) に対して

g(TUV,X) = −g(V, T ∗
UX), g(AXY, U) = −g(Y,A∗

XU)(3.1)

が成り立つ。統計沈め込みにおいて

定理 G ([1]). π : M → B を擬リーマン沈め込みとする。(M, g,∇) が統計多様体であることと次の条件が
成り立つことは同値である：

(1) HSV X = AXV −A∗
XV .

(2) VSXV = TV X − T ∗
V X.

(3) 各 x ∈ B に対して (M, g,∇) は統計多様体である。

(4) (B, gB , ∇̂) は統計多様体である。

ここで，M 上のベクトル場 E, F に対して SEF = ∇EF −∇∗
EF である。

統計沈め込み π : (M, g,∇) → (B, gB , ∇̂) に対して次が成り立つ ([16])。

補題 H. 水平ベクトル場 X, Y に対して AXY = −A∗
Y X である。

式 (3.1) 及び補題 H より A が恒等的に零であることと A∗ が恒等的に零であることは同値である。

補題 I. X, Y ∈ H(M) 及び U, V ∈ V(M) に対して

∇UV = TUV +∇UV, ∇∗
UV = T ∗

UV +∇∗
UV,

∇UX = H∇UX + TUX, ∇∗
UX = H∇∗

UX + T ∗
UX,

∇XU = AXU + V∇XU, ∇∗
XU = A∗

XU + V∇∗
XU,

∇XY = H∇XY +AXY, ∇∗
XY = H∇∗

XY +A∗
XY.
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更に，X が basic ならば H∇UX = AXU 及び H∇∗
UX = A∗

XU である。

テンソル場 T 及び A の共変微分 ∇T 及び ∇A を E, F, G ∈ TM に対して

(∇ET )FG = ∇E(TFG)− T∇EFG− TF (∇EG),

(∇EA)FG = ∇E(AFG)−A∇EFG−AF (∇EG)

で定義する。アファイン接続 ∇ を ∇∗ に置き換えることで ∇∗T ∗ 及び ∇∗A∗ を同様に定める。このとき
次が成り立つ。

補題 J. E ∈ TM, X, Y ∈ H(M) 及び V, W ∈ V(M) に対して

g((∇ET )V W,X) = g((∇ET )WV,X),

g((∇EA)XY, V )− g((∇EA
∗)Y X,V ),

g((∇∗
ET

∗)V W,X) = −g(W, (∇ET )V X)− g(TWX,SEV ),

g((∇∗
EA

∗)XY, V ) = −g(Y, (∇EA)XV ) + g(A∗
Y V, SEX).

次に，統計沈め込みにおける曲率テンソルを考える。R 及び R
∗
をそれぞれ各ファイバーの誘導アファ

イン接続 ∇ 及び ∇∗
に関する曲率テンソルとする。また，点 p ∈ M において R̂(X,Y )Z 及び R̂∗(X,Y )Z

をそれぞれ π∗(R̂(X,Y )Z) = R̂(π∗X,π∗Y )π∗Z 及び π∗(R̂
∗(X,Y )Z) = R̂∗(π∗X,π∗Y )π∗Z である水平ベク

トル場とする。ここで，R̂ 及び R̂∗ はアファイン接続 ∇̂ 及び ∇̂∗ に関する底空間 B の曲率テンソルであ
る。このとき

定理 K ([16]). π : (M, g,∇) → (B, gB , ∇̂)が統計沈め込みのとき，X,Y, Z, Z ′ ∈ H(M)及び U, V,W,W ′ ∈
V(M) に対して

g(R(U, V )W,W ′) = g(R(U, V )W,W ′) + g(TUW,T ∗
V W

′)− g(TV W,T ∗
UW

′),

g(R(U, V )W,X) = g((∇UT )V W,X)− g((∇V T )UW,X),

g(R(U, V )X,W ) = g((∇UT )V X,W )− g((∇V T )UX,W ),

g(R(U, V )X,Y ) = g((∇UA)XV, Y )− g((∇V A)XU, Y ) + g(TUX,T ∗
V Y )− g(TV X,T ∗

UY )

−g(AXU,A∗
Y V ) + g(AXV,A∗

Y U),

g(R(X,U)V,W ) = g([V∇X ,∇U ]V,W )− g(∇[X,U ]V,W )− g(TUV,A
∗
XW ) + g(T ∗

UW,AXV ),

g(R(X,U)V, Y ) = g((∇XT )UV, Y )− g((∇UA)XV, Y ) + g(AXU,A∗
Y V )− g(TUX,T ∗

V Y ),

g(R(X,U)Y, V ) = g((∇XT )UY, V )− g((∇UA)XY, V ) + g(TUX,TV Y )− g(AXU,AY V ),

g(R(X,U)Y, Z) = g((∇XA)Y U,Z)− g(TUX,A∗
Y Z)− g(TUY,A

∗
XZ) + g(AXY, T ∗

UZ),

g(R(X,Y )U, V ) = g([V∇X ,V∇Y ]U, V )− g(∇[X,Y ]U, V ) + g(AXU,A∗
Y V )− g(AY U,A

∗
XV ),

g(R(X,Y )U,Z) = g((∇XA)Y U,Z)− g((∇Y A)XU,Z) + g(T ∗
UZ, θXY ),

g(R(X,Y )Z,U) = g((∇XA)Y Z,U)− g((∇Y A)XZ,U)− g(TUZ, θXY ),

g(R(X,Y )Z,Z ′) = g(R̂(X,Y )Z,Z ′)− g(AY Z,A
∗
XZ ′) + g(AXZ,A∗

Y Z
′) + g(θXY,A∗

ZZ
′)

が成り立つ。ここで，θXY = AXY +A∗
XY = V[X,Y ] である。

4 Sasaki-like 統計沈め込み

(M, g) を概接触構造 (φ, ξ, η) をもつ概接触計量多様体，(B, gB) を擬リーマン多様体とする。このとき擬
リーマン沈め込み π : (M, g) → (B, gB) を概接触計量沈め込みという。X ∈ H(M) に対して ([23])

φX = PX + FX, φ∗X = P ∗X + F ∗X(4.1)

とする。ここで，PX, P ∗X ∈ H(M) 及び FX, F ∗X ∈ V(M) である。V ∈ V(M) に対して

φV = tV + fV, φ∗V = t∗V + f∗V(4.2)
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とする。ここで，tV, t∗V ∈ H(M) 及び fV, f∗V ∈ V(M) である。(φ∗)∗ = φ より (P ∗)∗ = P, (F ∗)∗ =
F, (t∗)∗ = t 及び (f∗)∗ = f となる。φ2 = −I + η ⊗ ξ より

補題 4.1. 概接触計量沈め込みにおいて

(1) ξ ∈ H(M) ならば

P 2 = −I − tF + η ⊗ ξ, FP + fF = 0, P t+ tf = 0, f2 = −I − Ft.

(2) ξ ∈ V(M) ならば

P 2 = −I − tF, FP + fF = 0, P t+ tf = 0, f2 = −I − Ft+ η ⊗ ξ.

また，φξ = 0 及び η(φE) = 0 より

補題 4.2. 概接触計量沈め込みにおいて

(1) ξ ∈ H(M) ならば Pξ = 0, F ξ = 0, η(PX) = 0 及び η(tV ) = 0 である。

(2) ξ ∈ V(M) ならば tξ = 0, fξ = 0, η(FX) = 0 及び η(fV ) = 0 である。

g(φE,F ) + g(E,φ∗F ) = 0 より

g(PX, Y ) + g(X,P ∗Y ) = 0,(4.3)

g(FX, V ) + g(X, t∗V ) = 0,(4.4)

g(tV, Y ) + g(V, F ∗Y ) = 0,(4.5)

g(fV,W ) + g(V, f∗W ) = 0.(4.6)

これより，P 及び F が恒等的に零であるための必要十分条件は P ∗ 及び t∗ がそれぞれ恒等的に零であり，
t 及び f が恒等的に零であるための必要十分条件は F ∗ 及び f∗ がそれぞれ恒等的に零である。

補題 4.3. 概接触計量沈め込みにおいて

(1) ξ ∈ H(M) ならば

g(PX,P ∗Y ) = g(X,Y )− g(FX,F ∗Y )− εη(X)η(Y ),

g(fU, f∗V ) = g(U, V )− g(tU, t∗V ).

(2) ξ ∈ V(M) ならば

g(PX,P ∗Y ) = g(X,Y )− g(FX,F ∗Y ),

g(fU, f∗V ) = g(U, V )− g(tU, t∗V )− εη(U)η(V ).

補題 4.4. 概接触計量沈め込みにおいて，各 p ∈ M に対して

(1) φ(Vp(M)) ⊂ Vp(M) は φ∗(Hp(M)) ⊂ Hp(M) と同値である。

(2) φ(Hp(M)) ⊂ Hp(M) は φ∗(Vp(M)) ⊂ Vp(M) と同値である。

(3) φ(Vp(M)) ⊂ Hp(M) は φ∗(Vp(M)) ⊂ Hp(M) と同値である。

(4) φ(Hp(M)) ⊂ Vp(M) は φ∗(Hp(M)) ⊂ Vp(M) と同値である。

各 p ∈ M に対して φ(Vp(M)) ⊂ Vp(M)のとき，M をM の φ不変（部分多様体），φ∗(Vp(M)) ⊂ Vp(M)
のとき，M を M の φ∗ 不変（部分多様体）という。φ(Vp(M)) ⊂ Hp(M) のとき，M を M の反不変（部
分多様体）という。補題 4.1, 4.3, 4.4 より

定理 4.5. π を概接触計量沈め込み，M が M の φ 不変または φ∗ 不変とする。

(1) ξ ∈ H(M)ならば，(M, g, f)は概 Hermite-like多様体，(M, g, f∗)も概 Hermite-like多様体である。

(2) ξ ∈ V(M) ならば，(M, g) は概接触構造 (f, ξ, η) をもつ概接触計量多様体，(M, g) は概接触構造
(f∗, ξ, η) をもつ概接触計量多様体である。
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(M, g,∇) を Sasaki-like 構造 (φ, ξ, η) をもつ Sasaki-like 統計多様体，(B, gB , ∇̂) を統計多様体とする。
このとき，統計沈め込み π : (M, g,∇) → (B, gB , ∇̂) を Sasaki-like 統計沈め込みという。(1, 1) 型のテンソ
ル場 P, F, t 及び f の微分を

(H∇XP )Y = H∇X(PY )− P (H∇XY ), (H∇UP )Y = H∇U (PY )− P (H∇UY ),

(V∇XF )Y = V∇X(FY )− F (H∇XY ), (V∇UF )Y = ∇U (FY )− F (H∇UY ),

(H∇Xt)V = H∇X(tV )− t(V∇XV ), (H∇U t)V = H∇U (tV )− t(∇UV ),

(V∇Xf)V = V∇X(fV )− f(V∇XV ), (∇Uf)V = ∇U (fV )− f(∇UV )

とする。また，(H∇∗
XP ∗)Y = H∇∗

X(P ∗Y )− P ∗(H∇∗
XY ) 等も同様におくと

補題 4.6. π : (M, g,∇) → (B, gB , ∇̂) が Sasaki-like 統計沈め込みのとき，

g((H∇XP )Y, Z) + g(Y, (H∇∗
XP ∗)Z) = 0, g((H∇UP )X,Y ) + g(X, (H∇∗

UP
∗)Y ) = 0,

g(V∇XF )Y, V ) + g(Y, (H∇∗
Xt∗)V ) = 0, g((V∇UF )Y, V ) + g(Y, (H∇∗

U t
∗)V ) = 0,

g((H∇Xt)V, Y ) + g(V, (V∇∗
XF ∗)Y ) = 0, g((H∇U t)V, Y ) + g(V, (V∇∗

UF
∗)Y ) = 0,

g((V∇Xf)V,W ) + g(V, (V∇∗
Xf∗)W ) = 0, g((∇Uf)V,W ) + g(V, (∇∗

Uf
∗)W ) = 0.

これより

系 4.7. π : (M, g,∇) → (B, gB , ∇̂) が Sasaki-like 統計沈め込みのとき，

(1) H∇P = 0 と H∇∗P ∗ = 0 は同値である。

(2) V∇F = 0 と H∇∗t∗ = 0 は同値である。

(3) H∇t = 0 と V∇∗F ∗ = 0 は同値である。

(4) V∇f = 0 と V∇∗f∗ = 0 は同値である。ここで，V∇Uf = ∇Uf 及び V∇∗
Uf = ∇∗

Uf である。

∇Eξ = −εφE, (∇Eφ)G = g(E,G)ξ − εη(G)E 及び補題 F より

命題 4.8. π : (M, g,∇) → (B, gB , ∇̂) が Sasaki-like 統計沈め込みのとき，U ∈ V(M) 及び X ∈ H(M) に
対して

(1) ξ ∈ H(M) ならば H∇Uξ = −εtU, TUξ = −εfU, H∇Xξ = −εPX 及び AXξ = −εFX である。

(2) ξ ∈ V(M) ならば TUξ = −εtU, ∇Uξ = −εfU, AXξ = −εPX 及び V∇Xξ = −εFX である。

命題 4.9. π : (M, g,∇) → (B, gB , ∇̂)が Sasaki-like統計沈め込みのとき，U, V ∈ V(M)及びX, Y ∈ H(M)
に対して

(1) ξ ∈ H(M) ならば

(H∇U t)V + TU (fV )− P (TUV ) = g(U, V )ξ,

(∇Uf)V + TU (tV )− F (TUV ) = 0,

(H∇UP )Y + TU (FY )− t(TUY ) = 0,

(V∇UF )Y + TU (PY )− f(TUY ) = −εη(Y )U,

(H∇Xt)V +AX(fV )− P (AXV ) = 0,

(V∇Xf)V +AX(tV )− F (AXV ) = 0,

(H∇XP )Y +AX(FY )− t(AXY ) = g(X,Y )ξ − εη(Y )X,

(V∇XF )Y +AX(PY )− f(AXY ) = 0.

(2) ξ ∈ V(M) ならば

(H∇U t)V + TU (fV )− P (TUV ) = 0,

(∇Uf)V + TU (tV )− F (TUV ) = g(U, V )ξ − εη(V )U,
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(H∇UP )Y + TU (FY )− t(TUY ) = 0,

(V∇UF )Y + TU (PY )− f(TUY ) = 0,

(H∇Xt)V +AX(fV )− P (AXV ) = −εη(V )X,

(V∇Xf)V +AX(tV )− F (AXV ) = 0,

(H∇XP )Y +AX(FY )− t(AXY ) = 0,

(V∇XF )Y +AX(PY )− f(AXY ) = g(X,Y )ξ.

補題 4.1, 命題 4.8 及び 4.9 より

補題 4.10. π : (M, g,∇) → (B, gB , ∇̂) が Sasaki-like 統計沈め込みのとき，

(1) ξ ∈ H(M) ならば η(TUV ) = −g(U, fV ) 及び η(AXV ) = −g(X, tV )，更に f∗ = −f である。

(2) ξ ∈ V(M) ならば η(TUY ) = −g(U,FY ) 及び η(AXY ) = −g(X,PY ) である。

5 ξ ∈ V(M) である φ 不変 Sasaki-like 統計沈め込み

補題 4.1 (2), 4.2 (2) 及び 4.3 (2) より

補題 5.1. ξ ∈ V(M) である φ 不変 Sasaki-like 統計沈め込みにおいて

(1) P 2 = −I, FP + fF = 0, f2 = −I + η ⊗ ξ.

(2) fξ = 0, η(FX) = 0, η(fV ) = 0.

(3) g(PX,P ∗Y ) = g(X,Y ), g(fU, f∗V ) = g(U, V )− εη(U)η(V ).

更に，命題 4.8 (2)，4.9 (2) 及び補題 4.10 (2) より

補題 5.2. ξ ∈ V(M) である φ 不変 Sasaki-like 統計沈め込みにおいて

(1) TUξ = 0, ∇Uξ = −εfU, AXξ = −εPX, V∇Xξ = −εFX.

(2) (∇Uf)V − F (TUV ) = g(U, V )ξ − εη(V )U, TU (fV )− P (TUV ) = 0,

(V∇UF )Y + TU (PY )− f(TUY ) = 0, (H∇UP )Y + TU (FY ) = 0,

(V∇Xf)V − F (AXV ) = 0, AX(fV )− P (AXV ) = −εη(V )X,

(V∇XF )Y +AX(PY )− f(AXY ) = g(X,Y )ξ, (H∇XP )Y +AX(FY ) = 0.

(3) η(TUY ) = −g(U,FY ), η(AXY ) = −g(X,PY ).

次に，P̂ を π∗P = P̂ π∗ を満たす (1, 1) テンソル場とする。補題 5.1 より

定理 5.3. ξ ∈ V(M) である φ 不変 Sasaki-like 統計沈め込みにおいて

(1) 各ファイバー (M, g) は概接触構造 (f, ξ, η) をもつ概接触計量多様体である。

(2) 底空間 (B, gB , P̂ ) は概 Hermite-like 多様体である。

補題 5.2 より，V∇Xf = 0 であるための必要十分条件は F (AXV ) = 0 である。ここで，V = ξ とする
と FPX = 0 であるから

補題 5.4. ξ ∈ V(M) である φ 不変 Sasaki-like 統計沈め込みにおいて，V∇Xf = 0 であるための必要十
分条件は各ファイバーが φ∗ 不変である。

補題 5.2, 5.4 及び定理 5.3 より

定理 5.5. ξ ∈ V(M) である φ 不変 Sasaki-like 統計沈め込みにおいて，V∇Xf = 0 ならば

(1) 各ファイバー (M, g,∇) は Sasaki-like 構造 (f, ξ, η) をもつ Sasaki-like 統計多様体である。

(2) 底空間 (B, gB , ∇̂, P̂ ) は Kähler-like 統計多様体である。
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これ以降，V∇Xf = 0とする。F = 0及び補題 5.2 (2)より A∗
Y (P

∗X)−f∗(A∗
Y X) = g(X,Y )ξ であるか

ら −AP∗XY +f∗(AXY ) = g(X,Y )ξ である。更に，補題 5.2 (2) より (f +f∗)AXY = AX(PY )+AP∗XY
が得られる。補題 5.2 (2) より Y 及び PY が basic ならば

0 = (H∇UP )Y = H∇U (PY )− P (H∇UY ) = APY U − P (AY U)

だから

0 = g(APY U,X)− g(P (AY U), X) = −g(U,A∗
PY X)− g(U,A∗

Y (P
∗X))

= g(U,AX(PY )) + g(U,AP∗XY )

より AX(PY ) + AP∗XY = 0 となる。これより (f + f∗)AXY = 0 を得る。このとき，rank (f + f∗) =
dimM − 1 ならば AXY は ξ に平行になるから AXY = −g(X,PY )ξ が得られる。これより

補題 5.6. ξ ∈ V(M) である φ 不変 Sasaki-like 統計沈め込みにおいて，V∇Xf = 0, rank (f + f∗) =
dimM − 1，PY が basic ならば AXY = −g(X,PY )ξ である。

系 5.7. ξ ∈ V(M)である φ不変 Sasaki-like統計沈め込みにおいて，V∇Xf = 0, rank (f+f∗) = dimM−1
ならば AXU = −εη(U)PX である。

全空間が定曲率 ε の空間のとき，補題 5.6 より

R̂(X,Y )Z = ε[ g(Y, Z)X − g(X,Z)Y − g(Y, PZ)PX + g(X,PZ)PY

+{g(X,PY )− g(PX, Y )}PZ ]

となるから

定理 5.8. ξ ∈ V(M) である φ 不変 Sasaki-like 統計沈め込みにおいて，全空間が定曲率 ε の空間とする。
このとき，V∇Xf = 0, rank (f + f∗) = dimM − 1 ならば，底空間 (B, gB , ∇̂, P̂ ) は定正則断面曲率 4ε の
空間である。

次に，全空間が定 φ 正則断面曲率 c の空間とする。補題 5.6 より

R̂(X,Y )Z =
1

4
(c+ 3ε)[ g(Y, Z)X − g(X,Z)Y − g(Y, PZ)PX + g(X,PZ)PY

−{ g(X,PY )− g(PX, Y ) }PZ ]

となるから

定理 5.9. ξ ∈ V(M) である φ 不変 Sasaki-like 統計沈め込みにおいて，全空間が定 φ 正則断面曲率 c の
空間とする。このとき，V∇Xf = 0, rank (f + f∗) = dimM − 1 ならば，底空間 (B, gB , ∇̂, P̂ ) は定正則断
面曲率 (c+ 3ε) の空間である。
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