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1. Intorduction

• (M,ω): 完備 Kähler 多様体,
• V → M : CN ⊂ H0(M ;V )により大域的に生成されるM上の正
則ベクトル束; 評価写像ev : M×CN → V : (ev(x, t) = t(x) ∈ Vx)

(1) 0 → Ker ev
i−→ M ×CN ev−→ V → 0.

CNがエルミート内積を持つ。
=⇒ V にエルミート計量hが導入される。
=⇒ 正則エルミート束(V, h)にエルミート接続が存在する。

(1)に対してベクトル束の第2基本形式B ∈ Ω0,1(V ∗ ⊗ Ker ev) も
定義される:

B = i∗ d ev∗.

∇B ∈ Γ(T ∗⊗2 ⊗ V ∗ ⊗ Ker ev), ∇2B ∈ Γ(T ∗⊗3 ⊗ V ∗ ⊗ Ker ev)
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定理 1.1.次の条件を満たすCN上のエルミート内積が存在す
る： (1) (V, h)が平坦部分束を持たない。 (2)traceB∗B = ω.

(I) (∇B)0,2 = 0 =⇒ Mは古典型かつコンパクト型のエルミー
ト対称空間である。
(II) (V, h)のエルミート接続の曲率RV が∇RV = 0を満たし、
かつ(

∇2B
)0,3

= 0 =⇒ Mはコンパクト型のエルミート対称
空間である。
また、(I), (II)が成り立つとき、(V, h) はそのエルミート接続
が標準接続となる等質ベクトル束である。

f (x) = Ker evx ⊂ CN ,

と定義される写像f : M → Grp(C
N ) を利用する。fは (V →

M,CN )もしくは(V,CN )による導入写像といわれる。
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定理 1.2.次の2条件は同値である。
(I) ∃V → M :正則ベクトル束、∃CN ⊂ H0(M ;V ) s.t.
(1) evx : CN → Vx :全射. (2) (V, h)が平坦部分束を持たな
い. (3)traceB∗B = ω. (4)(∇B)0,2 = 0.

(II) ∃f : (M,ω) → Grp(C
N ) : 正則全測地的等長はめ込み。

定理 1.3.次の2条件は同値である。
(I) ∃V → M :正則ベクトル束、∃CN ⊂ H0(M ;V ) s.t. 上
記 (1) (2) (3)を満たし、かつ (4)∇RV = 0. (5)(∇B)0,3 = 0

(II) ∃f : (M,ω) → Grp(C
N ) : 正則等長はめ込み s.t.

∇Rf∗Q = 0, ∂α = 0.
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2. 準備
2.1. グラスマン多様体の幾何学.

Grp(C
N ) : CN内の p次元部分空間のなすグラスマン多様体
S → Grp(C

N ) : tautological vector bundle.

0 → S
iS−→ Grp(C

N )×CN πQ−−→ Q → 0,

Q → Grp(C
N ) : universal quotient bundle.

T := TGrp(C
N ) ∼= S∗ ⊗Q.

次にCNにエルミート内積を固定する。このとき、
•Sにはファイバー計量hSと接続∇S = i∗S diS が導入される。
•Qにもファイバー計量hQと接続∇Q = πQ dπ∗Q が導入される。
•Tにもリーマン計量hS∗ ⊗ hQ が導入される。これをFubini-

Study計量とよぶ。∇S、∇Qは標準接続といわれる。
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2.2. Grp(C
N )への正則等長写像.

f : (M,ω) → Grp(C
N ) 正則等長はめ込み

α : fの第2基本形式の(2, 0)成分

定義 2.1.普遍商束Qの引き戻し束上のfによる誘導接続の曲
率が平行であるとき、fは平行曲率条件を満たすといわれる
(∇Rf∗Q = 0)。
αが反正則であるとき、すなわち任意のZ ∈ T1,0Mに対して、
∇Zα = 0 を満たすとき、fは反正則第2基本形式を持つとい
う(∂α = 0)。

本講演では平行曲率条件を満たし、反正則第2基本形式をもつ
完備ケーラー多様体からGrp(C

N )への正則等長はめ込みを分類
する。
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2.3. GrN (CN+1) = P(CN∗
)への正則等長写像.

Q = O(1), RO(1) = −
√
−1ωN , ωN : Fubini-Study計量

f : (M,ω) → GrN (CN+1) :正則写像 =⇒ f∗O(1) :正則直線束
f : (M,ω) → GrN (CN+1) :正則等長はめ込み =⇒ f∗ωN = ω.

したがって、∇Rf∗O(1) = 0. すなわち、fが正則等長はめ込みな
らば、平行曲率条件は自動的に満たされる。
また、Gauss-Codazzi-Ricci 方程式から

∇α = 0 ⇐⇒ ∂α = 0

であることがわかる。
中川–高木は∇α = 0を満たす完備ケーラー多様体からCPN へ
の正則等長はめ込みを分類した。（なお、塚田先生は∇α = 0を
満たす完備ケーラー多様体からエルミート対称空間への正則等長
はめ込みを分類した。）
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中川ー高木写像: f : M → CPN を∇α = 0を満たす完備ケー
ラー多様体MからCPN への正則等長はめ込みとする (α ̸= 0)。
定理 2.2.(中川–高木) Mは次のいずれかである。
(1) CPm, (2) Gr2(C

m), (3) Gr2(R
m), (4) SO(10)/U(5),

(5) E6/Spin(10)× U(1), (6) CPm ×CPn.

それぞれのリー群のϖiを最高ウェイトとする既約表現をW (ϖi)
と略記する。
定理 2.3.(中川–高木) fは以下の誘導写像である。
(1) (O(2) → CPm, S2Cm+1), (2) (O(1) → Gr2(C

m),W (ϖ2)),
(3) (O(1) → Gr2(R

n),W (ϖ1)),
(4) (O(1) → SO(10)/U(5),W (ϖ4) orW (ϖ5)),
(5) (O(1) → E6/Spin(10)× U(1),W (ϖ1) orW (ϖ6)),
(6) (O(1)⊠O(1) → CPm ×CPn,Cm+1 ⊗Cn+1).
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•中川ー高木の結果の（我々の立場からの）証明の概略
(1) Gauss-Codazzi方程式を使用してMがコンパクト型のエルミー
ト対称空間G/Kであることを示す。
(2) H2(G/K;Z) ∼= Z なので、b2 = 1を満たす旗多様体NのCPn

への正則等長はめ込みを分類する。これは、正の直線束L → N
とH0(N ;L)による誘導写像（小平埋め込み）の分類となる。
(3) 旗多様体Nの正則直線束はすべて等質束なので、Bott-Borel-
Weilの定理から、H0(N ;L)はG表現空間となる。これらの等質性
から、(L,H0(N ;L))による誘導写像は同変等長写像となる。この
ようにして存在の問題は具体的に解ける。∇kαも計算できる。
(4)最後にCPNへの正則等長写像に関するCalabiの剛性定理か
ら、一意性が言える。このようにして分類が完成する。
本講演では、中川–高木の結果をグラスマン多様体への写像に拡
張する。
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3. グラスマン多様体への写像
f : (M,ω) → Grp(C

N )を正則等長写像とする。
0 → U := f∗S i−→ M ×CN ev−→ V := f∗Q → 0,

一点x ∈ Mを固定し、次の線形写像を考える：
Bx : T0,1M ⊗ V → U, Bx(X ⊗ v) =

(
BXv

)
x

(∇B)x : T0,1M
⊗2⊗V → U, (∇B)x(X⊗Y ⊗ v) = (∇XB)(Y )vx

定理 3.1.次が成り立つ。
(I)∇Rf∗Q = 0 =⇒ N1 = ∪x∈M ImBx はUの部分束となる。
(II)∇Rf∗Q = 0かつ∂α = 0 =⇒ N2 = ∪x∈M Im∇Bx はUの部
分束となる。
したがって、次の分解を得る：

M ×CN = U ⊕ V = N2 ⊕N1 ⊕ V.
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そこで別の評価写像 ẽv : M ×CN → N2 ⊕ V が得られるので、
誘導写像 f̃ : M → Grn1(C

N )が f̃ (x) = Ker ẽvx ⊂ CN として定
義される。f̃によるMの誘導計量を g̃とおく。
f : (M,ω) → Grp(C

N )は∇Rf∗Q = 0かつ∂α = 0 を満たすもの
とする。

定理 3.2. f̃ : (M, g̃) → Grn1(C
N )は全測地的はめ込みとなる。

g̃のLevi-Civita接続は(M,ω)のLevi-Civita接続と一致する。特
にMは局所対称空間となる。
定理 3.3. (M,ω) :完備、f : M → Grp(C

N )が充満
=⇒ Mはコンパクト型のエルミート対称空間、普遍商束の引
き戻し束f∗Q → M は等質ベクトル束となり、その誘導接続
は標準接続となる。
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4. Calabiの剛性定理の一般化
定理 4.1. (Calabi) f : M → CPn が充満な正則等長はめ込み
ならば、nは一意的であり、fも合同を除いて一意的となる。
定義 4.2. (V, h) → M :エルミート正則束。正則写像 f : M →
Grp(C

N )による引き戻し束(f∗Q, f∗hQ) → M が(V, h)とエル
ミート正則束として同型であるとき、fは(V, h)に対してゲー
ジ条件をみたすという。((f∗Q, f∗hQ)は半正である。 )

定理 4.3. (Calabi) (L, h)をケーラー多様体 (M,ω)上の正の直
線束であり、その曲率が−

√
−1ωを満たすとする。

f : M → CPn = Grn(C
n+1) が (L, h)に対して、ゲージ条件

をみたす充満な正則写像であるならば、nは一意的であり、f
も合同を除いて一意的となる。
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定理 4.4. (V, h)をケーラー多様体M上の正のエルミート正則
ベクトル束とする。
f : M → Grp(C

N ) が(V, h)に対してゲージ条件をみたす充満
な正則写像であるならば、Nは一意的であり、fも合同を除い
て一意的となる。
系 4.5. (V, h)をケーラー多様体M上の半正のエルミート正則
ベクトル束とする。また、正の直線束(L, hL)に対してゲージ
条件をみたす複素射影空間への充満な正則はめ込み f̃ が存在
するとする。
f : M → Grp(C

N ) が(V, h)に対してゲージ条件をみたす充満
な正則写像であるならば、Nは一意的であり、fも合同を除い
て一意的となる。
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定理 4.6. f : M → Grp(C
N ) を完備ケーラー多様体Mからグラ

スマン多様体への充満な全測地的正則等長はめ込みとする。
fが既約型であるならば、Mは古典型かつコンパクト型の既約
エルミート対称空間であり、fは次の誘導写像となる。
(1) (CPn,W (ϖi)) (i = 1, · · · , n) f = idCPn when i = 1 and n.
(2) (Grp(C

n+1),W (ϖn)), (Grp(C
n+1),W (ϖ1)) f = idGrp(Cn+1).

(3) (Gr2(R
2n+1),W (ϖn))

(4) (Gr2(R
2n),W (ϖn−1)), (Gr2(R

2n),W (ϖn))
(5) (Sp(n)/U(n),W (ϖ1)), (6) (SO(2n)/U(n),W (ϖ1))

fが既約型でないならば、 fは直和型となる :

f = f1 × · · · × fl,

ここで、fj (j = 1, · · · , l)は上の表にある既約型の写像である。
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定理 4.7. f : M → Grp(C
N ) を完備ケーラー多様体Mからグラ

スマン多様体への∇Rf∗Q = 0かつ∂α = 0を満たす充満な正則等
長はめ込みとする(α ̸= 0)。
fが既約型であるならば、Mはコンパクト型のエルミート対称
空間であり、fは次の誘導写像となる。
(1) (M, g), g: Lie(G)の複素化、M = G/K
(2)∗ (CPn,W (ϖi +ϖj) or W (ϖn+1−i +ϖn+1−j)), i ≦ j,

(3) (Grp(C
n+1),W (2ϖ1) or W (2ϖn)), 2 ≦ p ≦ n− 1.

(4)∗ (Gr2(C
n+1),W (ϖi)) or W (ϖn+1−i)), 2 ≦ i ≦ n− 1.

(5) (Grp(C
n+1),W (ϖ2) or W (ϖn−1)), 3 ≦ p ≦ n− 2.

(6)∗ (Gr2(R
2n+1),W (ϖi)), 1 ≦ i ≦ n− 1.

(7) (Gr2(R
2n+1),W (2ϖn)),

(8)∗ (Gr2(R
2n),W (ϖi)), 1 ≦ i ≦ n− 2.

∗ (2) i = j = 1, (4) i = 2, (6), (8) i = 1
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(9) (Gr2(R
2n),W (2ϖn−1)) or W (2ϖn)), (n : odd).

(10) (Gr2(R
2n),W (2ϖn−1)), (n : even).

(11) (Gr2(R
2n),W (2ϖn)), (n : even).

(12) (Gr2(R
2n),W (ϖn−1 +ϖn)),

(13) (Sp(n)/U(n),W (ϖ2)), (14) (SO(2n)/U(n),W (2ϖ1)),
(15)∗ (SO(10)/U(5),W (ϖ4) or W (ϖ5)).
(16) (SO(12)/U(6),W (ϖ5)). (17) (SO(12)/U(6),W (ϖ6)).
(18)∗ (E6/Spin(10)× U(1),W (ϖ1) or W (ϖ6)).
(19) (E6/Spin(10)×U(1),W (ϖ2)), (20) (E7/E6×U(1),W (ϖ1)).
(21)∗ (M1 × M2,W (λ1) ⊗ W (λ2)), (Mi,W (λi))は定理4.6内の
既約型全測地的はめ込みのいずれか。 ∗ Mi = CPni, λi = ϖ1.

fが既約型でないならば、 fは直和型となる : f = f1×· · ·× fl,
ここで、fj (j = 1, · · · , l)は上の表にある既約型の写像である。
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