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概 要
コンパクト単純リー群 G の有限位数自己同型写像 σ から定まるカルタン
埋め込み Ψσ : G/K → G の像 Ψσ(G/K) は Gの部分多様体となる. この部
分多様体の分類問題として, 極小部分多様体, austere 部分多様体, ２重調和
部分多様体の分類が考えられる. この報告集では, austere 部分多様体, ２重
調和部分多様体の分類について報告する.

本研究は間下克哉氏（法政大学）とのカルタン埋め込み関する一連の共同
研究 [7], [8],[9],[10] に基づく.

1. 序論
一般に等質空間における部分多様体の分類は多くは知られてはいない. コンパクト
リー群に関する極大全測地的部分多様体が井川–田崎により以下で与えられている ([2]).

定理 ([2]). コンパクト単純連結リー群 G における全測地的部分多様体 M が極大であ
る必要十分条件は, M はカルタン埋め込みの像か極大リー部分群である.

本研究は, コンパクト単純リー群 G への等長はめ込みを考え, ある種の部分多様体
の分類について考える.

リーマン多様体の等長はめ込み f : (M, g) → (N, h)の第 2基本形式を B とする．f

の法ベクトル H に対して

h(B(X,Y ), H) = h(AH(X), Y ) X,Y ∈ TpM, H ∈ T⊥
p M

によって定まる対称線形写像 AH が定める型作用素 (shape operator) という．AH の
固有値が重複度も込めて −1 倍で不変であるときを austere normal direction と言う．
全ての法ベクトル H( ̸= 0) が austere normal direction であるとき，f(M) を austere

部分多様体という．定義により, austere 部分多様体は極小部分多様体である. Austere

はめ込みより強い条件として弱鏡映部分多様体という概念もあり，近年, austere 部分
多様体や弱鏡映部分多様体は盛んに研究され, 井川–酒井–田崎 ([3])による分類結果が
知られている.

カルタン埋め込み Ψσ : G/K → G に対して, σ が対合的自己同型であるときは全測
地的埋込みとなる．位数が 3 以上であるときは極小はめ込みとは限らないが, [13], [14]

において, 位数 3, 4 のとき極小はめ込みになる σ が分類されている．極小埋め込みよ
りも強い条件として, austere 埋め込みがあるが, 我々は位数が有限という条件のもとで
カルタン埋め込みが austere 埋め込みになるの分類を [7]で与え, この結果は, 最近 [4]

により有限という条件がはずされた一般化された形となり証明された.
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関連する研究として, カルタン埋め込みの像 Ψσ(G/K) の極小部分多様体としての安
定性は, 位数が 2 および 3 のときのカルタン埋め込みの安定性が, [12], [13] で決定さ
れ, 近年, [8] により位数 4 と austere はめ込みの場合の安定性が決定された.

調和写像と関連する話題として, [1]で導入された k 重調和写像がある. これはコンパ
クトリーマン多様体の間の滑らかな写像 f : (M, g) −→ (N, h) に対して, Eell–Lemaire

は, k-エネルギー汎函数を

Ek(f) = 1/2

∫
M

∥(d+ δ)kf∥2vg (k = 1, 2, · · · )

で定義した. Ek(f) の第一変分の臨界点を k-調和写像と呼ぶ.

k = 1 のときは調和写像となり, f が等長はめ込みのとき, f が極小であることと, 調
和写像となることは同値なる. これから k = 2 のときに 2-調和写像についての分類問
題が自然に考えられる. この報告集では, 自己同型の位数が 4 以下の場合について, 2-

調和写像（２重調和写像）になるカルタン埋め込みを決定したので報告する ([9]).

2. カルタン埋め込み
Gをコンパクト単純連結リー群とし, σをGの有限位数の自己同型写像とする. K =

{k ∈ G | σ(k) = k}とおく. 写像Ψ : G → G; g → gσ(g)−1は次の写像を引き起こす:

Ψσ : G/K → G; gK → gσ(g)−1. この写像を, σが引き起こすカルタン埋め込みという.

G に両側不変リーマン計量を入れ, M = G/K には Ψσ による誘導計量を考える． こ
のとき, カルタン埋め込み Ψσ の第二基本形式 B は以下で与えられる.

補題 ([7]). B を自己同型写像 σ に対応するカルタン埋め込み Ψσ の第２基本形式とす
る. このとき, X,Y ∈ p に対して,

B(X,Y ) = −1

2
[(1− dσ)X, (1 + dσ)Y ]k.

G のリー環を g として, σ による分解を g = k⊕ p で表す.

3. k-symmetric spaces

定義. G をコンパクトリー群, H をその閉部分群とする. G の有限位数 k の自己同型
写像 σ (σl ̸= id, l < k) が存在して,

Gσ
o ⊂ H ⊂ Gσ

が成り立つとき, (G/H, σ) をコンパクト型 k-対称空間と呼ぶ.

特に, k = 2 のとき, 通常のコンパクト型対称空間となる.

例. エルミート対称空間は k-対称空間である.

4. Austere 部分多様体
G をコンパクト単純連結リー群, G のリー環を g, t を g の極大可換 Lie 環とし, g の
複素化 gC の tC に関するルート系を ∆(gC, tC) とする. さらに, ∆(gC, tC) の１つの基
本ルート系をΠ(gC, tC) = {α1, · · · , αn} とする. vi ∈ tC(1 ≤ i ≤ n) を次で定める.

αj(vi) =
1

mi

δij.



α0 =
∑n

i=1miαi を∆(gC, tC) の最高ルートとする. 内部自己同型写像 σ は Int(g) の下
でAd

(
exp 2π

√
−1H

)
(H ∈ D0) に共役である. D0 は基本領域を表す:

D0 = {H ∈
√
−1t | αi(H) ≥ 0 (1 ≤ i ≤ n), α0(H) ≤ 1}.

位数 3 の自己同型写像の分類は, Wolf and Gray ([15], [16]) により以下で H が与えら
れている:

• H = 1/3vi,mi = 1,

• H = 2/3vi,mi = 2,

• H = 1/3(vi + vj),mi = mj = 1,

• H = vi,mi = 3.

位数 4 の自己同型写像の分類は, Jimenez ([6]) により以下で H が与えられている:

• H = vi,mi = 4,

• H = 3/4vi,mi = 3,

• H = 1/4(2vi + vj),mi = 2,mj = 1,

• H = 1/4(vi + vj + vk),mi = mj = mk = 1,

• H = 1/4vi,mi = 1,

• H = 1/2vi,mi = 2, H = 1/4(vj + vk),mj = mk = 1,

H = 1/2(vp + vq),mp = mq = 2.

位数 3 以上のとき, カルタン埋め込みの像が austere 部分多様体になる分類の手法は,

以下の基底を考えることで証明される.

G をコンパクト単純リー群, G のリー環を g, g̃ を g の複素化, ∆ を g̃ のルート系,

Π = {α1, . . . , αl} を ∆ の基本系とする. また

g̃ = h+
∑
α∈∆

gα

をルート空間分解とする. gα の基底 Eα (α ∈ ∆) として, 次の性質をみたすものが存在
する：

[Eα, E−α] = Hα, B(Eα, E−α) = 1,

α, β ∈ ∆, α + β ∈ ∆ ならば [Eα, Eβ] = Nα,βEα+β (Nα,β = −N−α,−β ∈ R).

ここで, B は g̃ のキリング形式とする. g̃ の基底

{Hαi
(1 ≤ i ≤ l), Eα(α ∈ ∆)}

を Weyl の標準基底という. Weyl の標準基底は g̃ の C 上の基底となる. また正規実形

g0 = {Hαi
(1 ≤ i ≤ l), Eα(α ∈ ∆)}R



の R 上の基底となる. このとき

g0 = {X ∈ g̃ | X̄ = X}

となる.

φ0 :

{
H → −H

Eα → E−α

によって, g̃ または g0 の自己同型が定義される.

gu = {X ∈ g̃ | φ0(X̄) = X}

とおく. このとき
√
−1Hαi

(1 ≤ i ≤ l),
√
−1(Eα + E−α), Eα − E−α (α ∈ ∆)

は gu に含まれる. これらは, g̃ の C 上の基底, また gu の R 上の基底にもなる. gu
をコンパクト実形と呼ぶ.

定理. gu はコンパクト半単純リー群 G のリー環 g に同型である.

これから, G のリー環 g はコンパクト実型としても一般性を失わない.

Weyl の標準基底をカルタン埋め込みの第二基本形式に適用することで以下の定理が
示される.

定理 ([7]). σ が有限位数 3 以上の内部自己同型写像が引き起こすカルタン埋め込み

Ψσ : G/K → G; gK → gσ(g)−1

は austere 埋め込みではない.

最近, 井川–間下 ([4])により, 有限位数の仮定は不要であることが証明されている.

定理 ([7]). G をコンパクト連結単純リー群, σ を G の有限位数の外部自己同型写像,

K = {k ∈ G | σ(k) = k} とする. このとき, カルタン埋め込みΨσ が austere 埋め込み
ならば, Ψσ は全測地的かσ = (g

(n)
N ; s0, s1, · · · , sn) が次の表のどれかになる.

g
(n)
N k s0, s1, · · · , sn order

a
(2)
2 a1 s0 = 0, s1 = 1 4

a
(2)
2n (n ≥ 2) cp ⊕ bn−p (1 ≤ p ≤ n) sp = 1, sj = 0 (j ̸= p) 4

a
(2)
2n−1 (n ≥ 3) cn−1 ⊕ R s0 = s1 = 1, s2 = · · · = sn = 0 4

a
(2)
2n−1 (n ≥ 3) dp ⊕ cn−p (2 ≤ p ≤ n− 1) sp = 1, sj = 0 (j ̸= p) 4

d
(2)
n+1 (n ≥ 2) an−1 ⊕ R s0 = sn = 1, s2 = · · · = sn−1 = 0 4

e
(2)
6 a1 ⊕ b3 s1 = 1, s0 = s2 = s3 = s4 = 0 4

d
(3)
4 g2 s0 = 1, s1 = s2 = 0 3

d
(3)
4 a1 ⊕ a1 s1 = 1, s0 = s2 = 0 6

こちらの結果も, 井川–間下 ([4])により, 有限位数の仮定は不要であることが証明さ
れている.



5. 2重調和部分多様体
リーマン多様体の等長はめ込み φ : (M, g) → (N, h)に対して

E2(φ) =
1

2

∫
M

|τ(φ)|2 vg

で bienegy 関数を定義する.ここで, τ(φ) は φ の tension 場である. いま φ0 = φ であ
る任意の変分 φt に対して第1変分公式は, [5] によって次で与えられた:

d

dt

∣∣∣∣
t=0

E2(φt) = −
∫
M

h(τ2(φ), V )vg.

ここで V ∈ Γ(φ−1TN), τ2(φ) は φ の bitension 場を表す.

定義. φ : (M, g) → (N, h) が τ2(φ) = 0 をみたすとき, φ を 2重調和写像という.

注意. 2重調和写像の定義から, 調和写像は2重調和写像となる.

注意. φ : (M, g) → (N, h) が調和写像であることと, M が N の極小部分多様体である
ことは同値である.

定義. 調和写像でない2重調和写像を proper な2重調和写像という

6. カルタン埋め込みの2重調和性
カルタン埋め込み Ψσ : G/K → G; gK → gσ(g)−1 の 2重調和性を決定するには,次の
定理を用いる.

定理 ([11]). φ : (M, g) → (N, h) を等長はめ込みとする. また, すべてのX ∈ X(M) に
対して, ∇⊥

Xτ(φ) = 0と仮定する. このとき, φ が 2重調和写像であることは次と同値
である.

m∑
k=1

Rh(τ(φ), dφ(ek))dφ(ek) =
m∑

j,k=1

h(τ(φ), Bφ(ej, ek))Bφ(ej, ek)

ここで,{ei}mi=1は local orthonomal frame field, Rh は N のリーマン曲率テンソル, Bφ

は φ の第二基本形式である.

この定理を用いると, 位数3と4の自己同型の場合について次を得る.

定理 ([9]). 位数3の内部自己同型 σ が引き起こすカルタン埋め込み Ψσ : G/K → Gが
proper な 2重調和写像ならば極小である.

定理 ([9]). 位数 4 の内部自己同型 σ = τexp(2π
√
−1H) が引き起こすカルタン埋め込み Ψσ

が２重調和写像proper ２重調和写像である必要十分条件は, 表 1 の (g, H, k) のどれか
になる.

定理 ([9]). 位数 4 の外部自己同型 σ が引き起こすカルタン埋め込み Ψσが２重調和写
像proper ２重調和写像である必要十分条件は次の σ = (g

(n)
N ; s0, s1, · · · , sn) が, 表 2の

どれかになる.



g H k

an (n ≥ 1) 1/4 vi (1 ≤ i ≤ [(n+ 1)/2]) ai−1 ⊕ an−i ⊕ R
bn (n ≥ 2) 1/4 v1 bn−1 ⊕ R
bn (n ≥ 2) 1/2 (vi + vi+1) (2 ≤ i ≤ n− 1) di ⊕ bn−i−1 ⊕ R
cn (n ≥ 3) 1/4 vn an−1 ⊕ R
c2m (m ≥ 2) 1/4 (2 vm + v2m) am−1 ⊕ am−1 ⊕ R2

dn (n ≥ 4) 1/4 v1 dn−1 ⊕ R
dn (n ≥ 5) 1/4 vn an−1 ⊕ R
dn (n ≥ 4) 1/4 (v1 + 2 v2) dn−2 ⊕ R2

d2n (n ≥ 2) 1/4 (2 vn + v2n) an−1 ⊕ an−1 ⊕ R2

dn (n ≥ 5) 1/2 (vi + vi+1) (2 ≤ i ≤ n− 3, 2 i+ 1 < n) di ⊕ dn−i−1 ⊕ R
e6 1/4 v1 d5 ⊕ R
e7 1/4 v7 e6 ⊕ R
e7 1/2 (v1 + v2) a5 ⊕ a1 ⊕ R

表 1: Proper biharmonic Cartan embeddings induced by inner automorphism

g type k

(a
(2)
2n−1; s0, s1, · · · , sn) s0 = sn = 1, si = 0 (1 ≤ i ≤ n− 1) an−1 ⊕ R

(n ≥ 2) s1 = sn = 1, si = 0 (i ̸= 1, n) an−1 ⊕ R
(d

(2)
n+1; s0, s1, · · · , sn) sp = sp+1 = 1, si = 0 bp ⊕ an−2p−2⊕

(n ≥ 2) (0 ≤ p ≤ n− 1, 2p+ 1 ̸= n) (i ̸= p, p+ 1) bp+1 ⊕ R

表 2: Proper biharmonic Cartan embeddings induced by outer automorphism

7. 4-symmetric spaces

位数 4 の自己同型写像の分類は Jimenez による分類がある ([6]). カルタン埋め込みの
austere部分多様体の分類では,自己同型の位数は 2,3,4,6のいずれかであり, k = 2のと
きは,全測地的, k = 3, 6については,ケーリー代数 Oから決まる triality automorphism

より決まる自己同型となる. そこで, k = 2, 3, 6 以外の位数 4 についてのカルタン埋
め込みについて考える.すなわち, 4-対称空間 G/K についてのカルタン埋め込みを考
える.

いま, (G,H, τ) をコンパクトエルミート対称対とすると, τ は, H のリー環 h の1次
元中心 c の元 J0 を用いて

τ(g) = exp(πJ0) g exp(−πJ0) (g ∈ G)

で定義される. いま G 上の自己同型 σk (k ̸= 2) を

σk(g) = exp

(
2π

k
J0

)
g exp

(
−2π

k
J0

)
(g ∈ G)

で定義すると (σk)
k = id, (σ4)

2 = τ .

K = {g ∈ G | σ4(g) = g}, H = {g ∈ G | τ(g) = g}



とおくと K ⊂ Hをみたすので, ファイバー H/K のファイバー束 G/K → G/H を得
る. このとき, σ4 が引き起こすのカルタン埋め込み Ψσ4 の像 Ψσ4(G/K) について考
える.

G/K π //

Ψσ4 ""D
DD

DD
DD

D
G/H

G

位数 4 の自己同型写像 σ が引き起こすカルタン埋め込み Ψσ を proper ２重調和写
像と仮定すると, 先ほどの結果の考察によりG/H はコンパクトエルミート対称空間と
なる. 逆は成り立たないことは, [6] の分類よりわかる. そこで, 先ほど定義したエル
ミート対称空間から決まる位数 k の自己同型写像 σk が引き起こすカルタン埋め込み
Ψσk

を考えるとカルタン埋め込み Ψσk
が proper ２重調和写像である必要十分条件は,

k = 4 に限ることが計算によりわかる. よって, 次を得る：
定理 ([10]). Ψσk

: G/K → G を proper ２重調和写像とする. このとき, G/K は 4-対
称空間に限る.

注意. 上記の定理で, σ の位数 k については, 有限性を仮定しておく.
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[6] J.A. Jiménez, Riemannian 4-symmetric spaces, Trans. Amer. Math. Soc. 306 (1988),
715–734.

[7] T. Kimura and K. Mashimo, Classification of Cartan embeddings which are austere sub-
manifolds, Hokkaido Math J. vol. 51 (2022), 1–23.

[8] T. Kimura and K. Mashimo, Stability of certain Cartan embeddings, a preprint.

[9] T. Kimura and K. Mashimo, Biharmonic Cartan embeddings, a preprint.

[10] T. Kimura and K. Mashimo, Biharmonic Cartan embeddings associated with Hermitian
symmetric spaces, in preparation.

[11] S. Ohno, T. Sakai and H. Urakawa, Bi-harmonic homogeneous hypersuefaces in compact
symmetric spaces, Differential geometry and its applications, 43(2015), 155-179.



[12] K. Mashimo, On the stability of Cartan embeddings of compact symmetric spaces, Arch.
Math., 58(1992), 500–508.

[13] K. Mashimo, Cartan embeddings of compact Riemannian 3-symmetric spaces, Tokyo J.
of Math. 19(1996), 353–364.

[14] K. Mashimo, Cartan embeddings of compact Riemannian 4-symmetric spaces, a preprint.

[15] J.A. Wolf and A. Gray, Homogeneous spaces defined by Lie group automorphisms, I, J
Differential geometry 2 (1968), 77–114.

[16] J.A. Wolf and A. Gray, Homogeneous spaces defined by Lie group automorphisms, II, J
Differential geometry 2 (1968), 115–159.


