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1.はじめに
　Gを連結Lie群, Lをその閉部分群とし, σをGの非自明な対合的自己同型とする. こ
のとき, (G/L, σ)が対称空間であるとは,

(Gσ)0 ⊂ L ⊂ Gσ

が成り立つことをいう. ここで, Gσ B {x ∈ G | σ(x) = x}, (Gσ)0はその連結成分を表す.
G/Lを対称空間とする. p ∈ G/Lに対して, spで pにおける点対称を表す. 部分集合

S ⊂ G/Lが対蹠集合であるとは,任意の p, q ∈ G/Lに対して, sp(q) = qが成り立つことを
いう. 対蹠集合の概念は [1]において導入され, Riemann対称空間論において,多くの興
味深い研究がなされてきた (例えば, [1, 6–8]等). 一方で,非Riemann対称空間において
は,対蹠集合に関する研究はほとんどなされなかったようである. 本稿では,非Riemann
対称空間の中でも,半単純Lie群の双曲随伴軌道として実現される para-Hermite対称空
間,及び半単純対称階別Lie代数に付随した擬Riemann対称R空間の対蹠集合について
得られた結果を紹介する.
ここで, para-Hermite対称空間は [2]により導入された概念であり,それは, G不変para
複素構造 Iと, Iに関するG不変 para-Hermite計量 gを兼ね備えた対称空間G/Lである.
ここで, para複素構造 Iとは, G/L上の (1, 1)型テンソル場で, 以下の条件を満たすもの
である.

(1) I2 = id.

(2) dim T+p G/L = dim T−p G/L (∀p ∈ G/L). 但し, T+p G/L (resp. T−p G/L)は Ipの (+1) (resp.
(−1))固有空間を表す.

(3) [IX, IY] − I[IX,Y] − I[X, IY] + [X,Y] = 0 (∀X,Y ∈ X(G/L)).

また, Iに関するpara-Hermite計量gとはG/L上の擬Riemann計量で,

(4) g(IX,Y) + g(X, IY) = 0 (∀X,Y ∈ X(G/L))

を満たすものである. Para-Hermite対称空間は Riemannでない対称空間であり, 特に
para-Hermite計量はニュートラル計量である. また, 擬Riemann対称 R空間は [3]によ
り導入された概念で, それは, 対称 R空間の擬 Riemannの場合への一般化である. 擬
Riemann対称R空間は直行対称階別Lie代数とよばれるある種の不変内積を兼ね備えた
対称階別Lie代数と一対一に対応している. 半単純対称階別Lie代数は直行対称階別Lie
代数であることに注意しておく. 本稿では,擬Riemann対称R空間の中でも,半単純対称
階別Lie代数に付随したもののみを考える.
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2. Para-Hermite対称空間とpara実形
　本節ではpara-Hermite対称空間とそのpara実形について,基本的なことを復習する.
次の補題は概効果的半単純para-Hermite対称空間に関する基本的なものである.

補題 2.1 (cf. [2]) (G/L, σ, I, g)を概効果的半単純 para-Hermite対称空間, gをGのLie代
数, g = l ⊕ uをσ∗に関する gの (±1)固有空間分解とする. このとき,以下を満たすZ ∈ l
が唯一つ存在する.

(1) l = cg(Z) = {X ∈ g | [Z, X] = 0}, (2) Io = adZ|u.

但し, oはG/Lの原点を表す.

補題 2.1の Zは gの半単純元であり, adZの g上の固有値は 0,±1である. この ZをG/L
の特性元という. CG(Z) := {x ∈ G | Adx(Z) = Z}としたとき,補題2.1より, CG(Z)0 ⊂ L ⊂
CG(Z)となることがわかる. L = CG(Z)となるとき, G/Lは双曲軌道型であるという. こ
のとき, G/L � AdG(Z)である. 即ち,双曲軌道型概効果的半単純 para-Hermite対称空間
は g内の双曲随伴軌道として実現される.

Para-Hermite対称空間 (G/L, σ, I, g)に対して, G/Lの対合的反 para正則等長変換の固
定点集合の連結成分をpara実形という. ただし,可微分写像Φ : G/L → G/Lが反para
正則であるとは,任意の p ∈ G/Lに対して

(dΦ)p ◦ Ip = −IΦ(p) ◦ (dΦ)p

を満たすことをいう. RをG/Lの para実形とすると, 原点 oを含むG/Lの para実形 Ro

と, G/Lのpara正則等長変換Ψが存在して, Ψ(R) = Roとなることを注意しておく. 次は
基本的な結果である.

補題 2.2 (cf. [2, 5]) (G/L, σ, I, g)を双曲軌道型効果的半単純 para-Hermite対称空間とす
る.

(1) G/Lには, para正則等長変換で移りあうものを除いて, コンパクト para実形が一意
的に存在する.

(2) G/Lのコンパクトpara実形は対称R空間である.

(3) RをG/Lのコンパクトpara実形とすると, G/LはRの余接束と微分同型である.

逆に,対称R空間の余接束はpara-Hermite対称空間の構造を持つことに注意しておく.

例 2.1 G := S L(p + q,R) (1 ≤ p ≤ q), g := sl(p + q,R)とする.

Z :=
1

p + q

qEp O
O −pEq


とする. 但し Eαは α次の単位行列を表す. このとき, Zは gの半単純元で ad Zの g上
の固有値は 0,±1であり, M := Ad G(Z) � G/CG(Z)は Z を特性元とする双曲軌道型
単純 para-Hermite対称空間になる. ここで,対称空間を定義するGの対合σは, σ(x) :=



(exp
√
−1πZ)x(exp

√
−1πZ)−1 (x ∈ G)によって与えられ, para-Hermite計量gはgのKilling

形式の (0でない定数倍の)G不変拡張で与えられる. ここで,

CG(Z) =


X O
O Y

 ∈ G

∣∣∣∣∣∣ X ∈ GL(p,R), Y ∈ GL(q,R)


であり, CG(Z)は非連結である. 特に p = q = 1のとき, Mは一葉双曲面である.
Θ : G/CG(Z) → G/CG(Z)を xCG(Z) 7→ tx−1CG(Z)とすると, ΘはG/CG(Z)の対合的反

para正則等長変換である. このとき, Θの固定点集合 (G/CG(Z))Θは連結で,コンパクト
para実形である. このとき,

(G/CG(Z))Θ = S O(p + q)/S (O(p) × O(q))

となる.

(G/L, σ, I, g)を双曲軌道型効果的半単純 para-Hermite対称空間とする. QをG/Lのコ
ンパクト para実形で oを含むもの, ΘをQを定義するG/Lの対合的反 para正則等長変
換とする. このとき, Ξ := Θ ◦ soとおくと, ΞはG/Lの対合的反 para正則等長変換で
Ξ(o) = oを満たす. Q∗を (G/L)Ξの oを含む連結成分とする. 即ち, Q∗はΞにより定義
される oを含むG/Lの para実形である. このとき, Q∗は.Qの非コンパクト双対とみな
せる.

3.擬Riemann対称R空間
　本節では擬Riemann対称R空間の定義を復習し,擬Riemann対称R空間とpara実形の
関係について紹介する.

定義 3.1 g = g−1 ⊕ g0 ⊕ g1を半単純第一種階別Lie代数とする. gの対合的自己同型 ρが
存在して,

(1) g0 = [g−1, g1],

(2) ad : g0 → gl(g−1)は忠実,

を満たすとき, (g = g−1 ⊕ g0 ⊕ g1, ρ)を半単純対称階別Lie代数という.

以下,対称階別Lie代数をSGLAと略記する.
(g = g−1 ⊕ g0 ⊕ g1, ρ)を半単純SGLAとし, Zを g = g−1 ⊕ g0 ⊕ g1の特性元とする. 即ち,

Zは gの半単純元で, gλは adZのλ固有空間である (λ = 0,±1). h,mをそれぞれρの±1固
有空間とし, Hを exp(adh|m)で生成されるGL(m)の連結Lie部分群とする. このとき, Z
を通るH軌道H(Z)を半単純 SGLA(g, ρ)に付随した擬Riemann対称R空間という. 擬
Riemann対称R空間は擬Riemann対称空間である. 特にρが gのCartan対合であるとき,
H(Z)は対称R空間である.
擬Riemann対称R空間とpara実形の関係について,次が成り立つ.

命題 3.1 (cf. [4]) 半単純SGLAに付随した擬Riemann対称R空間は,ある双曲軌道型効
果的半単純para-Hermite対称空間の原点を含むpara実形として実現でき,その逆も成り
立つ.



4.対蹠集合
　まず, para-Hermite対称空間の対蹠集合について得られた結果を紹介する.

定理 4.1 (cf. [5]) G/Lを双曲軌道型効果的半単純 para-Hermite対称空間, S ⊂ G/Lを対
蹠集合とする. また, G/Lの para-Hermite計量 gはGのLie代数 gのKilling形式 Bgから
誘導されているとする. 即ち, go = λBg (λ ∈ R \ {0}). このとき,あるコンパクトpara実形
R ⊂ G/Lが存在して, S ⊂ R. 従って,

#2G/L = #2R < ∞

が成り立つ. 但し, M := G/L or Rに対して, #2MはMの対蹠集合たちの濃度の上限を表
し,これをMの2-numberという.

定理4.1より,次を定義する.

定義 4.1 G/Lを双曲軌道型効果的半単純para-Hermite対称空間, S ⊂ G/Lを対蹠集合と
する. #S = #2G/Lとなるとき, S を大対蹠集合という.

定理 4.2 (cf. [5]) G/Lを双曲軌道型効果的半単純para-Hermite対称空間, gをGのLie代
数, Z ∈ gをG/Lの特性元とする. また, G/LをZを通るAd G軌道M := Ad G(Z)と同一
視する.

(1) S をMの大対蹠集合とする. このとき, gのあるCartan対合 θと g−θ内の極大可換部
分空間 aが存在して, S = M ∩ aとなる. 従って S は (G, A)のWeyl群の軌道である.
但し, A := exp aである.

(2) Mの対蹠集合はある大対蹠集合に含まれる.

(3) S 1と S 2をMの二つの大対蹠集合とすると,ある para正則等長変換Φ : M → Mが
存在して, Φ(S 1) = S 2.

次に,擬Riemann対称R空間の対蹠集合について述べる. まず,双曲軌道型効果的半単
純para-Hermite対称空間G/Lのpara実形Rについて,次が成り立つ. ここで, #2R ≤ #2G/L
なので, Rに対しても定義 4.1と同様にして大対蹠集合の概念を定義できる.

定理 4.3 (cf. [5]) G/Lを双曲軌道型効果的半単純para-Hermite対称空間, gをGのLie代
数, Z ∈ gをG/Lの特性元, RをG/Lの原点を含むpara実形とする. また, G/LをZを通る
Ad G軌道M := Ad G(Z)と同一視する.

(1) S をRの大対蹠集合とする. このとき, gのあるCartan対合 θと対合的自己同型 ξで
ξ ◦ θ = θ ◦ ξ, ξ(Z) = −Zを満たすものと, g−θ ∩ g−ξ内の極大可換部分空間 aが存在し
て, S = R∩aとなる. 従ってSは (Ha, A)のWeyl群の軌道である. 但し, HaはそのLie
代数が (gθ ∩ gξ) ⊕ (g−θ ∩ g−ξ)であるようなGの連結部分Lie群で, A := exp aである.

(2) Rの対蹠集合はある大対蹠集合に含まれる.

(3) S 1と S 2を Rの二つの大対蹠集合とすると, ある等長変換Φ : R → Rが存在して,
Φ(S 1) = S 2.

命題3.1と定理4.3より,次が成り立つ.



系 4.1 (cf. [5]) Nを半単純SGLAに付随した擬Riemann対称R空間とする.

(1) #2N < ∞.

(2) Nの対蹠集合はある大対蹠集合に含まれる.

(3) S 1と S 2を Nの二つの大対蹠集合とすると, ある等長変換Φ : N → Nが存在して,
Φ(S 1) = S 2.

半単純 SGLAに付随した擬Riemann対称 R空間の 2-numberについて次が成り立つ.
ここで,一般にMを対称空間としたとき,任意の p ∈ Mに対して {p}はMの対蹠集合に
なることに注意しておく.

命題 4.1 (cf. [5]) Nを半単純SGLAに付随した擬Riemann対称R空間とする. Nがある
対称R空間の非コンパクト双対でなければ#2N ≥ 2が成り立つ.
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