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1 序論
コンパクトRiemann対称空間の部分集合Aは、Aの任意の点 xにおける点対称 sxがA

の各点を固定するときに対蹠集合とよばれる。例えば球面 Sn(⊂ Rn+1)の場合、対蹠点か
らなる集合 {x,−x} (x ∈ Sn)は対蹠集合である。Chen–Nagano[1]はコンパクト Lie群の
2-rank（可換部分群Z2× · · ·×Z2の階数の最大値）のある意味での拡張と考えられるコン
パクトRiemann対称空間M の 2-number #2M（対蹠集合の位数の最大値）について詳細
に研究し、多くのコンパクトRiemann対称空間の 2-numberを決定した。Chen–Nagano[1]
やTakeuchi[2]などにより#2M とM の位相構造との関係が知られている。筆者は田崎博
之氏との共同研究で古典型コンパクト Riemann対称空間の極大対蹠集合の分類に取り組
んできた ([3, 4, 6])。よく知られているようにコンパクト Lie群は両側不変Riemann計量
によりRiemann対称空間である。我々が得た（連結とは限らない）コンパクト Lie群の商
群の極大対蹠部分群の分類結果およびLie群ではない古典型コンパクトRiemann対称空間
の商空間の極大対蹠集合の分類結果において、いずれも自然な射影の被覆次数が奇数の場
合と偶数の場合で状況が異なり、奇数の場合は自然な射影を通して極大対蹠部分群や極大
対蹠集合がある意味変わらない。[3]において、コンパクト Lie群G,G′の間の奇数次数の
被覆準同型写像 π : G → G′に対して、Gが連結の場合にこの事実を証明したが、[5]にお
いて、Gの連結性の仮定なしにこの事実を証明した。詳しい内容について 3節で述べる。

2 コンパクトLie 群の極大対蹠部分群
コンパクト Lie群 Gには両側不変 Riemann計量が存在し、sx(y) = xy−1x (x, y ∈ G)

により xにおける点対称 sxが定義され、GはRiemann対称空間である。Gの点対称はG

の群構造で定まるので、Gが連結でなくても点対称は定義される。
AをGの対蹠集合とする。左移動と右移動はGの等長変換であり、AはGの単位元 eを
含むと仮定しても一般性を失わない。このとき、任意の x ∈ Aに対して se(x) = x−1 = x、
すなわち、x2 = eが成り立つ。x, y ∈ Aに対して x2 = y2 = eが成り立つことから、任意の
x, y ∈ Aに対して、sx(y) = yが成立することと xと yが可換なことは同値である。AがG
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の極大対蹠集合であればAはGの部分群であり、AはZ2のいくつかの直積Z2 × · · · ×Z2

と同型な可換部分群である。コンパクト Lie群Gの 2-rank r2(G)と 2-number #2Gの間
には#2G = 2r2(G)という関係が成り立つ。Gの部分群が対蹠集合であるときGの対蹠部
分群という。AがGの対蹠部分群であることは、AがGの可換部分群で各元が対合的で
あることと同値である。つまり、コンパクト Lie群Gの対蹠部分群は Z2のいくつかの直
積 Z2 × · · · × Z2に同型な部分群であり、その逆も成り立つ。Gの対蹠部分群が包含関係
について極大のとき極大対蹠部分群といい、位数が#2Gに等しい対蹠部分群を大対蹠部
分群という。Gの大対蹠部分群は (Z2)

r2(G)と同型な部分群である。大対蹠部分群は極大
対蹠部分群であるが、逆は一般に成立しない。

∆n :=


±1

. . .

±1


 ⊂ O(n)

とおく。∆nは対角成分が±1の n次対角行列全体である。G = O(n), U(n), Sp(n)のとき、
∆nは共役を除いて唯一の Gの極大対蹠部分群であり、したがって大対蹠部分群である。
#2G = |∆n| = 2nである。正方行列からなる集合Xに対してX± := {x ∈ X | detx = ±1}
と定める。G = SO(n), SU(n)のとき、∆+

n は共役を除いて唯一のGの極大対蹠部分群で
あり、したがって大対蹠部分群である。#2G = |∆+

n | = 2n−1である。[3]でこれらの古典
型コンパクト Lie群の商群の極大対蹠部分群の共役類を分類し、代表元を行列を用いて具
体的に表示した。さらに、各代表元の位数を求め、位数の最大値と最大値を与える極大対
蹠部分群（つまり、大対蹠部分群）を決定した。具体的には Zµ := {α1n | αµ = 1}とし
てU(n)/Zµ(µは自然数), SU(n)/Zµ(µはnを割り切る), Sp(n)/Z2, O(n)/Z2, SO(2m)/Z2

の極大対蹠部分群の共役類を分類した。

3 奇数次数の被覆準同型写像と対蹠部分群
この節では [5]の結果について述べる。G,G′を（連結とは限らない）コンパクト Lie群

とし、π : G → G′を被覆準同型写像とする。対蹠部分群の定義から次の補題が成り立つ
ことがわかる。

補題 3.1. AがGの対蹠部分群ならば π(A)はG′の対蹠部分群である。

πの被覆次数が奇数の場合には、この補題における「対蹠部分群」を「極大対蹠部分群」
に置き換えても成り立つ。

命題 3.2. π : G → G′の被覆次数は奇数とする。このとき、AがGの極大対蹠部分群な
らば π(A)はG′の極大対蹠部分群である。

この命題の証明には次の Sylowの定理を用いる。

定理 3.3 (Sylow). Hを有限群とし pを |H|の素因数とする。|H| = pnmとする。ただし、
pはmを割り切らない。 このとき次が成り立つ。

(1) H には位数が pnの部分群が存在する。これをH の p-Sylow部分群という。
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(2) H の 2つの p-Sylow部分群は共役である。

(3) H の任意の p-部分群（位数が pの冪の部分群）はある p-Sylow部分群に含まれる。
まず次の補題を示す。
補題 3.4. π : G → G′の被覆次数は奇数とする。このとき、G′の任意の対蹠部分群A′に
対して、Gの対蹠部分群Bで次の (1), (2)を満たすものが存在する。
(1) Bは π−1(A′)の 2-Sylow部分群であり |B| = |A′|を満たす。

(2) πのBへの制限はBからA′への同型写像である。
証明. A′はG′の対蹠部分群なので、ある自然数 tに対してA′ ∼= (Z2)

tで |A′| = 2tである。
仮定よりk := |ker(π)|は奇数である。π−1(A′)はGの部分群で、|π−1(A′)| = |A′||ker(π)| =
2tkだから、Sylowの定理より π−1(A′)の 2-Sylow 部分群Bが存在し、|B| = 2t = |A′|で
ある。B ∩ ker(π)の元の位数は 2の冪かつ奇数だから B ∩ ker(π) = {e}である。よって
π の B への制限は単射で、π|B : B → A′ は同型写像であり、B は Gの対蹠部分群であ
る。

命題 3.2の証明. Z ′ = ker(π)とおくと |Z ′|は奇数である。AをGの極大対蹠部分群とす
る。補題 3.1よりπ(A)はG′の対蹠部分群である。π(A)の極大性を示すために、A′をG′の
対蹠部分群で π(A) ⊂ A′を満たすものとする。補題 3.4より Ã := π−1(A′)の 2-Sylow部分
群Bが存在し、π|B : B → A′は同型写像である。BはGの対蹠部分群である。B,Z ′ ⊂ Ã

よりBZ ′ ⊂ Ãである。B ∩ Z ′の元の位数は 2の冪かつ奇数だからB ∩ Z ′ = {e}であり、
BZ ′の各元は bz (b ∈ B, z ∈ Z ′)と一意的に表せるので、|BZ ′| = |B||Z ′| = |A′||Z ′| = |Ã|
となりBZ ′ = Ãである。Aは位数が 2の冪の Ãの部分群なので、Sylowの定理からある
g ∈ Ãに対して gAg−1 ⊂ B となるが、Aの極大性から gAg−1 = B が成り立つ。よって
|π(A)| = |π(gAg−1)| = |π(B)| = |A′|となるので π(A) = A′であり、π(A)はG′の極大対
蹠部分群である。

補題 3.4より次が成り立つことに注意しておく。
系 3.5. π : G → G′の被覆次数は奇数とする。このとき、G′の任意の対蹠部分群A′に対
して、Gの対蹠部分群Aが存在して π|A : A → A′は同型写像である。
この補題における「対蹠部分群」を「極大対蹠部分群」に置き換えた次の命題が成り
立つ。
命題 3.6. π : G → G′の被覆次数は奇数とする。このとき、G′の任意の極大対蹠部分群
A′に対して、Gの極大対蹠部分群Aが存在して π|A : A → A′は同型写像である。
証明. A′はG′の対蹠部分群なので、系 3.5よりGの対蹠部分群 Aで π|A : A → A′は同
型写像であるものが存在する。Aの極大性を示すために、C をGの対蹠部分群で A ⊂ C

を満たすものとする。補題 3.1よりπ(C)はG′の対蹠部分群である。A′ = π(A) ⊂ π(C)と
A′の極大性からA′ = π(A) = π(C)が成り立つ。C ∩ ker(π)の元の位数は 2の冪かつ奇数
だから C ∩ ker(π) = {e}であり、πの C への制限は単射である。したがってA = C が成
り立ち、AはGの極大対蹠部分群である。
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以上のことを踏まえて次の定理を述べる。Gの 2つの部分群がGの元で共役のとき、こ
れらはG共役であるといい、Gの単位連結成分G0の元で共役のとき、これらはG0共役
であるという。

定理 3.7. G,G′をコンパクト Lie群とし、π : G → G′を奇数次数の被覆準同型写像とす
る。G0, G

′
0をそれぞれG,G′の単位連結成分とする。

(1) AがGの対蹠部分群ならば π(A)はG′の対蹠部分群である。AがGの極大対蹠部分
群ならば π(A)はG′の極大対蹠部分群である。Gの極大対蹠部分群 A1, A2がG共
役ならば、G′の極大対蹠部分群 π(A1), π(A2)はG′共役である。Gの極大対蹠部分
群A1, A2がG0共役ならば、G′の極大対蹠部分群 π(A1), π(A2)はG′

0共役である。

(2) A′ が G′ の対蹠部分群ならば Gの対蹠部分群 Aが存在して π|A : A → A′ は同型
写像になる。A′ が G′ の極大対蹠部分群ならば Gの極大対蹠部分群 Aが存在して
π|A : A → A′は同型写像になる。G′の極大対蹠部分群A′

1, A
′
2がG′共役ならば、対

応するGの極大対蹠部分群A1, A2はG共役である。G0が ker(π)を含む場合は、G′

の極大対蹠部分群A′
1, A

′
2がG′

0共役ならば、対応するGの極大対蹠部分群A1, A2は
G0共役である。

証明. 共役性に関する部分の他はすでに証明済みなので共役性に関する部分を証明する。
(1) Gの極大対蹠部分群A1, A2がG共役、つまり、ある g ∈ Gに対してA2 = gA1g

−1

とすると、π(A2) = π(g)π(A1)π(g)
−1だから π(A1)と π(A2)はG′共役である。g ∈ G0な

らば π(g) ∈ π(G0) = G′
0だから π(A1)と π(A2)はG′

0共役である。
(2) G′の極大対蹠部分群A′

1, A
′
2がG′共役、つまり、ある g′ ∈ G′に対してA′

2 = g′A′
1g

′−1

とすると、π−1(A′
2) = π−1(g′A′

1g
′−1) が成り立つ。π−1(g′) の元を 1 つ取り g とすると

π−1(g′A′
1(g

′)−1) = gπ−1(A′
1)g

−1 が成り立つ。命題 3.6より Gの極大対蹠部分群 A1, A2

が存在して π|Ai : Ai → A′
i (i = 1, 2) は同型写像になる。ここで Ai は π−1(A′

i) の 2-

Sylow 部分群である (i = 1, 2)から、gA1g
−1 は gπ−1(A′

1)g
−1 = π−1(A′

2)の 2-Sylow 部
分群であり、Sylowの定理から gA1g

−1 は π−1(A′
2)の元で A2 と共役である。よって A1

はGの元でA2と共役である。次に、G0が ker(π)を含むとする。上の議論における g′が
g′ ∈ G′

0 を満たすならば、π(G0) = G′
0 より上で取った gを g ∈ G0 と取れる。先ほどの

議論から gA1g
−1 は A2 と π−1(A′

2)の元で共役である。よってある x ∈ π−1(A′
2)に対し

て xgA1g
−1x−1 = A2となる。π−1(A′

2) = A2ker(π)であり、A2 ∩ ker(π) = {e}から x ∈
π−1(A′

2)は x = az (a ∈ A2, z ∈ ker(π))と一意的に表せる。よって azgA1g
−1(az)−1 = A2

となり、これより zgA1g
−1z−1 = a−1A2a = A2となる。z ∈ ker(π) ⊂ G0だから zg ∈ G0

であり、A1, A2はG0共役である。

つまり、π : G → G′が奇数次数の被覆準同型写像の場合は、πによってGの極大対蹠
部分群はG′の極大対蹠部分群に同型に写され、Gの極大対蹠部分群のG共役類とG′の
極大対蹠部分群のG′共役類は πにより一対一に対応する。さらに、ker(π) ⊂ G0が成り
立つときは、Gの極大対蹠部分群のG0共役類とG′の極大対蹠部分群のG′

0共役類は πに
より一対一に対応する。
定理 3.7は次の Chen-Naganoの結果をコンパクト Lie群の場合に精密化したものと言
える。
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命題 3.8 ([1] Proposition 3.1). One has #2M
′ = #2M , if there exists a k-fold covering

morphism f : M ′ → M between compact Riemannian symmetric spaces and k is odd.

4 U(n)/Zµの極大対蹠部分群
この節では例として U(n)の被覆準同型写像 πn : U(n) → U(n)/Zµ を扱う。ここで、

Zµ = {α1n | αµ = 1}は U(n)の中心の部分群である。U(n)/Zµはコンパクト Lie群であ
り、自然な射影 πn : U(n) → U(n)/Zµは µ重被覆準同型写像である。

命題 4.1. U(n)の極大対蹠部分群は∆nに共役である。∆nは大対蹠部分群であり#2U(n) =

2nである。

証明. ∆nは U(n)の極大対蹠部分群である。Aを U(n)の極大対蹠部分群とすると、Aは
可換だから同時対角化可能である。a ∈ Aは a2 = 1nを満たすので、g ∈ U(n)が存在して
gAg−1 ⊂ ∆nとなる。Aの極大性から gAg−1 = ∆nが成り立つ。よって∆nは大対蹠部分
群で#2U(n) = |∆n| = 2nである。

この命題と定理 3.7により、µが奇数の場合のU(n)/Zµの極大対蹠部分群の分類結果を
得る。
定理 4.2. µが奇数ならば、U(n)/Zµの極大対蹠部分群は πn(∆n) (∼= ∆n)に共役である。
πn(∆n)は大対蹠部分群であり#2U(n)/Zµ = 2nである。

µが偶数の場合のU(n)/Zµの極大対蹠部分群の分類結果は、µが奇数の場合に比べて複
雑である。µが偶数の場合の結果を述べるために必要な記号を準備する。1mでm次単位
行列を表す。

I1 :=

[
−1 0

0 1

]
, J1 :=

[
0 −1

1 0

]
, K1 :=

[
0 1

1 0

]
∈ O(2)

とおく。
D[4] := {±12,±I1,±J1,±K1} ⊂ O(2)

は正方形を不変にする二面体群である。自然数 nを n = 2k · lと 2の k乗と奇数 lの積に
分解し、0 ≤ s ≤ kを満たす自然数 sに対して

D(s, n) := D[4]⊗ · · · ⊗D[4]︸ ︷︷ ︸
s

⊗∆n/2s

= {d1 ⊗ · · · ⊗ ds ⊗ d0 | di ∈ D[4] (1 ≤ i ≤ s), d0 ∈ ∆n/2s} ⊂ O(n)

とおく。D(s, n)の位数は |D(s, n)| = 22s+2k−s·lである。

定理 4.3 ([3] Theorem 5.1). θを 1の原始 2µ乗根とする。µが偶数ならば、U(n)/Zµの
極大対蹠部分群は次のいずれかに共役である。

(1) nが奇数のとき: πn({1, θ}∆n).
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(2) nが偶数のとき: πn({1, θ}D(s, n)) (0 ≤ s ≤ k), ただし、s = k − 1, n = 2k の場合
は除外する。

s = k − 1, n = 2k の場合は、∆2 = {±12,±I1} ⊊ D[4] = {±12,±I1,±J1,±K1}である
ことから、

D(k − 1, 2k) = D[4]⊗ · · · ⊗D[4]︸ ︷︷ ︸
k−1

⊗∆2 ⊊ D(k, 2k) = D[4]⊗ · · · ⊗D[4]︸ ︷︷ ︸
k

となるのでD(k − 1, 2k)は極大ではないため除外する。
πn({1, θ}∆n), πn({1, θ}D(s, n)) (0 ≤ s ≤ k)に θが含まれているが、一般に U(n)/Zµ

の任意の極大対蹠部分群は πn(θ1n)を含むので、それを説明する。θ1n は U(n)の中心の
元であり、πn(θ1n)は U(n)/Zµの中心の元である。ker(πn) = {1n, θ21n, . . . , θ2µ−21n} に
注意すると、πn(θ1n)

2 = πn((θ1n)
2) = πn(θ

21n) = πn(1n)となり、πn(θ1n)は対合的であ
る。AをU(n)/Zµの極大対蹠部分群とすると、πn(θ1n)はAの任意の元と可換で対合的な
U(n)/Zµの元なので、Aの極大性から πn(θ1n) ∈ Aである。よって U(n)/Zµの任意の極
大対蹠部分群は πn(θ1n)を含む。θµ = −1に注意すると、µが奇数 (µ = 2m+1) のとき、

πn(θ1n) = πn(θ
2mθ1n) = πn(θ

µ1n) = πn(−1n)

である。

系 4.4. µが偶数のとき、U(n)/Zµの大対蹠部分群とその位数#2U(n)/Zµは次の通り。

(1) nが奇数のとき: πn({1, θ}∆n), #2U(n)/Zµ = 2n.

(2) nが偶数のとき: n = 2のとき π2({1, θ}D[4]), #2U(2)/Zµ = 23 = 8.

n = 4のとき π4({1, θ}D(2, 4)), #2U(4)/Zµ= 25 = 32.

n ̸= 2, 4のとき πn({1, θ}∆n), #2U(n)/Zµ = 2n.

注意 4.5. µが偶数、奇数のいずれの場合も#2U(n)/Zµは [1] Proposition 5.2で得られて
いる。
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