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研究テーマ

我々の期待
以下の二つは関係があるだろう:

4つの主曲率をもつ, 球面内の等径超曲面,

運動量写像.

注意
我々の期待通りなら...

4つの主曲率をもつ, 球面内の等径超曲面すべてを
統一的に扱うことが出来る...かも,

4つの主曲率をもつ, 球面内の等径超曲面の分類に
応用できる...かも.
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研究テーマ

研究のテーマ
4つの主曲率をもつ, 球面内のOT–FKM型等径超曲面
を運動量写像で記述したい.

OT–FKM型等径超曲面とは, 対称Clifford系
{P0, P1, . . . , Pm} によって構成される
Cartan–Münzner多項式

F (x) = ‖x‖4 − 2
m∑
i=0

〈Pix, x〉2

のレベル集合と単位球面の共通部分として得られる球
面内の超曲面.
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今回のテーマ

問題
対称Clifford系 {P0, P1, . . . , Pm} を群作用の言葉で
特徴づけできないか?

対称Clifford系は実対称行列の有限族,

実対称行列は直交行列で対角化可能 (群作用),

{実対称行列}/直交行列 ' 実Grassmann多様体
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対称Clifford系について
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Clifford代数の定義

一般に,

V : 有限次元実線型空間,

q : V × V → R: V 上の2次形式,

定義
(V, q)に付随するClifford代数
Cl(V, q) := T (V )/Iq

T (V ) :=
⊕
k

T k(V ): テンソル代数,

Iq :=
〈
v ⊗ v + q(v)

∣∣ v ∈ V
〉
bi–sided

: 両側イデ
アル.
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Clifford代数の定義

定義
(V, q)に付随するClifford代数
Cl(V, q) := T (V )/Iq

T (V ) :=
⊕
k

T k(V ): テンソル代数,

Iq :=
〈
v ⊗ v + q(v, v)

∣∣ v ∈ V
〉
bi–sided

: 両側イデ
アル.

以下, V = Rm−1, q = 〈 −,− 〉: Euclid内積, とする.
Cl(V, q) = Clm−1と表す.
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Clifford代数の表現

定義
Clifford代数 Clm−1のn次表現

def⇐⇒ R-代数準同型 ρ : Clm−1 → Mn(R) のこと.
ただし,

Mn(R) :=
{
n次実係数正方行列}

,

R–代数準同型とは, 以下が成り立つこと:
1 ρ(ξ + η) = ρ(ξ) + ρ(η),
2 ρ(ξ ⊗ η) = ρ(ξ)ρ(η),
3 ρ(aξ) = aρ(ξ),

代数準同型を決めるには, 生成系の行き先を決めるだけ
で十分.
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Clifford代数の表現

代数準同型を決めるには, 生成系の行き先を決めるだけ
で十分.

事実
Clm−1はV の基底 e1, e2, . . . , em−1でR–代数として
生成される.

ρ(ei) =: Ei ∈ Mn(R) とすると ρは決まるが, 特に
Ei ∈ Altn(R) :=

{
n次実交代行列} とできる.
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Clifford代数の表現

ρ(ei) =: Ei ∈ Mn(R) とすると ρは決まるが, 特に
Ei ∈ Altn(R) :=

{
n次実交代行列} とできる.

定義
Clifford代数の表現ρ : Clm−1 → Mn(R)は以下を満
たす{E1, E2, . . . , Em−1} ⊂ Altn(R)で決まる:

EiEj + EjEi = −2δijIn.

このような{E1, E2, . . . , Em−1} ⊂ Altn(R)を
Clifford系という.
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対称Clifford系
ρ : Clm−1 → Mn(R): 表現,
{E1, E2, . . . , Em−1}: ρ に付随するClifford系,

このとき, P0, P1, P2, . . . , Pm ⊂ Sym2n(R) を以下の
ように定める:

P0 :=

(
In 0n

0n −In

)
, P1 :=

(
0n In
In 0n

)
,

Pi :=

(
0n Ei−1

−Ei−1 0n

)
(i ∈ {2, 3, . . . ,m})

命題
{P0, P1, . . . , Pm} は以下の関係式を満たす:

PiPj + PjPi = 2δijI2n.
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対称Clifford系

定義
{P0, P1, . . . , Pm}: 2n次の対称Clifford系

def⇐⇒
Pi ∈ Sym2n(R) (∀i),

PiPj + PjPi = 2δijI2n.

事実
2n次の対称Clifford系からClifford系を構成すること
ができる.
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対称Clifford系とClifford球面
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対称Clifford系とClifford球面

Sym2n(R)上の内積 〈−,−〉を以下で定義:

〈P,Q〉 :=
1

2n
Tr(PQ) for P,Q ∈ Sym2n(R),

P = {P0, P1, . . . , Pm} ⊊ Sym2n(R): 対称
Clifford系,

L(P) := spanR{P0, P1, . . . , Pm} ⊊ Sym2n(R),

定義
Clifford球面 Σ(P) :=

{
P ∈ L(P)

∣∣ ‖P‖ = 1
}
.
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対称Clifford系とClifford球面

命題
Clifford球面 Σ(P) に対して, ∀P ∈ Σ(P), P 2 = I2n.

この逆も成り立つ.

命題
Σ ⊆ Sym2n(R): 部分集合 s.t.

P 2 = I2n for ∀P ∈ Σ,

Σ ⊊ spanR(Σ): 単位球面,

=⇒ spanR(Σ) の任意の正規直交基底は対称
Clifford系.

対称Clifford系はClifford球面で決まる!
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Clifford球面とGrassmann多様体

Clifford球面 Σ ⊊ Sym2n(R) について
∀P ∈ Σ, P の固有値は ±1 のみ,
∀P ∈ Σ, P の (+1)–固有空間も (−1)–固有空間も
n次元.⇝

問題
Clifford球面とGrassmann多様体
Gr2nn (R) :=

{
V ⊊

linear
R2n

∣∣ dimR V = n

}
はどのよ

うな関係があるか?
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Clifford球面とGrassmann多様体
Clifford球面 Σ ⊊ Sym2n(R) はGrassmann多様体
Gr2nn (R) の幾何と密接な関係がある.

命題 (Wang (1990), Wolf (1963))

fΣ : Σ → Gr2nn (R)を以下で定義:

Σ 3 P
fΣ7−→ P の (+1)–固有空間 ∈ Gr2nn (R).

このとき, fΣは全測地的埋め込みで, その像は全測地的
球面.
逆に, Gr2nn (R) 内の全測地的球面は, Clifford球面の
fΣ の像として得られる.

fΣ(Σ)は isoclinic sphere と呼ばれる.
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Clifford配置の定義
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Clifford配置

P = {P0, P1, . . . , Pm} ⊊ Sym2n(R): 対称
Clifford系,

Σ: P に付随するClifford球面,

fΣ : Σ → Gr2nn (R): Wang の定理の写像.⇝
問題
Vi := fΣ(Pi) と定めると,
fΣ(P) = {V0, V1, . . . , Vm} ⊊ Gr2nn (R) はどのような
性質をもった有限部分集合か?
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対称空間としてのGr2nn (R)

定義
Riemann多様体 (M, g) が (Riemann) 対称空間

def⇐⇒ ∃s : M → Aut(M), x 7→ sx (点対称) s.t.
1 ∀x ∈ M , x は sx の孤立固定点,
2 ∀x ∈ M , sx ◦ sx = idM ,
3 ∀x ∈ M , sx は等長変換.

Gr2nn (R)の場合, ∀V ∈ Gr2nn (R)に対して,
sV : Gr2nn (R) → Gr2nn (R) を以下で定義:

W 7→ sV (W ) :=
{
πV (w) − πV ⊥(w)

∣∣ w ∈ W
}
.

ただし, V ⊥: V の直交補空間, πV : V への直交射影.
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Clifford配置とGrassmann多様体

R2nの正規直交基底を任意に一組選び固定,

P = {P0, . . . , Pm} ⊊ Sym2n(R):
Clifford代数の表現から構成される対称Clifford系,

Σ ⊊ Sym2n(R): Clifford球面,

fΣ : Σ → Gr2nn (R): Wangの定理の写像,

V0 :=
{(

x
0

) ∣∣∣∣ x ∈ Rn
}
, V1 :=

{(
x
x

) ∣∣∣∣ x ∈ Rn
}
,

Vi :=
{(

x
Ei−1x

) ∣∣∣∣ x ∈ Rn
}

(i = 2, . . . ,m).

命題 (F., in preparation)

i 6= j =⇒ sVi
(Vj) = Vj

⊥.
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Clifford配置から対称Clifford系を構成する

定理 (F., in preparation)

以下の条件を満たすV = {V0, . . . , Vℓ} ⊊ Gr2nn (R)を
任意にとる: {

Vi 6⊥ Vj (i 6= j),

sVi
(Vj) = Vj

⊥ (i 6= j).

∀i ∈ {0, 1, . . . , ℓ} に対して, Pi ∈ Sym2n(R)を
Pi := sVi

の表現行列
と定義するとき, {P0, P1, . . . , Pℓ} は対称Clifford系.

藤井　忍 (公立千歳科技大・理工) 対称 Clifford 系とカンドルについて 2024 年 12 月 2 日 23 / 41



Clifford配置

定義 (F.)

V = {V0, . . . , Vℓ}: R2n内のClifford配置
def⇐⇒
Vi ⊊ R2n: n次元線型部分空間,
∀Vi ∈ V, Vi

⊥ /∈ V ,

σVi
(Vj) = Vj

⊥ if i 6= j.

以下では, R2n内のClifford配置 {V0, . . . , Vℓ} を
Cℓnℓ と表す.

n = 24a+b × (奇数) と表したとき,
1 ≤ ℓ ≤ ρ(n) := 8a + 2b.
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Clifford配置の例: その 1

例 (n = 1)

R2 内の直線 ℓ0, ℓ1 を
ℓ0 : y = 0,

ℓ1 : x − y = 0

とするとき, {ℓ0, ℓ1} は
Clifford配置.

R2の標準基底で表すと
ℓ0 = Re1, ℓ1 = R(e1 + e2).
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Clifford配置の例: その 2

例 (n = 2)

R4 内の2次元線型部分空間 V0, V1, V2 を
V0 :=

{
t(x, y, 0, 0)

∣∣ x, y ∈ R
}
,

V1 :=
{
t(x, y, x, y)

∣∣ x, y ∈ R
}
,

V2 :=
{
t(x, y, y,−x)

∣∣ x, y ∈ R
}

とするとき, {V0, V1, V2} はClifford配置.

R4の標準基底で表すと
V0 = spanR {e1, e2} , V1 = spanR {e1 + e3, e2 + e4} ,

V2 = spanR {e1 − e4, e2 + e3} .
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Clifford配置の性質
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Clifford配置の正体
問題
主定理に現れる V = Cℓnℓ は何を表しているのか?

対蹠集合ではないことは簡単に分かる.

注) S: 対蹠集合 def⇐⇒ ∀x, ∀y ∈ S, sx(y) = y.

命題 (F., in preparation)

Cℓnℓ に対して,
(
Cℓnℓ

)⊥
:=

{
V ⊥

∣∣ V ∈ Cℓnℓ
}とする

とき,
ssV (W ) ◦sV = sV ◦sW for ∀V, ∀W ∈ Cℓnℓ t

(
Cℓnℓ

)⊥
.

上の命題は s が Q(Cℓnℓ ) := Cℓnℓ t
(
Cℓnℓ

)⊥ 上のカンド
ル構造を定めることを意味する.
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カンドル構造の復習

定義 (by Tamaru (2013))

X: 集合,

s : X → Map(X,X), x 7→ sx: 写像,

sがX上のカンドル構造 (or (X, s): カンドル)
def⇐⇒

1 ∀x ∈ X, sx(x) = x,
2 ∀x ∈ X, sxは全単射,
3 ∀x, ∀y ∈ X, ssx(y) ◦ sx = sx ◦ sy.

一般に, 連結Riemann対称空間はカンドル構造を持つ
(点対称がカンドル構造).
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Clifford配置に付随するカンドル

定義
(X, s), (X ′, s′): カンドル,

写像 f : X → X ′ がカンドル準同型 def⇐⇒
∀x ∈ X, f ◦ sx = s′f(x) ◦ f .

定理 (F., in preparation)

V =
{
Vi ∈ Gr2nn (R)

∣∣ Vi 6⊥Vj, sVi
(Vj)=Vj

⊥ (i 6=j)
}
,

V⊥ :=
{
V ⊥

∣∣ V ∈ V
}
,

このとき,
1 点対称はQ(V) := V t V⊥ のカンドル構造,
2 包含写像 ι : Q(V) → Gr2nn (R)はカンドル準同型.
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Clifford配置に付随するカンドルの性質
事実 (cf. Furuki–Tamaru (2024))

SN−1 ⊊ RN : 単位球面,

SN−1のカンドル構造: sx(y) := 2 〈x, y〉x − y,

AN := {±e1, . . . ,±eN} ⊊ SN−1,

このとき, AN は SN−1 の平坦, 等質, 非連結な有限部
分カンドル.

命題 (F., in preparation)

カンドルとして Q(Cℓnℓ ) ' Aℓ+1.

∵○ f : Q(Cℓnℓ ) → Aℓ+1 を
f(Vi) := ei+1, f(V ⊥

i ) := −ei+1 と定めれば良い.
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カンドルのs-可換性
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s–可換性
(X, s): カンドル.

定義
x, y ∈ X: s–可換 def⇐⇒ sx ◦ sy = sy ◦ sx.

定義
S ⊂ X: 部分集合,

S: s–可換 def⇐⇒ ∀x, ∀y ∈ S, x と y が s–可換.

極大 s–可換部分集合
def⇐⇒ 包含関係において極大な s–可換部分集合,

対蹠集合 =⇒ s–可換部分集合,

極大 s–可換部分集合 =⇒ 部分カンドル.
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有向Grassmann多様体の極大 s–可換部分集合

事実 (cf. Nagashiki (Master’s Thesis, 2019))

k, n が以下の場合, 有向Grassmann多様体 Grnk(R)
∼

の任意の極大 s–可換部分集合は{
± spanR{ei1, . . . , eik}

∣∣ 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n
}

にO(n)–作用で合同:
1 n 6= 2k,
2 k: 奇数, n = 2k.

藤井　忍 (公立千歳科技大・理工) 対称 Clifford 系とカンドルについて 2024 年 12 月 2 日 34 / 41



有向Grassmann多様体の極大 s–可換部分集合

事実 (cf. Nagashiki (Master’s Thesis, 2019))

有向Grassmann多様体 Gr42(R)
∼ の極大 s–可換部分

集合は
± spanR{ei, ej} (1 ≤ i < j ≤ 4),

± spanR{ei ± ej, ek ± eℓ}
(1 ≤ i < j ≤ 4, 1 ≤ k < ℓ ≤ 4)

からなる集合にO(4)–作用で合同なもののみ.

n ∈ 4Z+, n ≥ 8 のとき, 有向Grassmann多様体
Gr2kk (R)∼ の極大 s–可換部分集合はよくわかってい
ない.
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有向Grassmann多様体の極大 s–可換部分集合

命題 (F.)

有向Grassmann多様体 Gr42(R)
∼ の極大 s–可換部分

集合は R4 内の fullなClifford配置から構成可能である.

R4 内の fullなClifford配置は以下の部分空間からなる:

V0 = spanR{e1, e2},
V1 = spanR{e1 + e3, e2 + e4},
V2 = spanR{e1 + e4, e2 − e3}.
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有向Grassmann多様体の極大 s–可換部分集合

命題 (F., in preparation)

有向Grassmann多様体 Gr42(R)
∼ の極大 s–可換部分

集合は R4 内の fullなClifford配置から構成可能である.

1組目 e1, e2 e1 + e3, e2 + e4 e1 + e4, e2 − e3
2組目 e1, e3 e1 + e4, e2 + e3 e1 − e2, e3 + e4
3組目 e1, e4 e1 + e2, e3 + e4 e1 − e3, e2 + e4

上に挙げた基底で張られる 2 次元空間: 9 枚,

それらの直交補空間: 9 枚,

向きを考慮: 2 通り.
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まとめ & 今後の課題
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まとめ

Clifford代数の表現に付随する部分空間配置を定義
した,

Clifford配置から対称Clifford系が復元されること
を示した,

Clifford配置はGrassmann多様体の部分カンドルを
生成することを示した,

Clifford配置は有向Grassmann多様体の極大 s–可
換集合と関係がありそうなことを確認した.
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今後の課題

カンドル, 対蹠集合の観点から
n ∈ 4Z+ の場合の極大 s-可換集合との関係. 特に,
Gr84(R)

∼ の極大 s–可換部分集合の場合.

部分空間配置の観点から
n を固定するごとの同値類の数: 計算中.

Hilbert多項式: Derksenの定理から容易に計算
可能.

自由性: 不明.

その他の観点から
OT–FKM型等径超曲面との関係.
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Thank you for your attention!
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