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はじめに

この要約は，京都大学グローバルCOEプログラムの一環により，河野明教授（当時）
の監督の下，特定教員（グローバル COE）が担当した理学部科目線型代数学演習A, B
（2009年度，及び 2010年度）で使用した参考書です．

科目の対象学生が理学部学生であるため，本要約は理論を重要視して構成されていま

す．数学系に進学を希望される方にとっても，抽象的な議論を展開していくことは，慣れ

ないうちはかなり大変かもしれません．難解な抽象的理論を習得する最善の方法は，自分

で多くの具体例を構成し，それらを通して理解を深め，さらには一般の場合に応用させて

みることです．そのために，当時の演習では具体的な事例についての計算を多く出題しま

した．

一方で，（あまり推奨されないのですが，）とりあえず計算問題を中心に習得していきた

い人のために，以下の各項目について，具体例を用いた計算方法をまとめた解説文を巻末

に収録しましたので，適宜参照して頂ければ幸いです．

線型写像の行列表示

階数の計算

逆行列の計算

行列式の計算

連立一次方程式の解法（斉次の場合）

連立一次方程式の解法（一般の場合）

正規直交基底の求め方

直交補空間の正規直交基底の求め方

直交射影の求め方

行列の固有値，固有空間の計算，及び対角化，冪乗計算への応用

行列の上三角化の計算

解らないことは恥ずかしいことではありません．演習で解けなかった問題でも，諦め

ずに何度も繰り返し考え抜くことによって，数学的な感覚のみならず，粘り強い集中力や

論証力も自然と身に付いてくると思います．分からないことがあれば何でも遠慮なく質問

して下さい．

皆さんが本要約を活用することにより，線型代数学への理解が少しでも深まり，より

身近なものに感じられるようになれば，著者一同，大変嬉しく思います．
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演習問題とレポート問題について

本要約では，各節の終わりにいくつかの演習問題を設けました．これらは，各単元の

理解を深めるだけでなく，授業で行う問題の練習にもなりますので是非一度解かれること

を望みます．演習問題の中には少し難しい問題も含まれていますが，このような問題がい

きなり解けなくともあまり気にしないで下さい．

大学入試のような難解なレベルの問題を沢山解ける必要はなく（もちろん解ければ良

いに越したことはないですが），基本的な問題を如何に完全にかつ着実に理解するかとい

うことが一番大切だと思います．そうすることによって，次の理論に安心して進むことが

できます．

一方，11節と 17節に，レポート問題の項目を設けました．これらの問題は普通の演
習問題に比べ，程度が高く時には多くの場合分けが必要になるなど，解答に多くの時間を

要するようなものばかりです．普段の演習問題では扱えないような多少高度な技術を習得

したり，粘り強い集中力を養うことを目的として出題しました．実力を試してみたい方は

是非取り組んでみてください．

例題について

本要約では，10節と 16節に，それまでに学習した内容についての，解答付き例題を
いくつか収録しました．例題は，基本的なものから難しいものまで，多少幅を持たせてあ

ります．自学自習や，授業での演習問題の解答作成などに活用して頂ければ幸いです．

答案作成についての覚書

以下，数学の答案の作成について，注意してほしい事項を列挙します．是非参考にし

てください．

注意 1 問題では，何が問われているかをまず確認すること．
しばしば，問題で問われていること以外の答えが書かれた答案が散見される．典型的

な例としては， A = �1 �12 �2�
に対して，Ax = 0の基本解を求めよ，という問題において，�11�
は答えの 1つになるが，たまに， ���11� ����� 2 K�
と，解全体の集合を答えに書いている答案がある．厳密に言えば，これは不正解となるの

で注意されたい．
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注意 2 答えだけの答案．
ごく稀に，答えだけが明記されている答案がある．例えば，R2 のベクトルa1 = �12� ; a2 = �10�

に Shmidtの直交化法を適用して，R2 の正規直交基底を求めよ，という問題において，1p5 �12� ; 1p5 � 2�1�
とだけ書かれている答案．

確かに，本人は計算用紙などで Shmidtの直交化法を用いて計算した（と思われる）
のだろうが，採点者からするとこれは確認のしようがないので大きな減点対象となる．た

とえ，計算間違いなどで答えが不正解であっても，論述がきちんとなされていていれば途

中点で加点するということは往々にしてあり得ることであるが，答えだけしか書いておら

ず，しかもその答えが間違っていれば確実に不正解となるので注意してほしい．

注意 3 数式だけの答案．
さすがに，答えだけの答案というのは少ないにしても，式変形だけが明記されていている

答案はしばしば見受けることがある．確かに，計算に慣れた人であれば，式を見ただけで

何をしようとしているか何となく分かるが，論理を重んじる数学の答案としてはやはり不

十分である．必ず，日本語で，論理的に何をしたいのかを説明する文章を付け加えてほし

い．（別に英語でも構わないが，その場合は全ての解答を英語に統一すること．）そのため

に，解答例を付した例題をよく参照して頂きたい．

注意 4 論証になっていない答案．
答案の中には，明らかに矛盾する論理で攻めているものや，そもそも意味がよくわか

らない論理がしばしば存在する．このような答案は，例え解答者のやりたいことが推測で

きたとしても，減点もしくは不正解にすることもあるので注意して欲しい．

数学は誰が採点しても正解となるような答案が書ける学問である．不十分な論理では

採点者によって評価が異なることもあり得るので，出来る限り採点者を納得させられるよ

うな論理を用いて答案を作成してほしい．最低限，何が答案の結論なのかは明示してほ

しい．

注意 5 解になっていない．
線型代数では，逆行列や連立一次方程式など多くの計算問題が出題される．論述はしっ

かりできているが，答えが間違っているという答案も良く見受けられる．ちょっとした計

算ミスから，見当違いの計算になってしまっている例まで様々だが，計算問題の多くは検

算が可能であるので，解答を書き終えた後は必ず検算を忘れないようにしてほしい．少し

検算していればあとプラス20点，40点はできるのに，と採点者も歯がゆい気持ちになる
ことがある．
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改訂について

この要約を使用して以来，誤植に関するご指摘や，有益なコメントを数多くの方々か

ら頂きました．このような貴重なご意見を下さった学生や TAの方々，及び大学院理学研
究科数学教室のスタッフの皆さまに，この場を借りまして厚くお礼申し上げます．
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本講の目標� 線型代数を学習する準備として，複素数の性質について簡単な復習を行う．以

下の概念は，線型代数学以外の多くの科目においても重宝されるのでしっかり

把握しておくことが望まれる．� 複素平面なる概念を導入し，複素数全体は実平面と同一視できることを確認する．� 複素数の偏角，及び極座標表示を理解する．� �
本要約では，R, C をそれぞれ，実数全体の集合，及び複素数全体の集合とする．p�1

を虚数単位とするとき， z = a+ bp�1; a; b は実数
と書ける数を複素数という．高校においては虚数単位を i = p�1と表し，複素数を a+ bi
と書いたが，iは添え字等に頻繁に使われる文字であり，混乱を避けるため以下，虚数単
位は

p�1で表すことにする．
複素数 z = a+ bp�1に対して，a，bをそれぞれ，zの実部，及び虚部といい，Re(z) = a; Im(z) = b

と表す．虚部は bp�1ではないことに注意する．実部が 0である複素数を純虚数という．
虚部が 0である複素数は実数に外ならない．
以下は複素数が持つ基本的な性質である．

複素数の相等 a + bp�1 = + dp�1() a =  かつ b = d:
四則演算 (a+ bp�1)� (+ dp�1) = (a� ) + (b� d)p�1(a+ bp�1)(+ dp�1) = (a� bd) + (ad+ b)p�1a + bp�1+ dp�1 = a + bd2 + d2 + b� ad2 + d2p�1 (; d) 6= (0; 0):
これらは，

p�1を文字のように扱って計算し，p�12が出てくる度に�1に置き換えるこ
とによって得られる．
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複素数 z = a+ bp�1に対して， a� bp�1

を zの共役な複素数（単に，zの共役ともいう．）いい，zで表す．複素数 z, wに関して以
下が成り立つ． z = z; z + w = z + w; zw = z w:
例 1.1 一般に 2次方程式ax2 + bx +  = 0; a; b;  は実数; a 6= 0
は，判別式D = b2 � 4aが負のとき，2つの虚数解x = �b�p4a� b2 p�12a
を持つ．これらは互いに共役である．

複素数 z = a+ bp�1に対して，zz = a2 + b2は 0以上の実数である．そこで，jzj = pzz = pa2 + b2
で定義される実数 jzjを zの絶対値という．ここで，zz = jzj2
であり，一般には，jzj2 6= z2であることに注意する．また，z 6= 0のとき，jzj � 0であり，z�1 = zjzj2
である．

次に，複素数を視覚的に捉えることを考えよう．座標平面R2の点 (a; b)に複素数 a+ bi
を対応させることによって，平面上の点全体と複素数全体は 1対 1に対応する．この対応
によって平面を複素数全体とみなしたものを複素平面という．複素平面の横軸，縦軸をそ

れぞれ実軸，及び虚軸という．

複素平面において，原点Oから zまでの長さが zの絶対値に他ならない．また，z 6= 0
のとき，ベクトル

�!Oz が実軸の正の方向から角 �の位置にあるとする．このとき，�を z
の偏角といい， � = arg z
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と表す．角 �は 2�の整数倍を除いて一意的に定まる．今，r = jzjとおくと，a = r os �; b = r sin �
が成り立ち， z = r(os � +p�1 sin �)
と書ける．このような表し方を zの極座標表示または極形式という．PSfrag replaementsbp�1 a

z = a+ bp�1r�O Re
Im

複素数の極座標表示を用いると，複素数の乗法（除法）を視覚的に捉えることができ

る．複素数 z, wの極座標表示をそれぞれ，z = r(os�+p�1 sin�); w = r0(os � +p�1 sin�)
とすると，三角関数の加法定理よりzw = rr0(os (� + �) +p�1 sin (�+ �))
となる．即ち，zwの位置ベクトルは zの位置ベクトルを jwj倍に拡大（または縮小）し
たものを，原点Oのまわりに角 arg(w)だけ回転させたものである．
以下の公式は有名である．

定理 1.2 (ド・モアブルの公式)(os � +p�1 sin �)n = osn� +p�1 sinn�; nは整数
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これは，数学的帰納法によっても証明できるが，複素数 os �+p�1 sin �を掛けることが，
原点Oの周りの角 �回転に対応していることを考えると理解が早い．以下の図は，� = �=4
のときの様子である．PSfrag replaements

1
z2 = p�1

z4 = �1
�p�1 = z6

z = os � +p�1 sin �z3
z5 z7O Re

Im
� = �4

円の方程式� 2 C とし，r > 0を正の実数とする．複素平面上で，jz � �j = r
を満たすような複素数 zの集合をC = f z 2 C j jz � �j = r g
とおく．すると，Cは�から距離が rの複素数全体の集合であり，これは複素平面上にお
ける，�を中心とする半径 rの円を表している．

PSfrag replaements � r CO Re
Im
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垂直二等分線の方程式�; � 2 C , � 6= �とする．複素平面上で，jz � �j = jz � �j
を満たすような複素数 zの集合をL = f z 2 C j jz � �j = jz � �j g
とおく．すると，Lは �から距離と，�からの距離が等しいようなの複素数全体の集合で
あり，これは複素平面上における，�と �を結ぶ線分の垂直二等分線を表している．

PSfrag replaements � �L
O Re
Im

1.2 演習問題

問題 1.1 任意の複素数 z, wに対して，以下が成り立つことを示せ．(1) jzwj = jzj jwj(2) arg (zw) = arg z + argw
問題 1.2 n � 1に対して，1の n乗根，即ち，zn = 1を満たす複素数を全て求めよ．
問題 1.3 z3 = p�1を満たす複素数を全て求め，それらを複素平面上に図示せよ．
問題 1.4 次の複素数を複素平面上に図示せよ．1 +p3p�1; �p�1; 1
問題 1.5 複素平面上で，任意の zに対して，以下の各点はそれぞれ，zをどのように移動
させて得られるものか述べよ．�z; 1 +p�1p2 z; (�1 +p3p�1)z
問題 1.6 複素平面上で，jz � 1j = 2jz + 1jを満たす複素数 z全体はどんな図形を表すか．
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本講の目標� 和とスカラー倍の構造を持つ，数ベクトル空間を理解する．これは，次節以降

で扱う一般のベクトル空間において，もっとも基本的かつ重要な例である．� 数ベクトル空間における，ベクトルの一次独立と一次従属の概念を理解する．� 数ベクトル空間の基底を理解する．� �2.1 数ベクトル

自然数 n � 1に対して，n個の複素数を縦一列に並べたものa = 0BBB�a1a2...an
1CCCA

をn次元数ベクトル，または単に数ベクトル（もっと単純にベクトル）という．a1; : : : ; an
をaの成分といい，aiをaの第 i成分という．以下，ベクトルは実数や複素数と区別して，a; bのように太文字で表すことにする．ただし，1次元数ベクトルについては小文字で表
すこともある．n次元数ベクトル全体の集合をC n = (0B�a1...an1CA�����a1; a2; : : : ; an 2 C)
と表す．C n には加法（和）とスカラー倍が次のようにして定義される．0BBB�a1a2...an

1CCCA+0BBB�b1b2...bn
1CCCA = 0BBB�a1 + b1a2 + b2...an + bn

1CCCA ; �0BBB�a1a2...an
1CCCA = 0BBB��a1�a2...�an

1CCCA ; � 2 C
また， 0 = 0B�0...01CA ; �a = 0B��a1...�an1CA
とおく．0を零ベクトルという．各ベクトル aに対して，0a = 0，(�1)a = �aである．
この状況の下，C n は以下の性質（ベクトル空間の公理）を満たす．



線型代数学演習 A, B 要約（  河野明・阿部拓郎・佐藤隆夫） 141. 結合法則 (a+ b) +  = a+ (b+ )2. 和の可換性 a+ b = b+ a3. 零元の存在 a+ 0 = 0+ a = a4. マイナス元の存在 a+ (�a) = (�a) + a = 05. �(a+ b) = �a+ �b, � 2 C6. (� + �)a = �a+ �a, �; � 2 C7. (��)a = �(�a), �; � 2 C8. 1a = an次元数ベクトルで成分が全て実数のものを実 n次元数ベクトルといい，それらの全
体を Rn = (0B�x1...xn1CA�����x1; x2; : : : ; xn 2 R)
と表し，実 n次元数ベクトル空間という．明らかに，Rn 自身もベクトル空間の公理（上
記の 1～ 8）を満たす．今後，この節の終わりまで，Kは R または C のいずれかを表すこ
とにし，Knで Rn または C n を表すことにする．2.2 数ベクトルの一次独立性a1;a2; : : : ;amをKnのベクトルの組とする．1; 2; : : : ; m 2 Kに対して，ベクトル1a1 + 2a2 + � � �+ mam 2 Kn
を a1;a2; : : : ;amたちの一次結合という．a1;a2; : : : ;amたちの一次結合が 0になるのは，全ての iたちが 0の場合に限るとき，
即ち， 1a1 + 2a2 + � � �+ mam = 0
ならば 1 = 2 = � � � = m = 0
となるとき，a1;a2; : : : ;amは一次独立であるという．
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また，Knのベクトルの組a1;a2; : : : ;amが一次独立でないとき，一次従属であるとい

う．即ち，少なくとも 1つが 0でないようなKの元の組 1; 2; : : : ; mに対して，1a1 + 2a2 + � � �+ mam = 0
が成り立つ場合である．

例 2.1 K3において，3つのベクトルa = 0�1011A ; b = 0��110 1A ;  = 0�0111A
を考える．x, y 2 K に対して，xa + yb = 0となったとする．このとき，K3における和とスカ
ラー倍の定義より， 0�x� yyx 1A = 0
となり，x = y = 0を得る．ゆえに，aと bは一次独立である．同様に，aと も一次独
立であることが分かる．一方，簡単な計算により，a+ b�  = 0
となることが分かるので，a, b, は一次従属となる．Knの n個のベクトルe1 = 0BBBBB�100...0

1CCCCCA ; e2 = 0BBBBB�010...0
1CCCCCA ; : : : ; en = 0BBBBB�00...01

1CCCCCA
を基本ベクトルという．基本ベクトルたちは一次独立であり，かつ，Knの任意のベクト
ル xは x = 0BBB�x1x2...xn

1CCCA = x1e1 + x2e2 + � � �+ xnen
のように，e1; : : : ; enたちの一次結合として一意的に表される．
一般に，Knのベクトルの組 a1;a2; : : : ;amが次の 2つの条件:



線型代数学演習 A, B 要約（  河野明・阿部拓郎・佐藤隆夫） 16(i) a1;a2; : : : ;amは一次独立である．(ii) a1;a2; : : : ;am はKnを生成する．即ち，任意のベクトル x 2 Knに対して，ある1; 2; : : : ; m 2 Kが存在して，x = 1a1 + 2a2 + � � �+ mam
と書ける．

をみたすとき，a1;a2; : : : ;amはKnの基底であるという．（実はこのとき，m = nである．）
特に，n個の基本ベクトル e1; : : : ; enたちはKnの基底になる．これをKnの標準基底と
いう．

一次独立性と連立一次方程式

一般に，連立一次方程式（m変数についての n個の連立一次方程式）8>>>><>>>>:a11x1 + a12x2 + � � �+ a1mxm = 0a21x1 + a22x2 + � � �+ a2mxm = 0... ...an1x1 + an2x2 + � � �+ anmxm = 0 (1)
について， (x1; x2; : : : ; xm) = (0; 0; : : : ; 0)
はいつも解になる．これを自明な解という．一方，a1 = 0BBB�a11a21...an1

1CCCA ; a2 = 0BBB�a12a22...an2
1CCCA ; : : : ; am = 0BBB�a1ma2m...anm

1CCCA ; 0 = 0BBB�00...01CCCA
をKnの (m+ 1)個のベクトルとみなす．すると，連立方程式 (1)はx1a1 + x2a2 + � � �+ xmam = 0
と同値になる．

注意 2.2 連立方程式 (1)が自明でない解を持つとき，ベクトルの組a1; : : : ;amは一次従
属であり，(1)が自明な解しか持たないとき，a1; : : : ;amは一次独立である．
一般に，次のことが知られている．
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定理 2.3 連立方程式 (1)は，m > nのとき自明でない解を持つ．
証明 nについての帰納法による．n = 1のとき，方程式a11x1 + a12x2 + � � �+ a1mxm = 0
について， (x1; x2; : : : ; xm) = ((1; 0; : : : ; 0); a11 = 0のとき(�a12; a11; 0; : : : ; 0); a11 6= 0のとき
は自明でない解である．

次に，n = 2の場合を示してみよう．m � 3に対して，連立方程式(a11x1 + a12x2 + � � �+ a1mxm = 0 � � � 1a21x1 + a22x2 + � � �+ a2mxm = 0 � � � 2
を考える．a11 = a21 = 0のときは(x1; x2; : : : ; xm) = (1; 0; : : : ; 0)
が自明でない解である．a11 6= 0または a21 6= 0のとき，必要であれば方程式の順序を入
れ換えて a11 6= 0としてよい．このとき，10 = 1� a�111 ; 20 = 2� 10 � a21
を考えることにより， (x1 + a012x2 + � � �+ a01mxm = 0 � � � 10a022x2 + � � �+ a02mxm = 0 � � � 20
を得る．ここで， a01i = a1ia�111 ; a02i = a2i � a01ia21; (2 � i � m)
である．また，明らかに 1 かつ 2() 10 かつ 20
である．

さて，n = 1の場合より，（(x2; : : : ; xm)の方程式を考えると），a022x2 + � � �+ a02mxm = 0
は自明でない解 (�2; : : : ; �m)を持つ．そこで，�1 = �(a022�2 + � � �+ a02m�m)
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とおくと，(x1; x2; : : : ; xm) = (�1; �2; : : : ; �m)は 10, 20 を満たすので， 1, 2も満たす．
即ち，これは連立方程式 1, 2の自明でない解である．
一般に，上述の議論と同様の方法により，n � 1の場合を仮定して n+1の場合が示さ

れる．即ち，帰納法が進む．�
この定理の系として以下のことが得られる．

系 2.4 Knのm個のベクトル a1; : : : ;amは，m > nのとき一次従属である．
これより，Knのベクトルの組 a1; : : : ;amが一次独立であれば，m � nであることが分か
る．また，次の定理は応用上有益である．

定理 2.5 a1; : : : ;amをKnの一次独立なベクトルとし，bをKnの任意のベクトルとする．
このとき，次は同値．(1) a1; : : : ;am; bは一次従属．(2) bが a1; : : : ;amたちの一次結合で書ける．
証明 (1)を仮定すると，1a1 + � � �+ mam + 0b = 0かつ，(1; : : : ; m; 0) 6= (0; : : : ; 0)
となる，1; : : : ; m; 0 2 K が存在する．0 = 0とすると，(1; : : : ; m) 6= (0; : : : ; 0)かつ，1a1 + � � � + mam = 0 となるので，これは a1; : : : ;amが一次独立であることに反する．
従って，0 6= 0で，(�0)b = 1a1 + � � �+ mamより，b = (�0)�11a1 + � � �+ (�0)�1mam
を得る．(2)を仮定すると，b = 1a1 + � � �+ mamである．両辺に�b = (�1)bを加えると，0 = b+ (�b) = 1a1 + � � �+ mam + (�1)b
であり，(1; : : : ; m;�1) 6= (0; : : : ; 0)となる．（(2) =) (1)は，a1; : : : ;amの一次独立性が
なくても成立する．）�
一方，次のことが成り立つ．

定理 2.6 Knの n個のベクトル a1; : : : ;anが一次独立であれば，これらはKnの基底に
なる．

証明 Knの n個のベクトルa1; : : : ;anが一次独立であるとする．全てのx 2 Knに対し
て，系 2.4より，a1; : : : ;an;xは一次従属である．従って，定理 2.5より，xは a1; : : : ;an
の一次結合で書ける．よって，a1; : : : ;anはKnの基底になる．�
次の定理は理論上重要である．
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定理 2.7 Knのベクトルの組 a1; : : : ;amが一次独立であれば，n �m個の基本ベクトルei1 ; : : : ; ein�m を適当に選ぶことによって，a1; : : : ;am; ei1; : : : ; ein�m
がKnの基底になるようにすることができる．
上の定理において，ei1 ; : : : ; ein�m は，具体的には以下のようにして求める．まず，系 2.4
より，m � nに注意する．m = nであれば定理 2.6．次に，m < nであれば，a1; : : : ;am
の一次結合として表わすことができないような基本ベクトル eiが存在する．そのようなiのなかで一番小さいものを i1とすると，定理 2.5より，a1; : : : ;am; ei1
は一次独立となる．もし，m+1 < nであれば，a1; : : : ;am; ei1の一次結合として表わすこと
ができないような，基本ベクトルe1; : : : ; enのなかで，番号が一番小さいものをei2とする．
以下，この操作を繰り返せば，求める一次独立なベクトルの組a1; : : : ;am; ei1 ; : : : ; ein�m
が得られる．2.3 演習問題

問題 2.1 K3のベクトルb1 = 0� 1�10 1A ; b2 = 0� 10�11A ; b3 = 0�1111A
はK3の基底であることを示せ．
問題 2.2 a 2 C とする．C を C 上のベクトル空間と見なしたとき，aが基底であるため
の必要十分条件を求めよ．

問題 2.3 R4 のベクトル a1 = 0BB�11111CCA ; a2 = 0BB�22421CCA
を考える．(1) a1, a2が一次独立なことを示せ．(2) a1;a2に適当な基本ベクトルを 2つ付け加えることでR4 の基底を構成せよ．（それが
基底になることも示せ．）
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本講の目標� 数ベクトル空間の概念を一般化した，抽象ベクトル空間を理解する．� 体とベクトル空間の公理を理解し，その扱いに慣れる．� 抽象ベクトル空間にも一次独立，一次従属，基底などの概念が定義されること

を理解する．� �3.1 体Kを集合とし，Kには加法（a+ bと表す）及び，乗法（abと表す）が定義されているも
のとする．Kが以下の条件（体の公理）を満たすとき体であるという．1. 加法の交換法則 a+ b = b+ a2. 加法の結合法則 (a+ b) +  = a+ (b + )3. 零元の存在 ある z 2 Kが存在して，全ての a 2 Kに対して a+ z = aが成り立つ．こ

のとき，zを零といい，0と表す．4. マイナス元の存在 各 a 2 Kに対して，a+ b = 0となる元 b 2 Kが存在する．このと
き，bを aのマイナス元といい，�aと表す．5. 乗法の交換法則 ab = ba6. 乗法の結合法則 (ab) = a(b)7. 単位元の存在 ある u 2 Kが存在して，全ての a 2 Kに対して au = aが成り立つ．こ
のとき，uを単位元といい，1と表す．8. 逆元の存在 0でない各元 a 2 Kに対して，aa0 = 1となる元 a0 2 Kが存在する．この
とき，a0を aの逆元といい，a�1と表す．9. 分配法則 a(b + ) = ab + a10. 0 6= 1

例えば，有理数全体Q，実数全体R，複素数全体 C などは体であり，それぞれ有理数
体，実数体，複素数体と呼ばれる．
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定理 3.1 Kを体とする．(1) a; b;  2 Kとするとき， a+ b = a+  ならば b = (2) a; b 2 Kとするとき， a+ b = 0 ならば b = �a(3) a; b 2 Kとするとき， a + b = a ならば b = 0(4) 各 a 2 Kに対して， 0a = 0; (�1)a = �a
証明 (1) 実際， b = 0 + b = ((�a) + a) + b = (�a) + (a+ b)= (�a) + (a+ ) = ((�a) + a) +  = 0 +  = 
より明らか．(2) a + b = 0 = a + (�a)と (1)より得られる．(3) a + b = a = a+ 0と (1)より得られる．(4) 0 = 0 + 0であるので，任意の元 a 2 Kに対して，0a = (0 + 0)a = 0a+ 0a
より，0a = 0を得る．一方，1 + (�1) = 0より，任意の元 a 2 Kに対して，0 = 0a = (1 + (�1))a = 1a+ (�1)a = a+ (�1)a
となる．よって，(�1)a = �aである．�
ところで，(�1) + (�(�1)) = 0 = (�1) + 1であるから，上の定理より�(�1) = 1で

ある．これより， (�1)(�1) = 1
が得られる．

以上のことは，実数体や複素数体の場合には当たり前のように使っている事実である

が，体の公理から導かれる性質として，任意の体において成立することに注意しておく．

以下，特に断らない限り，一般にKと書いたら体を表すことにするが，Q や R，C など
と思ってもらってもさほど差し支えはない．

ここで，少し変わった体の例を紹介しておこう．
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例 3.2 整数全体の集合Zを以下のようにしていくつかの部分集合に分けることを考える．
一般に，任意の整数 aと自然数 pに対して，a = pb + r; 0 � r < p
となるような整数の組 b, rが一意的に存在する．（剰余の定理）このとき，b, rをそれぞれaを pで割ったときの商，余りという．aを pで割った余り rを便宜上，R(a : p)と書くこ
とにする．一般に，整数 a; b; x; yに対して，a = px+ bなる関係があったとき，R(a : p) = R(b : p)
が成り立つ．従って，これを用いるとR(a +R(b : p) : p) = R(a+ b : p); R(aR(b : p) : p) = R(ab : p)
が成り立つことが示される．（各自確かめよ．）p > 1を素数とする．各 0 � r � p� 1に対して，pで割ったときの余りが rになるよ
うな整数全体を [r℄と書くことにする．集合としては [r℄はZの部分集合であり，Z = [0℄ [ [1℄ [ � � � [ [p� 1℄; [i℄ \ [j℄ = �; i 6= j
が成り立っている．

さて， Fp = f [0℄; [1℄; : : : ; [p� 1℄ g
とおき，Fp に和と積を[i℄ + [j℄ = [R(i + j : p)℄; [i℄ � [j℄ = [R(ij : p)℄
で定める．これらの演算に関して Fp は体になることを示そう．
まず，交換法則については，整数における交換法則を利用して，[i℄ + [j℄ = [R(i + j : p)℄ = [R(j + i : p)℄ = [j℄ + [i℄[i℄ � [j℄ = [R(ij : p)℄ = [R(ji : p)℄ = [j℄ � [i℄

となるので明らか．また，Fpの零と単位元はそれぞれ，[0℄, [1℄である．実際，[0℄ 6= [1℄で
あり，任意の [i℄ 2 Fp に対して，[i℄ + [0℄ = [0℄ + [i℄ = [R(i : p)℄ = [i℄; [i℄ � [1℄ = [1℄ � [i℄ = [R(i : p)℄ = [i℄
が成り立つ．



線型代数学演習 A, B 要約（  河野明・阿部拓郎・佐藤隆夫） 23
次に，任意の [i℄ 2 Fp に対して，[i℄のマイナス元は�[i℄ = [R(�i : p)℄である．実際，[i℄ + [R(�i : p)℄ = [R(i+R(�i : p))℄ = [R(i� i : p)℄ = [0℄

である．また，結合法則が成り立つことは，([i℄ + [j℄) + [k℄ = [R(i+ j : p)℄ + [k℄ = [R(R(i + j : p) + k : p)℄ = [R(i + j + k : p)℄= [R(i+R(j + k : p) : p)℄ = [i℄ + ([j℄ + [k℄);([i℄ � [j℄) � [k℄ = [R(ij : p)℄ � [k℄ = [R(R(ij : p)k : p)℄ = [R(ijk : p)℄= [R(iR(jk : p) : p)℄ = [i℄ � ([j℄ � [k℄)
から分かる．分配法則については，[i℄ � ([j℄ + [k℄) = [i℄ � [R(j + k : p)℄ = [R(iR(j + k : p) : p)℄ = [R(i(j + k) : p)℄= [R(ij + ik : p)℄ = [R(ij : p)℄ + [R(ik : p)℄ = [i℄ � [j℄ + [i℄ � [k℄
より得られる．

最後に，逆元について確かめよう．（これまでの議論において，pが素数であるための
必要性はどこにも使ってないことにも注意してほしい．）一般に，pが素数のとき，任意の1 � i � p� 1に対して，iと pは互いに素であるから，ix + py = 1
となるような整数 x, yが存在する．このとき，R(ix : p) = 1であるから，[i℄ � [x℄ = [R(ix : p)℄ = [1℄
となり，[x℄ = [i℄�1であることが示される．
以上により，Fp は体の公理を満たすことが分かる．通常，[i℄は括弧を省略して iと書

かれることが多い．3.2 抽象ベクトル空間Kを体とする．集合 V に対して，以下の演算が定義されているものとする．I. (加法) 任意の V の 2つの元 a, b 2 V に対して，ある元 a+ b 2 V が一つ決まる．II. (スカラー倍) 任意のKの元� 2 Kと，任意のV の元a 2 V に対して，ある元�a 2 V
が一つ決まる．

さらに，V が以下の条件（ベクトル空間の公理）を満たすとき，V をK上のベクトル空
間という．



線型代数学演習 A, B 要約（  河野明・阿部拓郎・佐藤隆夫） 241. 結合法則 (a+ b) +  = a+ (b+ )2. 交換法則 a+ b = b+ a3. 零元の存在 ある元 0 2 V が存在して，a+ 0 = 0+ a = a4. マイナス元の存在 各 a 2 V に対して，a + a0 = a0 + a = 0となる元 a0 2 V が存在
する．5. �(a+ b) = �a+ �b, � 2 K6. (� + �)a = �a+ �a, �; � 2 K7. (��)a = �(�a), �; � 2 K8. 1a = a

一般に，ベクトル空間 V の元のことをベクトルといい，Kの元をスカラーという．上の
公理において，0を零ベクトルという．また，a0を aの逆ベクトルといい，�aと書く．
例 3.3 体Kに対して， Kn = (0B�a1...an1CA�����a1; a2; : : : ; an 2 K)
は，C n や Rn の場合と全く同様にして，自然に加法とスカラー倍が定義され，K上のベ
クトル空間になる．これをK上の n次元数ベクトル空間という．
以下のような事実は，数ベクトル空間においては当たり前のように扱っているが，一

般の抽象ベクトル空間においてはベクトル空間の公理から導かれるものである．ベクトル

空間の公理に慣れるためにも各自確認してほしい．

定理 3.4 V を体K上のベクトル空間とするとき，以下のことが成り立つ．(1) a; b;  2 V とするとき， a+ b = a+  ならば b = (2) a; b 2 V とするとき， a + b = a ならば b = 0



線型代数学演習 A, B 要約（  河野明・阿部拓郎・佐藤隆夫） 25(3) 各 a 2 V に対して， 0a = 0; (�1)a = �a
証明 (1) 次の式変形から得られる．b = 0 + b = (�a+ a) + b = �a + (a+ b)= �a + (a+ ) = (�a + a) +  = 0+  = (2) a+ b = a = a+ 0ゆえ，(1)の結果から b = 0を得る．(3) 0 2 Kに対して，0 = 0 + 0が成り立つ．従って，0a = (0 + 0)a = 0a+ 0a
であるから，(2)より 0a = 0を得る．また，1 + (�1) = 0より，1a+ (�1)a = 0a
となる．ベクトル空間の公理より，1a = aであり，上の結果から 0a = 0である．即ち，a+ (�1)a = 0
となる．よって，再びベクトル空間の公理から，(�1)a = �aを得る．�
さて，一般のベクトル空間に対しても，数ベクトル空間の場合と全く同様に，ベクト

ルの組a1; : : : ;amに対して，一次結合，一次独立，一次従属なる概念が定義される．各自
確認されたい．

ベクトル空間 V の部分集合U（無限集合であっても良い．）が次の 2つの条件:(i) Uに属する相異なる有限個のベクトルは一次独立である．(ii) V に属する任意のベクトル x 2 Knは，Uに属する有限個のベクトルたちの一次結
合として表わされる．

をみたすとき，Uは V の基底であるという．数ベクトル空間の場合と異なる点は，基底Uが無限集合の場合もある点である．しかしながら，以下，特に断らない限り，ベクトル
空間と言えば次のような性質を満たす場合のみを考えることにする．(�)「ある自然数N が存在して，任意のベクトルの列 a1; : : : ;aN は一次従属となる．」
ここで，（後述の議論（定理 4.15）を用いると）上の条件は，(��)「有限個のベクトルからなる基底が存在する」
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と同値であることに注意しておく．実際，ベクトル空間 V が (�)を満たすとすると，l0 = maxf l ja1; : : : ;al 2 V は一次独立 g
とおけば，0 � l0 < N より，l0は自然数である．このとき，a1; : : : ;al0を一次独立なベク
トルとすれば，任意のベクトル b 2 V に対して，l0の定義より，a1; : : : ;al0 ; b
は一次従属．従って bは，定理 2.5と同様にして，a1; : : : ;al0の一次結合で書ける．即ち，a1; : : : ;al0 が V の基底であることが分かる．
逆に，V が (��)を満たすとする．a1; : : : ;al0 を V の基底とするとき，定理 4.15より，N = l0 + 1とすれば，V の任意のN 個のベクトルは一次従属になることが分かる．即ち，V は (�)を満たす．

例 3.5 n次元数ベクトル空間Knは基本ベクトル e1; : : : ; enからなる基底を持つ．これをKnの標準基底という．
基底が無限集合になるような例で重要なものをいくつか挙げておこう．

例 3.6 体K に対して，Kとは無関係の文字 x（K上の不定元と呼ばれる．）をとる．こ
のとき，形式的な式 f = anxn + an�1xn�1 + � � �+ a1x + a0
をK上の多項式という．（これは，飽くまで形式的な式であり，ここではR 上の函数とは
みなさない．） g = bmxm + � � �+ b1x + b0
をK上の多項式とするとき，f = g 2 K[x℄() n = m かつ ai = bi; 0 � i � n
である．

さて，K上の多項式全体の集合をK[x℄とき，K[x℄に和を，f; g 2 K[x℄に対してf + g = (aN + bN )xN + � � �+ (a1 + b1)x + (a0 + b0)
で定める．ここで，N = maxfn;mgであり，n = N のとき，bm+1 = bm+2 = � � � = bN = 0
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とみなす．N = mの場合も同様である．一方，K[x℄にスカラー倍を�f = (�an)xn + � � �+ (�a1)x + (�a0)
で定める．すると，これらの演算により，K[x℄はK上のベクトル空間になる．また，K[x℄
の定義から U = f1; x; x2; : : : ; xn; : : :g
はK[x℄の基底であることが分かる．
次に，R 上の函数たちのなすベクトル空間について考えてみよう．

例 3.7 (函数空間) 実数R上の函数 f(x)全体のなす集合をCとおく. C上に和とスカラー
倍を，任意の f; g 2 C及び，� 2 R に対して，(f + g)(x) = f(x) + g(x); (�f)(x) = �f(x); x 2 R
によって定める．このとき，Cは R 上のベクトル空間になる.
実際，任意の f = f(x); g = g(x); h = h(x) 2 C及び，実数 x 2 R に対して，R におけ

る交換法則から，(f + g)(x) = f(x) + g(x) = g(x) + f(x) = (g + f)(x)
が成り立つ．ゆえに，Cにおける交換法則f + g = g + f
が成り立つ．同様に，Cにおける結合法則(f + g) + h = f + (g + h)
も, R における結合法則から導かれる. 和に関する零は0 : R ! R, つまり全てのx 2 R に
対して0 2 Rを対応させる函数がCの零である. f 2 Cに対するマイナス元は, (�f)(x) :=�f(x)で定義される函数�f である. また a; b 2 R に対して,a(f + g) = af + ag; (a + b)f = af + ag
といった分配法則についても，R の分配法則から導かれる．さらに，(ab)f = a(bf); 1f = f
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といった性質も同様に示される．よって，Cはベクトル空間の公理を満たすので，R 上の
ベクトル空間となる.
さて，R 上の多項式f = anxn + an�1xn�1 + � � �+ a1x + a0 2 R[x℄

を R 上の函数とみなすことによって，f 2 Cと思える．（このような f を R 上の多項式函
数ともいう．）2つの多項式f = anxn + � � �+ a1x+ a0; g = bmxm + � � �+ b1x + b0 2 C
に対して， f = g 2 C () n = m かつ ai = bi; 0 � i � n
が成り立つ．実際，f = gとすると，任意の x 2 Rに対して，f(x) = g(x)が成り立つ．そ
こで，x = 0を代入して a0 = b0を得る．
一般に，多項式 f を R 上の函数とみなしたとき，f は R 上で微分可能であり，微分し

て得られる導函数 f 0(x)も多項式となり，従って R 上の函数と思える．明らかに，f = g
のとき，f 0 = g0であるから，x = 0を代入して，a1 = b1を得る．以下この操作を繰り返
すと，各 n � 1に対して，f (n)(0) = g(n)(0)より，n!an = n!bnを得る．（ここで，f (n)は f
の n階導函数を表す．）従って，an = bnとなる．
以上の議論より，R 上の 2つの多項式 f , gに対して，R[x℄の元と見る場合でもCの元

と見る場合でも，係数が全て等しいときに限り f = gであることが分かる．しかしなが
ら，R 上の多項式をR[x℄の元と見るかCの元と見るかということは全く異なる概念であ
るので注意されたい．

さて，任意の自然数 n � 1に対して，多項式の組 1, x, : : :, xnはCにおいて一次独立
であることを示そう．そこで，anxn + � � �+ a1x + a01 = 0; ai 2 R
とする．ここで，0は函数としての零であり，任意の x 2 R に対して 0(x) = 0となる定
数函数である．上式左辺の多項式を f 2 C とおく．このとき，各 0 � i � nに対して，f (i)(0) = 0(0)を考えて，ai = 0を得る．即ち，1, x, : : :, xnはCにおいて一次独立である．
今，n � 1は任意であったから，Cには有限個のベクトルからなる基底は存在しない

ことがわかる．
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最後に，実数列たちのなすベクトル空間について考えよう．

例 3.8 (数列空間) 実数列全体の集合S = ffang j an 2 Rg
に和とスカラー倍をfang+ fbng = fan + bng; �fang = f�ang; � 2 R
と定義すると，SはR 上のベクトル空間になる．Sの零は全ての項が 0であるような数列0 = f0gであり，各 fang 2 Sに対して，fang 2 Sのマイナス元は�fang = f�ang 2 S
である．Sを R 上の数列空間という．（Sがベクトル空間の公理を満たすことは各自確認
されたい．）Sは有限次元ベクトル空間ではない．これは以下のようにして分かる．各 n � 1に対
して，第 n項が 1で，その他の項が 0であるような実数列を a(n) 2 Sとおく．すると，任
意の n � 1に対して，a(1); a(2); : : : ; a(n)は Sにおいて一次独立である．実際，nXi=1 aia(i) = 0 2 S
とすると，各 1 � i � nに対して ai = 0を得る．即ち，Sには有限個の元からなる基底は
存在しない．3.3 演習問題

問題 3.1 各自然数 0 � r � 3に対して，4で割ったときの余りが rになるような整数全体
を [r℄と書くことにする．このとき，集合S = f[0℄; [1℄; [2℄; [3℄g
に，和と積を [i℄ + [j℄ = [R(i+ j : 4)℄; [i℄ � [j℄ = [R(ij : 4)℄
で定める．ここで，0 � R(a : 4) � 3は aを 4で割ったときの余りを表す．(1) Sにおける乗積表 � 0 1 2 30123
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を完成させよ．(2) Sは体ではないことを示せ．
問題 3.2 R の部分集合 Q(p2) = fa+ bp2 2 R j a; b 2 Qg � R
を考える．(1) 任意の a; b 2 Q に対して，(a + bp2)(a� bp2) = a2 � 2b2を示せ．(2) 任意の a; b 2 Q に対して，a + bp2 6= 0であれば，(a+ bp2)�1 2 Q (p2)
であることを示せ．(3) Q(p2)は，実数の和及び積を考えることで体になることを示せ．(4) 実数における和と積を考えることにより，Q (p2)は自然にQ 上のベクトル空間である
とみなせる．このとき，1;p2は Q(p2) の基底であることを示せ．
問題 3.3 R の部分集合Q ( 3p2) = fa + b 3p2 + ( 3p2)2 2 R j a; b;  2 Qg � R
を考える．!を 1の原始 3乗根 (�1 +p3p�1)=2とするとき，以下の問いに答えよ．(1) 任意の a; b;  2 Q に対して，(a+ b 3p2! + ( 3p2)2!2)(a+ b 3p2!2 + ( 3p2)2!) 2 Q ( 3p2)
を示せ．(2) 任意の a; b;  2 Q に対して，(a+ b 3p2 + ( 3p2)2)(a + b 3p2! + ( 3p2)2!2)(a+ b 3p2!2 + ( 3p2)2!) 2 Q
を示せ．(3) Q( 3p2)は実数の和及び積を考えることで体になることを示せ．
問題 3.4 R2 に積と和を，�vw�+ �xy� = �v + xw + y� ; �vw�� �xy� = �vxwy�
で定める．このとき，R2 はこの演算に関して体にはならないことを示せ．
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問題 3.5 Kを体とし，Sを 2次以下のK上の多項式全体の集合とする．即ち，S = fa+ bx + x2 j a; b;  2 Kg � K[x℄
とする．このとき，K[x℄の和とスカラー倍を用いて Sには自然にベクトル空間の構造が
入る．(1) 1, x, x2は Sの基底であることを示せ．(2) 1, 1� x, (1� x)2は Sの基底であることを示せ．(3) x2を 1, 1� x, (1� x)2の一次結合として表せ．
問題 3.6 実数R 上の函数 f(x)全体のなす集合をCとおく. C上に和とスカラー倍を，任
意の f; g 2 C及び，� 2 R に対して，(f + g)(x) = f(x) + g(x); (�f)(x) = �f(x); x 2 R
によって定める．このとき，Cは R 上のベクトル空間になる．(1) i; j � 1を自然数とするとき，Z �0 sin ix sin jx = (0; i 6= j;�=2; i = j
が成り立つことを示せ．(2) 任意の自然数n � 1に対して，正弦函数の組 sin x, sin 2x, : : :, sinnxはCにおいて一
次独立であることを示せ．
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本講の目標� 写像の定義とその諸性質（全射性，及び単射性など）を理解する．� 線型写像及び，ベクトル空間の同型についての概念を理解する．� ベクトル空間の次元を理解する．� �4.1 写像とその性質

この小節では，写像に関する一般的な性質及び，用語を確認する．

二つの集合Sと S 0があって，集合 Sの各要素 xに，集合 S 0のある要素 x0が一つ対応
しているとき，この対応を Sから S 0への写像といい，f : S ! S 0などと表す．
例 4.1 以下の 2つの対応について，それらが写像になっているかどうか考えてみよう．(1) 実数 xに対して，y3 = xとなる実数 yを対応させる対応．(2) 正の実数 xに対して，y2 = xとなる実数 yを対応させる対応．(1) 任意の実数 xに対して，y3 = xとなる実数 y = 3pxが一意的に存在するので，こ
れは写像である．(2) xを任意の正の実数とする．x = 0のとき，y2 = xとなる実数 yは 0のみである．一
方，x > 0とすると，y2 = xとなる実数 yは�pxで，px 6= �pxであるから，xに対し
て yが一意的に定まらない．ゆえに，この対応は写像ではない．
写像 f : S ! S 0によって，x 2 Sに対応する S 0の元を，f による xの像といい，f(x)

と表す．f(x)たちの全体を f(S) = ff(x) j x 2 Sg
と書いて，f の像という．
例 4.2 実数全体 R から R への写像 f : R ! R を，f(x) = x2で定める．このとき，f の
像は負でない実数全体である．即ち，f(R) = fy 2 R j y � 0g
となる．
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写像 f : S ! S 0に対して，Sの異なる 2つの元が S 0の異なる 2つの元に対応している

とき，f は単射であるという．対偶を考えることにより，fが単射 () f(x) = f(y) ならば x = y
であることが分かる．即ち，異なる 2点が同じ点に写るようなことがないとき，f は単射
であるという．

写像 f : S ! S 0に対して，すべての S 0の元 x0が Sのある元 xの像になっているとき，f は全射である，または上への写像であるという．
写像 f : S ! S 0が全射かつ単射のとき，全単射という．このとき，Sの各元と S 0の各

元は過不足なくちょうど一対一に対応する．従って，S 0の各元 x0に対して，x0 = f(x)と
なるような Sの元 xが一意的に決まる．これにより，S 0から Sへの写像 f�1 : S 0 ! Sが
定まる．この f�1を f の逆写像という．
例 4.3 整数全体の集合をZ，偶数全体の集合を 2Zとおく．このとき，写像 f : Z! 2Z
を f(n) = 2n
で定義すると，f は全単射になる．
実際，任意のm 2 2Zに対して，mは偶数ゆえ，ある整数m0 2 Zが存在して，m = 2m0

と書ける．このとき，m = f(m0)であるから，f は全射である．一方，n;m 2 Zに対し
て，f(n) = f(m)と仮定する．すると，2n = 2mとなるので，n = mを得る．即ち，f は
単射である．従って，f は全単射である．
注意 4.4 上の例を見ても分かるように，整数全体と偶数全体とは 1対 1に対応すること
が分かる．同様に，整数全体は奇数全体とも 1対 1に対応する．さらには，有理数全体と
も 1対 1に対応することが知られている．
注意 4.5 有理数係数の多項式f(x) = anxn + � � �+ a1x+ a0 2 Q [x℄
の根，即ち，f(z) = 0を満たすような複素数 zを Q 上の代数的数という．例えば，1, 1=2,p3, 1 +p�1, 3p2 +p5などは全て代数的数である．一方で，円周率 �やネイピアの自
然対数の底 eなどは代数的数ではない．Q 上の代数的数全体を Q とおく．Q を Q の代数閉包という．Q は，C の和と積により
体になることが知られており，集合としてZと 1対 1に対応することが知られている．
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合成写像といい，g Æ f : S ! S 00と表す．即ち，g Æ f(x) = g(f(x))
である．一方，xに xを対応させることで決まる，Sから S自身への写像を S上の恒等写
像といい，idS : S ! Sまたは，1S : S ! Sと表す．恒等写像は全単射であり，1�1S = 1S
である．

以下の定理は，頻繁に用いられるものである．

定理 4.6 2つの写像 f : S ! S 0，g : S 0 ! S 00に対して，(1) g Æ f : S ! S 00が単射であれば，f は単射．(2) g Æ f : S ! S 00が全射であれば，gは全射．
この定理の系として次が得られる．

系 4.7 2つの写像 f : S ! S 0，g : S 0 ! Sに対して，g Æ f = 1Sかつ，f Æ g = 1S0であれ
ば f は全単射で，g = f�1である．4.2 線型写像（一次写像）

さて，次にベクトル空間の間の写像を考えよう．ベクトル空間は単なる集合ではなく，和

とスカラー倍が定義された集合であった．従って，それらの間の写像を考えるときは，こ

れらの演算と両立するような，「特別な」写像を考えることが重要になる．K を体とし，V，V 0をK 上のベクトル空間とする．V から V 0への写像 f : V ! V 0
が 2つの条件(I) V の任意のベクトルx, yに対して，f(x+ y) = f(x) + f(y)

が成り立つ．(II) 任意のスカラー � 2 K及び，任意のベクトルx 2 V に対してf(�x) = �f(x)
が成り立つ．
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を満たすとき，f を線型写像または，一次写像という．特に，V から自分自身への線型写
像 f : V ! V を V 上の線型変換または，一次変換という．
線型写像が単射かどうかを判定するために，以下の補題は有用である．

補題 4.8 f : V ! V 0を線型写像とする．このとき，fが単射 () f(x) = 0 ならば x = 0
が成り立つ．

線型写像 f : V ! V 0が全単射であるとき，f は V から V 0への同型写像という．また，
このとき，V と V 0は（ベクトル空間として）同型であるといい，V �= V 0と表す．
補題 4.9 単射線型写像 f : V ! V 0に対して，W = Im(f)とおくと，f は V からW への
同型写像とみなすことができる．このとき，f の逆写像 f�1 : W ! V も同型写像になる
ことを示せ．

証明 f�1が全単射であることは明らかゆえ，線型写像になることを示せばよい．そこ
で，任意のベクトルx;y 2 W をとるとき，f(f�1(x+ y)) = x+ y = f(f�1(x)) + f(f�1(y)) = f(f�1(x) + f�1(y))
であり，f は単射であるからf�1(x+ y) = f�1(x) + f�1(y)
を得る．同様に，任意の � 2 Kと，任意のx 2 W に対して，f(f�1(�x)) = �x = �f(f�1(x)) = f(�f�1(x))
より， f�1(�x) = �f�1(x)
となるので，f�1は線型写像である．�
上の補題からも分かるように，線型写像 f : V ! V 0が同型写像であれば，その逆写

像 f�1 : V 0 ! V も同型写像である．V を体K上のベクトル空間とし，� 2 Kとする．V から V への写像 S� : V ! V をS�(x) = �x; x 2 V
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によって定義する．ベクトル空間の公理 5及び，7により，S�(x+ y) = �(x+ y) = �x+ �y = S�(x) + S�(y)S�(�x) = �(�x) = (��)x = (��)x = �(�x) = �S�(x)
となるので，S�は V 上の線型変換である．特に，� 6= 0のとき，ベクトル空間の公理 7及
び，8より， S� Æ S��1(x) = S�(��1x) = �(��1(x)) = (���1)x = 1x = xS��1 Æ S�(x) = S��1(�x) = ��1(�(x)) = (��1�)x = 1x = x
なので，S� Æ S��1 = S��1 Æ S� = 1V であり，S�は同型写像である．
線型写像とベクトルの一次独立性とは次のような関係がある．

定理 4.10 V , V 0をK上のベクトル空間とし，a1; : : : ;am 2 V とする．また，f : V ! V 0
を線型写像とする．このとき，次が成り立つ．(1) f(a1); : : : ; f(am)が一次独立であれば，a1; : : : ;amも一次独立．(2) f が単射であれば，(1) の逆も成り立つ．即ち，a1; : : : ;am が一次独立であれば，f(a1); : : : ; f(am)も一次独立．
系 4.11 f : V ! V 0を同型写像とする．このとき，(1) a1; : : : ;amが一次独立 () f(a1); : : : ; f(am)が一次独立(2) a1; : : : ;amが V の基底 () f(a1); : : : ; f(am)が V 0の基底
が成り立つ．

注意 4.12 V , W をベクトル空間とし，f : V ! W を線型写像，v1; : : : ; vnを V の基底と
する．すると，V の任意のベクトルx = x1v1 + � � �+ xnvnに対して，f(x) = x1f(v1) + � � �+ xnf(vn)
である．即ち，線型写像は基底の行き先を指定することで完全に決定される．従って，2
つの線型写像 f : V ! W，g : V ! W に対して，基底 v1; : : : ; vnの像が一致すれば，写
像として f と gは一致である．即ち，f(vi) = g(vi); 1 � i � n () f = g
となる．
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また，次の事実は理論的にも重要である．

定理 4.13 V を体K 上のベクトル空間とする．このとき，V の任意のm個のベクトルa1; : : : ;amに対して，写像 f : Km ! V をf 0B�x1...xm1CA! = x1a1 + � � �+ xmam; xi 2 K
で定めると，f は f(ei) = ai; 1 � i � m
となる唯一の線型写像である．ここで，e1; : : : ; emはKmの標準基底である．
さらに，上の線型写像 f について，(1) f が単射 () a1; : : : ;amが一次独立(2) f が全射 () V の任意のベクトルが a1; : : : ;amの一次結合で書ける

となる．特に， f が同型写像() fa1; : : : ;amgが V の基底
が成り立つ．このとき，f�1 : V ! Kmは，f�1(aj) = ejとなる同型写像である．
この定理より，有限個の基底を持つベクトル空間は，ベクトル空間としては数ベクト

ル空間と本質的に同じものであることが分かる．即ち，V をK 上のベクトル空間とし，a1; : : : ;amを V の基底とするとき，同型写像f : Km ! V ; f(ei) = ai; 1 � i � m
により，V とKmを同一視できる．
補題 4.14 V をベクトル空間，a1; : : : ;an; b1; : : : ; bmを V のベクトルとし，各 b1; : : : ; bm
は a1; : : : ;anの一次結合であるとする．このとき，m > nであれば，b1; : : : ; bmは一次従
属である．

証明 各 1 � i � mに対して， bi = nXj=1 xjiaj
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とする．� : Kn ! V を �(ej) = ajで定まる線型写像とする．xi = 0B�x1i...xni1CA
とおく．明らかに，�(xi) = biである．x1; : : : ;xmはKnのベクトルであり，m > nなの
で一次従属である．従って，b1; : : : ; bmも一次従属となる．�
定理 4.15 V をベクトル空間，u1; : : : ;unをその基底の一つとする．また，a1; : : : ;amをV の一次独立なベクトルとする．このとき，(1) m � n．即ち，基底の数より多くの一次独立なベクトルの組は存在しない．(2) m = nならば，a1; : : : ;anは V の基底になる．(3) m < nであれば，u1; : : : ;unの中から適当な n �m個のベクトル ui1 ; : : : ;uin�m を

とることで a1; : : : ;am;ui1; : : : ;uin�m
が V の基底になるようにできる．

系 4.16 u1; : : : ;un及び，v1; : : : ; vmがともにV の基底であればm = nである．即ち，基
底を構成するベクトルの数は常に一定である．V の基底に含まれるベクトルの数を V の次元といい，dimK V と表す．前後の文脈か
ら体Kが明らかなときは，Kを省略して dimV とも表す．
例 4.17 体K上の数ベクトル空間Knに対して，dimKKn = nである．
例 4.18 複素数体C を通常の和と積に関して，R上のベクトル空間とみなすとき，dimRC =2であり，1, p�1が C のR 上の基底になる．より一般に，dimRC n = 2nとなることが分
かる．

最後に，線型写像全体の集合について考えよう．V , V 0を体K上のベクトル空間とし，V から V 0への線型写像全体の集合をHomK(V; V 0) := ff : V ! V 0 j fは線型写像 g
と表す．このとき，HomK(V; V 0)に和とスカラー倍を以下で定める．
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すると，f + g，�f はいずれも V から V 0への線型写像であることが分かる．即ち，これ
らの演算に関して，HomK(V; V 0)はK上のベクトル空間になる．特に，V 0 = Kの場合，HomK(V;K)を V の双対空間といい，V �と表す．HomK(V; V 0)の次元に関して，次のことが成り立つ．
定理 4.19 V , V 0をK上のベクトル空間とする．このとき，dim(HomK(V; V 0)) = (dimV ) (dimV 0)
が成り立つ．

従って，特に， dimV � = dimV
である．

集合 A，Bに対して，対 (a; b)，a 2 A, b 2 Bの全体の集合をAとBの直積といい，A� Bで表す．即ち， A� B = f(a; b) j a 2 A; b 2 Bg
である．ベクトル空間 V , V 0に対して，V � V 0は次の和とスカラー倍により，ベクトル
空間になることが分かる．(a; b) + (a0; b0) = (a + a0; b+ b0); a;a0 2 V; b; b0 2 V 0�(a; b) = (�a; �b); a 2 V; b 2 V 0 � 2 Ka1; : : : ;anが V の基底，b1; : : : ; bmが V 0の基底のとき，V � V 0の n+m個のベクトル(a1; 0); : : : ; (an; 0); (0; b1); : : : ; (0; bm)
は V � V 0の基底になる．すなわち，次の定理を得る．
定理 4.20 V , V 0を体K上のベクトル空間とする．このとき，dim(V � V 0) = dimV + dimV 0
が成り立つ．
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問題 4.1 奇数全体の集合を T = f2n+ 1 jn 2 Zg � Z
とおく．Zと T の間の全単射を 1つ構成せよ．
問題 4.2 C の部分集合 H = fz 2 C j Im(z) > 0g � C
を上半平面という．以下のような，一次の有理函数をメビウス変換という．．T (z) = az + bz + d; a; b; ; d 2 R; ad� b > 0:(1) T は上半平面Hからそれ自身への全単射になることを示せ．(2) T を，以下のような 3つのタイプのメビウス変換の合成として表せ．�(z) = 1z ; �a(z) = az; (a 6= 0; 1); �b(z) = z + b; (b 6= 0)
問題 4.3 以下の写像が線型写像になることを示せ．(1) R2 の点を，y軸に関して対称な点に写す写像 f : R2 ! R2 .(2) R2 の点を，原点Oに関して反時計回りに 60度回転させる写像 g : R2 ! R2 .(3) C の点に対して，偏角が同じで，原点からの距離が半分であるような点を対応させる
写像 h : C ! C .
問題 4.4 写像 f : R3 ! R3 をf 0�xyz1A! = 0��3x + 2y + 2z�2x+ y2x+ 5z 1A
で定める．(1) f は線型写像であることを示せ．(2) R3 の 3つのベクトルa1 = 0� 510�21A ; a2 = 0��10�194 1A ; a3 = 0��241 1A
を考える．f(ai)を計算せよ．(3) a1, a2, a3は R3 の基底であることを示せ．
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本講の目標� 行列の和，積を理解し，その扱いに慣れる．� 線型写像の行列表示を理解する．特に，ベクトル空間の基底をそれぞれ一つず

つ選ぶことによって，線型写像と行列が 1対 1に対応することを理解する．� �5.1 行列

体Kの元を，下のように，縦にm個ずつ，横にn個ずつ並べたものを (m;n)行列という．A = 0BBB�a11 a12 � � � a1na21 a22 � � � a2n... ... ... ...am1 am2 � � � amn
1CCCA

各 1 � i � mに対して， �ai1 ai2 � � � ain�
を行列Aの第 i行という．（カンマ（，）は入れないことに注意する．）また，各 1 � j � n
に対して， aj = 0BBB�a1ja2j...amj

1CCCA
を行列 Aの第 j列という．さらに，第 i行，第 j列の要素 aij を行列Aの (i; j)成分とい
う．上記の行列はA = (aij)と略記することがある．
一般に，(n; n)行列は n次正方行列と呼ばれる．n次正方行列A = (aij)において，対

角線上に並ぶ成分 a11; a22; : : : ; annを対角成分という．また，対角成分以外の成分がすべ
て 0である正方行列 0BBB�a11 Oa22 . . .O ann

1CCCA
を対角行列という．(n; 1)行列はn次元列ベクトル，(1; n)行列はn次元行ベクトルと呼ばれる．(m;n)行列
全体の集合をM(m;n;K)と表し，特に，n次正方行列全体の集合M(n; n;K)は，Mn(K)
と略記されることがある．
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さて，集合M(m;n;K)に和とスカラー倍を次のようにして定義する．I. 和 A = (aij), B = (bij) 2M(m;n;K)に対して，A+B = (aij + bij)II. スカラー倍 � 2 K, A = (aij) 2M(m;n;K)に対して，�A = (�aij)

すべての成分が 0である行列を零行列といいOと表す．このとき，M(m;n;K)は上記の
演算に関し，零行列を零元とする，K上のベクトル空間になる．（各自確かめよ．）(i; j)成分だけが 1で他の成分がすべて 0であるような行列を行列単位といい，Eij と
表す．すると，任意の行列A = (aij) 2 M(m;n;K)は，行列単位の一次結合として以下
のように一意的に表わされる． A = mXi=1 nXj=1 aijEij
即ち，M(m;n;K)は行列単位たちを基底とするベクトル空間となる．従って，dimM(m;n;K) = mn
を得る．

次に，行列の積について考えよう．(m;n)行列A = (aij)と，(n; l)行列B = (bjk)に
対して，AとBの積 AB = (ik)
を ik = nXj=1 aijbjk
によって定義する．従って，ABは (m; l)行列となる．
注意 5.1 行列 Aと行列Bの積が定義されるのは，Aの列数とBの行数が等しいときに
限ることに注意されたい．

行列の積については以下の性質がある．1. 結合法則 (AB)C = A(BC)2. 分配法則 A(B + C) = AB + AC
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結合法則に関しては直接証明することもできるが，後述のように，行列を線型写像とみな

すと理解が早い．実際，行列の積は写像の合成に対応しており，写像の結合法則から，直

ちに導かれるのである．（5.2節参照．）
実数や複素数の積の場合と著しく異なる行列の積の性質として，一般にはAB = BA

は成り立たない．例えば，(2; 2)行列A = �1 00 0� ; B = �0 01 0�
に対して， AB = O; BA = �0 01 0�
である．

ここで，n次正方行列の場合について考えよう．この場合，任意のA;B 2 Mn(K)に
対してAとBの積AB 2 Mn(K)が定義される．特に，行列A 2 Mn(K)及び，k > 1に
対して，Aの k個の積AA � � �AをAkと表す．また，aij = (1 i = j0 i 6= j
によって定義される行列を単位行列といい，Enもしくは単にEと表す．単位行列は次の
性質を持つ．任意の (m;n)行列Aに対してEmA = AEn = A:n次正方行列Aに対して， AX = XA = En (2)
となる n次正方行列Xが存在するとき，XをAの逆行列といい，A�1と表す．また，逆
行列が存在する行列Aを正則行列という．
注意 5.2 n次正方行列 Aに逆行列が存在すれば，それは一意的である．実際，X, Y 2Mn(K)を (2)を満たす行列とするとき，X = XEn = X(AY ) = (XA)Y = EnY = Y
となる．
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この小節では線型写像と行列の関係について考えよう．まず最初に，行列が定める線型写

像というものを考える．Kを体とし，(m;n)行列A = 0BBB�a11 a12 � � � a1na21 a22 � � � a2n... ... ... ...am1 am2 � � � amn
1CCCA 2M(m;n;K)

を考える．このとき，写像 �A : Kn ! Kmを，�A 0B�x1...xn1CA! = A0B�x1...xn1CA
によって定義する．すると�Aは線型写像になる．特に，m = nで，Aがn次単位行列En
のとき，�En はKn上の恒等写像である．
さて，線型写像 f : Kn ! Kmが，f(ej) = aj = 0B�a1j...amj1CA

を満たすとする．このとき，A = (aij)とおけば f = �Aである．定義から，�(A+B) = �A + �B; ��A = ��A
は明らかである．さらに，対応A 7! �Aは全単射であり，同型写像M(m;n;K)! HomK(Kn; Km)
を誘導する．

線型写像 f : Kn ! Km，g : K l ! Knがそれぞれ，(m;n)行列Aと，(n; l)行列Bに
より，f = �A，g = �B であるとする．また，e1; : : : ; elをK lの標準基底，e01; : : : ; e0nをKnの標準基底とする．すると，(f Æ g)(ej) = f(g(ej)) = f� nXi=1 bije0i� = nXi=1 bijf(e0i)= nXi=1 bij0B�a1i...ami1CA = 0B�Pni=1 a1ibij...Pni=1 amibij1CA = ABの第 j列
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となるので，�A Æ�B = �ABとなることが分かる．さらに，線型写像h : Kp ! K lが (l; p)
行列Cにより h = �Cであるとすると，�(AB)C = (�AB) Æ �C = (�A Æ �B) Æ �C = �A Æ (�B Æ �C) = �A Æ (�BC) = �A(BC)
であり，これより，行列の積に関する結合法則(AB)C = A(BC)
が示すことが出来る．

次に，一般の線型写像について考えよう．まず，V , W をベクトル空間とし，v1; : : : ; vn
を V の基底，w1; : : : ;wmをW の基底とし，固定しておく．dim(V ) = n; dim(W ) = m
である．線型写像 f : V ! W に対して，f(v1); : : : ; f(vn)はW のベクトルであるから，W の基底w1; : : : ;wm の一次結合として一意的にf(v1) = a11w1 + a12w2 + � � �+ a1mwmf(v2) = a21w1 + a22w2 + � � �+ a2mwm... ...f(vn) = an1w1 + an2w2 + � � �+ anmwm
と書ける．このとき， A = 0BBB�a11 a21 � � � an1a12 a22 � � � an2... ... ... ...a1m a2m � � � anm

1CCCA
とおく．（行と列の関係に注意!）すると，(f(v1); : : : ; f(vn)) = (w1; : : : ;wm)A
となる．xを V の任意のベクトルとし，成分ベクトルを0B�x1...xn1CA とする．即ち，x = x1v1 + � � �+ xnvn = (v1; : : : ; vn)0B�x1...xn1CA
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となっている．同様に，y = f(x)の成分ベクトルを0B�y1...ym1CA とすると，y = y1w1 + � � �+ ymwm = (w1; : : : ;wm)0B�y1...ym1CA
となる．一方， y = f(x) = x1f(v1) + � � �+ xnf(vn)= (f(v1); : : : ; f(vn))0B�x1...xn1CA = (w1; : : : ;wm)A0B�x1...xn1CA
であるから， 0B�y1...ym1CA = A0B�x1...xn1CA
となることが分かる．この行列Aを線型写像 f の行列表示といい，Af などと表す．
注意 5.3 線型写像 f : V ! W から上の方法で (m;n)行列 Aを構成する操作と，(m;n)
行列Aから線型写像 �A : V ! W を構成する操作は互いに逆の操作であり，従って，線

型写像 f : V !W と (m;n)行列とは一対一に対応する．
線型写像の合成と行列表示に関しては次のことが成り立つ．

定理 5.4 U , V , W をそれぞれ，n, m, l次元のベクトル空間とし，各基底 fu1; : : : ;ung,fv1; : : : ; vmg, fw1; : : : ;wlgをとって固定する．f : U ! V , g : V ! W を線型写像とし，
上の基底に関する，線型写像 f , g, g Æ f の行列表示をそれぞれ，Af , Ag, AgÆf とすると,AgÆf = AgAf
が成り立つ．

証明 � : Kn ! U を �(ej) = uj, (1 � j � n)なる線型写像とし，� : Km ! V を�(ej) = vj, (1 � j � m)なる線型写像とする．このとき，�, �は同型写像であり，��1 Æ f Æ � = �Af
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となる．同様に，� : K l ! W を �(ej) = wj, (1 � j � l)なる線型写像とすると，�は同
型写像であり， ��1 Æ g Æ � = �Ag
となる．これらを図式で表せば以下のようになる．Kn ����! U�Af??y ??yfKm ��1 ��� V Km ����! V�Ag??y ??ygK l ��1 ��� W
すると， �Ag Æ �Af = (��1 Æ g Æ �) Æ (��1 Æ f Æ �) = ��1 Æ g Æ (� Æ ��1) Æ f Æ �= ��1 Æ (g Æ f) Æ � = �AgÆf
となるので，AgAf = AgÆf である．�
系 5.5 U , V をともに n次元のベクトル空間とし，fu1; : : : ;ung, fv1; : : : ; vngをそれぞ
れ，U , V の基底とする．このとき，f : U ! V が同型写像であれば，Af は正則行列であ
り，f�1 : V ! U の，上の基底に関する行列表示はA�1f である．
線型写像の行列表示は，ベクトル空間の基底を固定するごとに定義されるものであっ

た．では次に，基底の取り方を換えたときに行列表示がどのように換わるかを考察してみ

よう．

ベクトル空間U の 2つの基底 fu1; : : : ;ung，fu01; : : : ;u0ngをとる．このとき，各u0jはu1; : : : ;unたちの一次結合として一意的にu0j = p1ju1 + � � �+ pnjun
と表される．このとき，P = (pij)とおけば，(u01;u02; : : : ;u0n) = (u1;u2; : : : ;un)P
となる．この P を基底の変換行列という．
注意 5.6 基底の変換行列は正則行列である．
このとき，次が成り立つ．
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定理 5.7 f : U ! V を線型写像とし，U の基底 fu1; : : : ;ungと，V の基底 fv1; : : : ; vmg
に関する f の行列表示をAf とする．一方，U の別の基底 fu01; : : : ;u0ngと，V の別の基底fv01; : : : ; v0mgに関する f の行列表示をA0f とする．さらに，以下のような基底の変換行列P，Qを考える． (u01;u02; : : : ;u0n) = (u1;u2; : : : ;un)P(v01; v02; : : : ; v0m) = (v1; v2; : : : ; vm)Q
このとき， A0f = Q�1AfP
が成り立つ．

証明 � : Kn ! U を �(ej) = uj, (1 � j � n)なる線型写像とし，� : Km ! V を�(ej) = vj, (1 � j � m)なる線型写像とする．このとき，�, �は同型写像であり，��1 Æ f Æ � = �Af
となる．同様に，�0 : Kn ! Uを �(ej) = u0j, (1 � j � n)なる線型写像とし，�0 : Km ! V
を �(ej) = v0j, (1 � j � m)なる線型写像とすると，�0, �0は同型写像であり，�0�1 Æ f Æ �0 = �A0f
となる．よって， f = � Æ �Af Æ ��1 = �0 Æ �A0f Æ �0�1
より， �A0f = (�0�1 Æ �) Æ �Af Æ (��1 Æ �0)
を得る．

一方，P = (pij)とおくと，� Æ �P (ej) = �� nXi=1 pijei� = nXi=1 pij�(ei) = nXi=1 pijui = u0j = �0(ej)
であり，線型写像は基底の像で一意的に決まるので，� Æ �P = �0を得る．全く同様にし
て，�0 Æ �Q�1 = � であることも分かる．従って，�A0f = �Q�1 Æ �Af Æ �P = �Q�1AfP
より，A0f = Q�1AfP を得る．�
これより，以下の系を得る．
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系 5.8 n 次元ベクトル空間 V 上の線型変換 f : V ! V を考える．V の 2 つの基底fu1; : : : ;ung，fu01; : : : ;u0ngに関する f の行列表示をそれぞれ，Af，A0f とする．また，P を 2つの基底の変換行列(u01;u02; : : : ;u0n) = (u1;u2; : : : ;un)P
をとる．このとき， A0f = P�1AfP
となる．

一般に，n次正方行列A，Bに対して，n次正則行列P で，A = P�1BP となるものが
存在するとき，AはBに相似であるという．また，Bから P�1BP を作る操作を，BをP で変換するという．5.3 演習問題

問題 5.1 以下の行列A, Bに対して，積ABを計算せよ．(1) A = �2 0 13 �1 2�, B = 0� 0 �1 1�2 1 10 0 31A(2) A = 0�a 1 a1 a 1a 1 a1A, B = 0�b 0 b0 b 0b 0 b1A
問題 5.2 Kを体とする．(1) Kの元を成分に持つ 2次正方行列について�a b d�� d �b� a � = (ad� b)E2
を示せ．さらに，ad� b 6= 0のとき，Aは正則行列であることを示し，A�1を求めよ．(2) K = R とするとき，行列 A = �x �11 x �
が正則行列かどうかを調べ，正則である場合は逆行列を求めよ．(3) K = C とするとき，行列 A = �x �11 x �
が正則行列かどうかを調べ，正則である場合は逆行列を求めよ．
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問題 5.3 3次正方行列 A = 0� 0 1 0�1 2 01 0 11A
を考える．(1) A3 � 3A2 + 3A = E3が成り立つことを示せ．(2) Aは正則行列であるかどうかを調べ，正則であれば逆行列を求めよ．
問題 5.4 (1) 二次元ベクトル空間 V = W = R2 の間の線型写像 f : V !W を,f��ab�� = �2a� 3b�a + 5b�
で定義する. V , W の標準基底たちに対して, f を行列表示せよ.(2) (1)の f に対して, V の基底として標準基底を, 及びW の基底としてu1 = � 2�1� ; u2 = ��35 �
をとったとき，f を行列表示せよ.(3) (1)の f に対して, V の基底をv1 = �21� ; v2 = �01�
及び, W の基底を u1 = �01� ; u2 = �11�
とするとき，f を行列表示せよ.
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本講の目標� ベクトル空間の部分空間を理解し，その基底や次元を計算できるようになる．� 線型写像の像と核がそれぞれ部分空間になることを理解する．� 次元公式を理解し，応用できるようになる．� �6.1 部分空間

体K上のベクトル空間 V の部分集合 U が(i) 0 2 U(ii) a; b 2 U =) a+ b 2 U(iii) a 2 U ,  2 K =) a 2 U
をみたすとき，U は V の部分ベクトル空間もしくは単に，部分空間であるという．即ち，
ベクトル空間の部分集合であって，和とスカラー倍で閉じているものが部分空間である．

特に，部分空間はそれ自身，ベクトル空間の公理を満たすので，体K上のベクトル空間
になる．

注意 6.1 一般に，ベクトル空間 V が条件 (�)を満たせば，V の任意の部分空間も (�)を
満たすことに注意する．

ベクトル空間の次元に関して，次は最も基本的な定理である．

定理 6.2 ベクトル空間 V とその部分空間 U に対して，dimU � dimV が成り立つ．さ
らに， dimU = dimV () U = V
が成り立つ．

証明 (=については自明である．=)を示そう．dimU = dimV とし，a1; : : : ;anを U
の基底とする．a1; : : : ;anは V の一次独立なベクトルであり，定理 4.15の (2)より，V の
基底になる．従って，V � U であり，U = V が得られる．�
ベクトル空間 V の部分集合 Sに対して，hSi = f�1x1 + �2x2 + � � �+ �lxl j l � 1; �1; : : : ; �l 2 K; x1; : : : ;xl 2 Sg
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は V の部分空間になる．hSiは Sを含む，V の最小の部分空間である．hSiを Sが生成す
る部分空間，または Sによって張られた部分空間という．Sが有限集合S = fx1; : : : ;xlg
のときは，hSiを hx1; : : : ;xliとも書く．
ベクトル空間 V の 2つの部分空間U，W に対して，U \W は V の部分空間であり，U +W = fx+ y jx 2 U; y 2 Wg

はU [W を含む最小の部分空間である．これをUとW の和空間もしくは，単に和という．
定理 6.3 V をベクトル空間，U，W を V の部分空間とする．このとき，dim(U +W ) = dimU + dimW � dim(U \W )
が成り立つ．

ベクトル空間 V の 2つの部分空間U，W に対して，V = U +W; U \W = f0g
のとき，V は U とW の直和であるいい，V = U �W と表す．このとき，dimV = dimU + dimW
である．直和に関しては次のことが成り立つ．

定理 6.4 V をベクトル空間，U，W をその部分空間とする．このとき，V = U �W と
なるための必要十分条件は，

任意の x 2 V に対して，ある x1 2 U と x2 2 W が存在して，x = x1 + x2
と一意的に書き表わされることである．6.2 線型写像の像と核

ここでは線型写像から定まる部分空間を考える．

補題 6.5 f : V ! W を線型写像とするとき，f(0) = 0が成り立つ．
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証明 実際， f(0) = f(0+ 0) = f(0) + f(0)
であるから，直ちに求める結果を得る．�
線型写像 f : V !W に対して，Im(f) = ff(x) 2 W jx 2 V g

を f の像という．また， Ker(f) = fx 2 V j f(x) = 0g
を f の核という．f の像と核はそれぞれ，部分空間になる．即ち，
定理 6.6 線型写像 f : V !W に対して，(i) Im(f)はW の部分空間である．(ii) Ker(f)は V の部分空間である．
証明 どちらも，部分空間となることを定義に従って示していけばよい．(1) まず，f(0) = 0 2 Im(f)である．次に，任意のx;y 2 Im(f)に対して，あるx0;y0 2 V
が存在して， x = f(x0); y = f(y0)
となる．このとき，f が線型写像であることに注意して，x+ y = f(x0) + f(y0) = f(x0 + y0) 2 Im(f)
となる．さらに，任意のx 2 Im(f)，及び a 2 Rに対して，ax = af(x0) = f(ax0) 2 Im(f)
となる．従って，Im(f)は和とスカラー倍で閉じているので，W の部分空間である．(2) f(0) = 0より，0 2 Ker(f)である．また，任意の x;y 2 Ker(f)に対して，f(x+ y) = f(x) + f(y) = 0 + 0 = 0
であるから，x+ y 2 Ker(f)となる．一方，任意の x 2 Ker(f)，及び a 2 R に対して，f(ax) = af(x) = a0 = 0
となるので，ax 2 Ker(f)である．従って，Ker(f)は V の部分空間である．�
次の補題はしばしば有用である．
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補題 6.7 f を線型写像とするとき，f は単射 () Ker(f) = f0g
が成り立つ．

補題 6.8 線型写像 f : V ! V 0に対して，W を V の部分空間とする．このとき，dim(W ) � dim(f(W ))
が成り立つ．特に，f が単射のときは等号が成立する．
証明 a1; : : : ;amをWの基底とする．f(W )はf(a1); : : : ; f(am)で生成されるので，dim(f(W )) �m = dim(W )となる．fが単射のときは，f(a1); : : : ; f(am)は一次独立であり，特に，f(W )
の基底になる．従って，dim(f(W )) = m = dim(W )．�
系 6.9 線型写像 f : V ! V 0に対して，dim(V ) � dim(f(V ))
が成り立つ．

では，dim(Im(f))は dim(V )に対してどのくらい小さくなるだろうか．これに対する
答えとして，以下の最も重要な定理がある．

定理 6.10 (次元公式) 線型写像 f : V !W に対して，dim(V ) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f))
が成り立つ．

この定理の主張をイメージで表すと下図のようになる．
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例 6.11 線型写像 f : R2 ! R; f��xy�� = x+ y
に対して，Im(f) = R ゆえ，dim(Im(f)) = 1である．従って，dim(Ker(f)) = 1
となる．このことは � 1�1�
がKer(f)の基底になることからも分かる．
次元公式を用いて定理 6.3を証明してみよう．V をベクトル空間とし，U , W を V の

部分空間とする．線型写像 � : U �W ! V を�(a; b) = a� b; a 2 U; b 2 W
によって定める．一般に，a + b = a � (�b)なので，Im(�) = U + W である．一方，(a; b) 2 Ker(�) () a = bであるが，このとき，a 2 U，b 2 W より，a = b 2 U \W．
従って， Ker(�) = f(a;a) ja 2 U \Wg
であり，Ker(�)と U \W は対応 (a;a) 7! aにより同型である．よって次元公式から，dim(U +W ) = dim(Im(�)) = dim(U �W )� dim(Ker(�))= dimU + dimW � dim(U \W )
を得る．

線型写像 f : V !W に対して，Im(f)の次元を fの階数といい，rank fで表す．即ち，rank f = dim(Im(f))
である．このとき，以下が成り立つ．
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補題 6.12 線型写像 f : V !W に対して，(1) f が単射 () rank f = dimV(2) f が全射 () rank f = dimW
が成り立つ．

特に，dimV = dimW のとき，以下が成り立つ．
系 6.13 線型写像 f : V !W に対して，dimV = dimW = nのとき，次は同値．(1) f が単射(2) f が全射(3) f は同型写像
系 6.14 V をK上の n次元ベクトル空間とする．V の n個のベクトル a1; : : : ;anについ
て，次は同値．(1) a1; : : : ;anは一次独立．(2) すべてのx 2 V は a1; : : : ;anの一次結合で書ける．(3) a1; : : : ;anは V の基底である．
証明 f(ei) = ai, (1 � i � n)となる線型写像 f : Kn ! V を考える．今，dimKn =dimV = n であるので，(1), (2), (3)はそれぞれ，系 6.13の (1), (2), (3)と同値である．ゆ
えに，系 6.14が得られる．�6.3 演習問題

問題 6.1 Kを体とする．以下のベクトル空間 V の部分集合W が部分空間かどうかを調
べ，部分空間であればその次元を求めよ．(1) K = R とし, V = R2 � W = n�xy� ��� x+ y = 1o:(2) K = R とし, V = R3 � W = (0�xyz1A����� x+ y + z = 0):



線型代数学演習 A, B 要約（  河野明・阿部拓郎・佐藤隆夫） 57(3) K = C とし, V = C 3 � W = fx1e1 + x2e2 + x3e3 j x1; x2; x3 2 Rg
ただし e1; e2; e3は C 3 の標準基底とする.
問題 6.2 実数列全体のなすR 上のベクトル空間をSとおく．Sにおいて，以下の部分集
合は部分空間であることを示し，その次元を求めよ．W1 = ffang 2 RN j an+1 = 2ang;W2 = ffang 2 RN j an+2 � 5an+1 + 6an = 0g
問題 6.3 以下で定義される線型写像 f の核と像の基底を求めよ.(1) f : R3 ! R2 ; f�0�ab1A� = �a+ 3b + 43a+ 9b+ �(2) f : R3 ! R3 ; f�0�ab1A� = 0� a+ 2b + 3�a + 3b+ 2a+ 2b + 3 1A
問題 6.4 以下のベクトル空間V 及び，その部分空間W1, W2に対して，W1+W2，W1\W2
の基底を求めよ.(1) V = R3 の部分空間W1 = (x0� 10�11A + y0� 1�10 1A ����� x; y 2 R);W2 = (x0� 20�11A + y0�0011A ����� x; y 2 R)(2) V = Mn(R)の部分空間W1 = Mn(R)の上三角行列全体 = fA = (aij) 2Mn(R) j aij = 0; i > jg;W2 = Mn(R)の下三角行列全体 = fA = (aij) 2Mn(R) j aij = 0; i < jg
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本講の目標� 行列の基本変形を理解し，その扱いに慣れる．� 基本変形を用いて，行列の階数を求める．� 基本変形を用いて，与えられた行列が正則かどうかを判定し，正則であればそ

の逆行列を求める．� �7.1 行列の基本変形と階数

この小節では，与えられた行列をより簡単な行列に変形させる操作を考える．(m;n)行列A = (aij)に対して，Aによって定まる線型写像 �Aの階数を，行列Aの階
数といい，rankAと表す．即ち，rankA = rank�A = dim(Im(�A))
である．

注意 7.1 A = (a1;a2; : : : ;an)とするとき，rankA = dim ha1; : : : ;ani
が成り立つ．

従って，次の定理を得る．

定理 7.2 行列Aの列ベクトル a1;a2; : : : ;anのうち，一次独立なものの最大個数がAの
階数である．

また，次の定理は基本的である．

定理 7.3 Aを (m;n)行列とし，P，Qをそれぞれ，m次，n次の正則行列とする．この
とき， rankA = rankPAQ
が成り立つ．

さて次に，行列の基本変形について考えよう．一般に，行列について以下の 3種類の
変形を行（列）基本変形という．



線型代数学演習 A, B 要約（  河野明・阿部拓郎・佐藤隆夫） 59(I)  2 Kに対して，第 j行（第 i列）を 倍したものを第 i行（第 j列）に加える．(II) 第 i行（列）と第 j行（列）を入れ換える．(III) 0 6=  2 Kに対して，第 i行（列）を 倍する．
これらの操作を行列の言葉で言い表すと次のようになる．まず，以下の 3種類の正方行列
を基本行列という．

P (i; j; ) = 0BBBBBBBBBB�
i jE O � � � � � � Oi O 1  ...... . . . ...j ... 1 OO � � � � � � � � � E

1CCCCCCCCCCA = E + Eij; i 6= j
Q(i; j) = 0BBBBBBBBBB�

i jE O � � � � � � Oi O 0 1 ...... E ...j ... 1 0 OO � � � � � � � � � E
1CCCCCCCCCCA; i 6= j

R(i; ) = 0BBBBBBB�
iE O � � � Oi O  ...... E OO E

1CCCCCCCA
このとき，以下を得る．

定理 7.4 基本行列は正則行列であり，逆行列も基本行列になる．
従って，基本行列を掛けても与えられた行列の階数は変わらない．さらに，

補題 7.5 行（列）基本変形 (I), (II), (III)はそれぞれ，m次（n次）の基本行列P (i; j; ),Q(i; j), R(i; )を左（右）から掛けることと同値である．



線型代数学演習 A, B 要約（  河野明・阿部拓郎・佐藤隆夫） 60
各自，具体的な計算例を通して確認してほしい．

次に，基本変形を利用して行列の階数を求めることを考えよう．まず，行番号が増え

るにつれて，左側に並ぶ 0の数が増えていくような行列を階段行列という．即ち，
A = 0BBBBBBBBBB�

j1 j2 � � � jr1 0 � � � 0 a1j1 � � � � � � � �2 0 � � � � � � � � � 0 a2j2 � � � � � �... � � � � �r 0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0 arjr �O � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � O
1CCCCCCCCCCA (3)

なる行列である．ここで，j1 < j2 < � � � < jr; a1j1a2j2 � � �arjr 6= 0
である．

定理 7.6 上記の階段行列Aに対して，rankA = r
である．

任意の (m;n)行列A = (aij)は，行基本変形のみを行うことによって，階段行列に変
形できる．その手順は以下の通りである．

手順 1 Aの第 1列の成分 a11; a21; : : : ; am1の中に 0でないものがあるとき，その 1つをと
る．例えば，ai1 6= 0とする．このとき，Aの第 1行と第 i行を入れ換える．この操
作を考えることによって，初めから a11 6= 0であるとしてよい．

手順 2 各 2 � i � mに対して，
第 i行+第 1行� �ai1a11

という行基本変形を行うことにより，0BBB�a11 a12 � � � a1n0 � � � � �... � � � � �0 � � � � � 1CCCA
の形に変形される．
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手順 3 第 1列の成分がすべて 0である場合は，何も施さず，0BBB�0 � � � � �0 � � � � �... � � � � �0 � � � � �1CCCA

のままにしておく．

手順 4 次に，上の行列 �の部分に同様の操作を施す．この操作を繰り返すことによって，
最終的に階段行列に到達できる．

上記の操作により，与えられた行列Aを階段行列に変形することによって，Aの階数を求
めることができる．

さらに，以下のような基本変形を行うことで，より簡単な行列に変形できる．

手順 5 階段行列 (3)に対して，さらに行基本変形を続けることにより，第 j1列 = e1, : : :,
第 jr列 = er となるように出来る．実際，r行を a�1rjr倍すると，(r; jr)成分を 1にす
ることが出来る．さらに，1 � i � r � 1について，第 i行に第 r行の�aijr 倍を加
えることで，第 jr列 = er．以下，この操作を 第 jr�1列, : : :, 第 j1列 と繰り返せば
よい．

手順 6 手順 5で得られた行列に対して，列基本変形（列の入れ換え）を施すことにより，�Er A0O O�
の形に変形できる．ここで，A0 = (a0ij)とおく．

手順 7 最後に，r � k � nについて，第 k列に第 1列の�a01k倍，第 2列の�a02k倍，: : :,
第 r列の�a0rk倍を加えると， �Er OO O�
の形に変形できる．

これより，次の定理を得る．

定理 7.7 (m;n)行列Aに対して，rankA = rであるための必要十分条件は，あるm次正
則行列 P と，ある n次正則行列Qが存在してPAQ = �Er OO O�
となることである．
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特に，Aを n次正方行列で rankA = nとすると，行による基本変形のみで AをEnの

形に変形することが出来る．即ち，ある n次正則行列 P が存在して，PA = Enとなる．
このとき， A = EnA = (P�1P )A = P�1(PA) = P�1En = P�1
となる．従って， AP = P�1P = En
であり，Aは正則行列である．よって次を得る．
定理 7.8 Aを n次正方行列とするとき，Aが正則行列 () Aは基本行列の積
が成り立つ．7.2 逆行列

この小節では，正則行列の逆行列の性質及び，求め方について考える．まず，逆行列の満

たす最も基本的な性質として次のものがある．

定理 7.9 A, Bを n次の正則行列とする．このとき，ABも正則行列であって，(AB)�1 = B�1A�1
が成り立つ．

注意 7.10 (AB)�1 = A�1B�1 () AB = BA
である．また， (A�1)�1 = A
となる．

次に，与えられた n次正則行列Aの逆行列を具体的に計算する方法を述べる．以下の
手順に従えば良い．

手順 1 Aと n次単位行列Enを並べてできる，(n; 2n)行列 (A;En)を考える．
手順 2 (A;En)に行基本変形のみを施して，(En; P )なる形にする．（具体的には，P をPA = En となる基本行列の積とするとき，P (A;En) = (PA;En) = (En; P )と

なる．）
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手順 3 このとき，P = A�1である．Aが正則かどうか分らない場合には，やはり (A;En)を作り，手順 2を試してみる．手
順 2のステップが途中で止まってしまう場合は rankA < nとなり，Aが正則でないこと
が分かる．

最後に，次元公式の別証明について考察してみよう．そのために，次の補題を準備する．

補題 7.11 � : U ! U 0，f : U 0 ! V 0，� : V 0 ! V を線型写像とし，g = � Æ f Æ �とする．
このとき，次が成り立つ．(1) Im(g) = �(Im(f Æ �))である．特に，�が全射であれば，Im(f Æ �) = Im(f)

であり，さらに �が単射であれば，dim(Im(g)) = dim(Im(� Æ f Æ �)) = dim(Im(f Æ �)) = dim(Im(f))
が成り立つ．(2) �が単射のとき，Ker(g) = Ker(f Æ �)である．(3) �(Ker(f Æ �)) � Ker(f)より，線型写像�0 : Ker(f Æ �)! Ker(f)
が �0(a) = �(a)，a 2 Ker(f Æ �)によって定めることができる．このとき，�が全
射であれば�0も全射であり，�が同型であれば�0も同型となる．特に，�が同型の
とき， dim(Ker(f Æ �)) = dim(Ker(f))
となる．

証明 (3)以外は明らかであるので (3)を示そう．まず，b 2 Ker(f Æ�)であれば，f(�(b)) =f Æ�(b) = 0．よって，�(b) 2 Ker(f)．�が全射であれば，a 2 Ker(f)に対して，�(b) = a
となる bが存在する．このとき，f Æ �(b) = f(�(b)) = f(a) = 0
より，b 2 Ker(f Æ �)であり，�(Ker(f Æ �)) = Ker(f)となる．�



線型代数学演習 A, B 要約（  河野明・阿部拓郎・佐藤隆夫） 64
定理 7.12 gを線型写像たちの合成 g = � Æ f Æ �で，�及び �は同型写像とする．この
とき， dim(Im(g)) = dim(Im(f)); dim(Ker(g)) = dim(Ker(f))
が成り立つ．

さて，次元公式の別証に入ろう．f : V !W を線型写像とするとき，dim(V ) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f))
であることを示す．dimV = n，dimV = mとする．このとき，ある同型写像� : Kn ! V; � : W ! Km
が存在する．すると，dim(Im(� Æ f Æ �)) = dim(Im(� Æ f)) = dim(Im(f))dim(Ker(� Æ f Æ �)) = dim(Ker(f Æ �)) = dim(Ker(f))
であるので，V = Knかつ，W = Kmの場合に示せば良い．
そこで，このとき，f : Kn ! Kmの標準基底に関する行列表示を Aとする．即ち，f = �Aとする．すると，あるm次正則行列 P と，ある n次正則行列Qが存在して，PAQ = �Er OO O� = A0

となる．このとき，�P Æ �A Æ �Q = �A0であり，�P，�Qは同型写像であるから，f = �A0
の場合に示せば良いことが分かる．

このとき， dim(Im(�A0)) = r = rankA; Ker(�A0) = her+1; : : : ; eni
であるから，この場合は次元公式が正しいことが直ちに分かる．7.3 転置行列(m;n)行列A = (aij)に対して，Aの (i; j)成分を (j; i)成分とする (n;m)行列をAの転置
行列といい，tA と表す．すると，t(tA) = A; t(A +B) = tA+ tB;t(A) =  tA; t(AB) = tB tA:
が成り立つ．ここで， 2 Kである．また，



線型代数学演習 A, B 要約（  河野明・阿部拓郎・佐藤隆夫） 65(i) Aが対称行列() tA = A(ii) Aが交代行列() tA = �A
と定める．

定理 7.13 n次正方行列Aに対して，Aが正則() tAが正則
であり， (tA)�1 = t(A�1)
が成り立つ．

ここで，(tA)�1をAの反傾行列という．
与えられた行列が正則行列かどうかを判定するには，以下のの定理を利用することも

できる．

定理 7.14 Aを n次正方行列とするとき，以下は同値である．(1) Aは正則行列である．(2) ある n次正方行列Bで，BA = Enとなるのもが存在する．（このとき，B = A�1で
ある．）(3) ある n次正方行列Cで，AC = Enとなるものが存在する．（このとき，C = A�1で
ある．）(4) 数ベクトル aで，Aa = 0ならば，a = 0．即ち，Ker(�A) = f0g．(5) (1 � � � n)A = (0 � � �0)ならば，(1 � � � n) = (0 � � �0)．(6) Aの n個の行ベクトルたちは一次独立．(7) Aの n個の列ベクトルたちは一次独立．(8) rankA = n.(9) rank tA = n.

例えば，(8) () (9)は，定理 7.7を使う．
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問題 7.1 以下の行列Aに対して，基本変形を用いて�Er OO O�
なる形に変形し, Aの階数を求めよ. また基本変形を用いる際に, どの段階でどの操作を
用いたかも明記せよ．（例えば，�1 23 4� 2 行に 1 行の �3 倍を加える���������������! �1 20 �2�
という具合に．） (1) A = 0�2 3 11 �2 00 1 01A (2) A = 0� 0 1 2�1 0 3�2 �3 01A
問題 7.2 以下の行列 A, Bに対して，行列の積 ABとBAを求めよ. またこれらの積が,
行列Aにどのような基本変形を施したものであるかを述べよ.(1) A = �a b d� 及びB = �1 �10 1 �(2) A = 0�a b d e fg h i1A 及びB = 0�1 0 00 1 01 0 11A
問題 7.3 x 2 R に対して, 以下の問いに答えよ.(1) 2次正方行列A = �1 xx 1�及び，3次正方行列B = 0�1 x xx 1 xx x 11A に対して, rank(A)
を求めよ.(2) 整数 n � 2に対して, n次正方行列AをA = 0BBBBB�1 x x : : : xx 1 x : : : x... ... . . . ...... ... . . . ...x x x : : : 1

1CCCCCA
とおく. すなわち対角成分が 1で, それ以外の成分が xであるような行列である. このA
に対して rank(A)を求めよ.
問題 7.4 以下の正方行列Aに対して，行列の基本変形を用いてAが正則行列かどうかを
調べ，正則であればその逆行列を求めよ.(1) A = 0� 1 1 12 3 1�1 1 41A (2) A = 0�1 2 13 1 72 �1 61A
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本講の目標� 文字の置換と，対称群の概念を理解する．� 行列式の定義及び，性質を理解し，与えられた行列の行列式を計算する．� 余因子展開を用いた行列式の計算法を習得する．� �8.1 置換と行列式の定義n個の文字 1; 2; : : : ; nの集合を X = f1; 2; : : : ; ng
とおく．写像 � : X ! Xがf�(1); �(2); : : : ; �(n)g = f1; 2; : : : ; ng
を満たすとき，即ち，�が全単射のとき，�をX の置換という．X の置換とは，X の文
字の並べ替えを表す写像である．明らかに，Xの置換は全部で n!個ある．�は� = � 1 2 � � � n�(1) �(2) � � � �(n)�
とも表わされる．（これは行列ではないことに注意されたい．）また，動かさない文字は省

略してもよい．

例 8.1 �1 2 3 43 2 4 1� = �1 3 43 4 1�Xの置換全体の集合をSnで表す．任意の �; � 2 Snに対して，合成写像� Æ � : X ! X
はまたXの置換である．� Æ � は，Xを � に従って並べ替えたものを �に従って並べ替え
る写像である．そこで，これを �と � の積といい，�� と表す．
一般に，集合Gの各元 �, � 2 Gに対して，積 �� 2 Gが定義されていて，以下の性質

を満たすときGは群であるという．1. 結合法則 (��)� = �(��)



線型代数学演習 A, B 要約（  河野明・阿部拓郎・佐藤隆夫） 682. 単位元の存在 ある x 2 Gが存在して，任意の元 � 2 Gに対して，x� = �x = �
となる．このとき，xをGの単位元といい，1Gもしくは単に 1と表す．3. 逆元の存在 任意の � 2 Gに対して，ある y 2 Gが存在して，�y = y� = 1
となる．このとき，yを �の逆元といい，��1と表す．

上の 1, 2, 3を群の公理という．
例 8.2 R から 0を除いた集合を R� = R n f0gとおく．すると，R� は通常の実数の積に
関して群になる．C � = C n f0gについても同様である．
上で定めた，Snの積は，写像の合成であるから明らかに結合法則を満たす．また，X

のどの元も動かさない置換 �1 2 � � � n1 2 � � � n�
のことを恒等置換といい，1X と表す．すると，任意の元 � 2 Snに対して，1X� = �1X = �
となるのは明らかである．さらに，任意の � 2 Snに対して，�の逆写像 ��1もXの置換
であり，���1 = ��1� = 1X を満たす．従って，以上のことから，Snは群になることが
分かる．これを，n次対称群という．
以下の事実は有用である．

定理 8.3 �, � 2 Snに対して，����1 = � �(1) �(2) � � � �(n)��(1) ��(2) � � � ��(n)�
が成り立つ．

さて，一般に，群GとGの部分集合 S � G及び，Gの元 gに対して，gS = fgs j s 2 SgSg = fsg j s 2 SgS�1 = fs�1 j s 2 Sg
とおく．このとき，次が成り立つ．
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定理 8.4 Gを群，g 2 Gとするとき，(1) gG = G(2) Gg = G(3) G�1 = G
が成り立つ．

証明 (1) 写像 lg : G! Gを， lg(x) = gx; x 2 G
で定義する．すると，明らかに，lg Æ lg�1 = lg�1 Æ lg = 1Gをみたすので，lg�1 = l�1g であ
り，特に，lgは全単射である．従って，gG = lg(G) = Gを得る．(2)についても，rg(x) = xg; x 2 G
で定義される写像 rg : G! Gを考えることで示される．(3) 写像 � : G! Gを �(x) = x�1で定めると，� Æ � = 1Gとなるので，��1 = �であり，�は
全単射である．従って，G�1 = �(G) = Gとなる． �
次に，対称群の各元に対して符号と呼ばれるものを定義しよう．まず，n 個の変数X1; : : : ; Xn, n � 2に対して，それらの多項式D = D(X1; : : : ; Xn) = Y1�i<j�n(Xi �Xj)

を，X1; : : : ; Xnの差積という．置換 � 2 Snに対して�D = D(X�(1); : : : ; X�(n)) = Y1�i<j�n(X�(i) �X�(j))
とおく．一般に，�Dは，X1; : : : ; Xnのうち，異なる 2つの変数の差全体の積になってい
るから，符号の違いを無視すれば，�DはDに等しい．即ち，�D = �D
となる．そこで，�D = Dのとき，�を偶置換といい，�D = �Dのとき，�を奇置換と
いう．さらに，写像 sgn : Sn ! f�1gをsgn(�) = (1; �が偶置換�1; �が奇置換
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で定める．この sgnを符号函数または，単に符号という．定義から明らかに，�D = sgn(�)D
が成り立つ．また，符号が満たす重要な性質として以下のものがある．

定理 8.5 (1) �, � 2 Snに対して，sgn(��) = sgn(�) sgn(�)(2) � 2 Snに対して， sgn(��1) = sgn(�)
証明 (1)については，sgn(��)D = (��)D = �(�D) = �(sgn(�)D) = sgn(�)(�D) = sgn(�)sgn(�)D
より明らか．(2) (1)より，sgn(�)sgn(��1) = sgn(1X) = 1であるので，これより直ちに得られる．�
さて，X = f1; 2; : : : ; ngの中の相異なるm個の文字 a1; : : : ; amに対して，�(b) = 8><>:ai+1; b = ai; 1 � i < m;a1; b = am;b; b 6= ai; 1 � i � m;

なる置換 �が定義される．これを，(a1; a2; � � � ; am)と表す．この型の置換を，長さがm
の巡回置換という．特に，長さが 2の巡回置換を互換という．即ち，互換とはある 2つの
文字（iと jとする．）を入れ替えて，それ以外は動かさないようなXの置換�i jj i�
のことである．

定理 8.6 n次対称群Snにおいて，(1) 互換は奇置換である．(2) 任意の置換は互換の積として表わされる．
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証明 (1) まず，� = (1; 2)の場合を考えよう．D = Y1�i<j�n(Xi �Xj) = (X1 �X2)D0
とすると，Dと �Dの因子において，符号が異なるものは (X1 �X2)のみである．即ち，�D = (X2 �X1)D0
である．従って，�D = �Dとなり，sgn((1; 2)) = �1となる．次に，任意の � = (i; j)に
対して，� = (1; i)(2; j)とすると，定理 8.3より，� = �(1; 2)� = �(1; 2)��1
となる．ゆえに， sgn((i; j)) = sgn(�) sgn((1; 2)) sgn(��1) = �1
を得る．(2) nに関する帰納法による．n = 2のときは，S2の元は (1; 2)，1X = (1; 2)(1; 2)のみ
であるから正しい．n > 2として，Sn�1 について主張は正しいとする．このとき，任
意の � 2 Sn をとる．�(n) = nであれば，� 2 Sn�1 とみなせるので，帰納法の仮定
から互換の積で書ける．�(n) 6= nとする．互換 � = (n; �(n))をとり，�� を考えると，��(n) = �(�(n)) = nとなるので，帰納法の仮定から，��は互換の積 �1�2 � � � �sとして表
わされる．このとき，� = ��1�2 � � � �sを得る．�
系 8.7 n次対称群Snの元 �に対して，�が偶数個の互換の積で書ければ偶置換であり，
奇数個の互換の積で書ければ奇置換である．

注意 8.8 一般に，任意の置換は有限個の互換の積で書かれる．しかしながら，与えられ
た置換を互換の積で書く方法は一般に一通りではない．例えば次のような例がある．(1; 3; 2) = (1; 2)(1; 3) = (1; 3)(2; 3)
である．しかしながら，与えられた置換を互換の積として表示するとき，各表示における

互換の個数の偶奇は一致する．

一般に，Snにおいて，互換 �1; : : : ; �kの積を � = �1 � � � �kとおくとき，��1 = �k�k�1 � � � �1
である．従って，� 2 Snを偶置換とするとき，��1も偶置換となる．また，明らかに，Sn
の単位元 1X は偶置換である．ゆえに，Snの偶置換全体の集合を Anとすれば，Anも群
の公理を満たすことが分かる．これを，n次交代群という．
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補題 8.9 n次対称群Snにおいて，� を互換の一つとする．このとき，全ての奇置換 �に
対して，� = ��となる偶置換 �が一意的に存在する．
証明 �をSnの奇置換とすると，� = ��は偶置換であり，�� = � 2� = �．さらに，偶置
換 �に対して，� = ��とすると，� = � 2� = �(��) = ��であるから，� = ��となる �は
一意的に決まることが分かる．�
ここで，巡回置換の符号について考えよう．

補題 8.10 � = (a1; a2; � � � ; am) 2 Snを長さがmの巡回置換とする．このとき，sgn(�) = (�1)m�1
が成り立つ．

証明 �は互換の積として，� = (a1; a2; � � � ; am) = (a1; a2)(a2; a3) � � � (am�1; am)
と表される．よって，補題が成り立つ．�
以上の準備の下，行列式を定義しよう．n次正方行列A = (aij)に対して，X�2Sn sgn(�)a1�(1)a2�(2) � � �an�(n)

をAの行列式といい，det(A), jAjなどと表す．ここで，和はXの置換すべてを渡るもの
とする．定義から以下を得る．

定理 8.11 n次正方行列Aに対して， jtAj = jAj
が成り立つ．

例 8.12 2次，3次正方行列の行列式は次のようになる．(i) ����a11 a12a21 a22���� = a11a22 � a12a21(ii) ������a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a33������ = a11a22a33+a12a23a31+a13a32a21�a13a22a31�a11a23a32�a12a21a33
上において，3次の場合をサラスの公式という．



線型代数学演習 A, B 要約（  河野明・阿部拓郎・佐藤隆夫） 738.2 行列式の性質Mn(K)をK成分の n次正方行列の全体の集合とし，以下の性質を満たすような写像 F :Mn(K) ! K を考える．（実は，行列式もこのような性質を満たす．即ち，行列式は以下
で考える写像 F の特別な場合と見なせる．）(1) (n � 1)個の n次元ベクトル a1; : : : ;ai�1;ai+1; : : : ;an 2 Knを固定するとき, 写像Fi : Kn ! Kが Fi(x) = F (a1; : : : ;ai�1;x;ai+1; : : : ;an); x 2 Kn

によって定まる. 全ての a1; : : : ;ai�1;ai+1; : : : ;anに対して Fiが線型写像となると
き，F は第 i列について線型であるという.(2) 1 � i < j � nが存在して, ai = ajならばF (a1; : : : ;an) = 0
であるとき, F は交代的であるという.F : Mn(K) ! K がすべての i列 (1 � i � n)について線型かつ交代的であるとする.

このとき, A 2Mn(K)の第 i列と第 j列 (i < j)を入れ替えた行列A0に対して,(2)' F (A0) = �F (A)
が成立する. 証明は同じなので, i = 1, j = 2のときに限って示す.0 = F (a1 + a2;a1 + a2;a3; : : :)= F (a1;a1 + a2;a3; : : :) + F (a2;a1 + a2;a3; : : :)= F (a1;a1;a3; : : :) + F (a1;a2;a3; : : :) + F (a2;a1;a3; : : :) + F (a2;a2;a3; : : :)= F (a1;a2;a3; : : :) + F (a2;a1;a3; : : :):
ここで上の式変形においては, 一行目から二行目では 1列目に関しての, 二行目から三
行目では 2 列目に関しての線型性を用いている. また三行目から四行目では, 交代性F (a1;a1;a3; : : :) = F (a2;a2;a3; : : :) = 0 を用いている. 従って, F (A0) = �F (A)を
得る.
体の標数についての知識がある方は，次のことにも注意されたい．

注意 8.13 体Kの標数が 2でないときは，(2)0 =) (2)も言える．実際，各 i < jに対し
て，ai = aj ならば，A = A0かつ，F (A) = �F (A)であるから，2F (A) = 0となる．K
の標数は 2でないから，Kに 2の逆元 12が存在する．従って，両辺に 12を掛けることによ
り，F (A) = 0を得る．
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以下, F はすべての列について線型であり, かつ交代的であるとする. このとき, 以下

が成立する.(i) A = (a1; : : : ;an) 2Mn(K)，i 6= jとする. このとき,F (a1; : : : ;ai�1;ai + �aj;ai+1; : : : ;an) = F (A); 8� 2 K:(ii) F (�A) = �nF (A) � 2 K:(iii) a1; : : : ;anが一次従属ならば, F (a1; : : : ;an) = 0. 特に, ある列についてai = 0なら
ば, F (a1; : : : ;an) = 0.

以下で, 上の (i)，(ii)，(iii)を証明する.(i) 与式の左辺は F (A) + �F (a1; : : : ;ai�1;aj;ai+1; : : : ;an)
である. ところが，i 6= jより (a1; : : : ;ai�1;aj;ai+1; : : : ;an)は第 i列と第 j列が等しいの
で, F が交代的であることから F (a1; : : : ;ai�1;aj;ai+1; : : : ;an) = 0となり, (i)の主張を
得る.(ii) 列についての線型性を, 各列について n回行えばよい. 一般に，F (�A) = �F (A)
ではないことに注意する.(iii) 対称性より, anが他の列の一次結合としてan = �1a1 + � � �+ �n�1an�1
とかけている場合を考えればよい. A = (a1; : : : ;an)とすると,F (A) = F (a1; : : : ;an�1; �1a1; : : : ; �n�1an�1)
である. ここでF (A) = �1F (a1; : : : ;an�1;a1) + � � �+ �n�1F (a1; : : : ;an�1;an�1)
を得る. 1 � j � n� 1について, (a1; : : : ;an�1;aj)は第 j列と第 n列が等しいので, F の
交代性より F (a1; : : : ;an�1;aj) = 0. よって (iii)の主張を得る.
定理 8.14 写像 F : Mn(K)! Kで,
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を満たすものが一意的に存在する. 特に F (A) = jAjは, この性質を満たす.
ここでは，n次正方行列 A = (aij)の行列式 jAjが上の (1), (2), (3)を満たすことを示

してみよう．そこで，� をSnの互換とすると，補題 8.9より，jAj = X�2An �a1�(1) � � �an�(n) � a1;��(1) � � �an;��(n)�
である．

今，A(a1; : : : ;an)について，ai = aj, (i 6= j)とする．即ち，aki = akj, (1 � k � n)
となっている．このとき，� = (i; j)として上式を考える．各 � 2 Snについて，�(�) = i，�(�) = jとする．すると，� 6= �であり，k =2 f�; �gのとき，�(k) =2 fi; jgである．特に，� k = �のとき，ak��(k) = ak�(i) = akj = aki = ak�(k)� k = �のとき，ak��(k) = ak�(j) = aki = akj = ak�(k)� k =2 f�; �gのとき，ak��(k) = ak�(k)
となる．よって上の jAjの式から，jAj = 0であることが分かる．即ち，jAjは交代的で
ある．jAjが各列について線型であること，及び，jEnj = 1であることは定義から明らかで
ある．

注意 8.15 従って，行列式 jAjは上の (i), (ii), (iii)の性質を満たすことに注意する．とく
に，行列Aの第 i列に第 j列のスカラー倍を加えた行列の行列式は，jAjに一致する．
定理 8.16 写像F : Mn(K)! Kがすべての列について線型かつ交代的とする. このとき,F (A) = F (En)jAj; 8A 2Mn(K)
である.



線型代数学演習 A, B 要約（  河野明・阿部拓郎・佐藤隆夫） 76
証明 n = 2の場合を考えてみよう．A = �a11 a12a21 a22�
とする． a1 = a11e1 + a21e2; a2 = a12e1 + a22e2
なので，F (A) = a11a12F (e1; e1) + a11a22F (e1; e2) + a21a12F (e2; e1) + a21a22F (e2; e2)
であるが，交代性により，F (e1; e1) = F (e2; e2) = 0; F (e2; e1) = �F (e1; e2)
となっている．従って，F (A) = (a11a22 � a12a21)F (E2) = jAjF (E2)
が成立する．n � 3の場合も同様である．�
定理 8.16 の応用：　A 2Mn(K) を固定して, F (X) = jAXj とおく (X 2Mn(K)).A(b1; : : : ; bn) = (Ab1; : : : ; Abn)
なので, F : Mn(K)! K はすべての列について線型かつ交代的である. 従って, F (X) =F (En)jXjであるがF (En) = jAEnj = jAjであり, F (X) = jAjjXjが得られる. 従って，次
の重要な定理を得る．

定理 8.17 A;Bが n次正方行列のとき, jABj = jAjjBj.
さらに，次のことが分かる．

定理 8.18 A 2Mn(K)が正則行列 () jAj 6= 0.
証明 Aが正則であれば， 1 = jEnj = jAA�1j = jAj jA�1j
なので，jAj 6= 0．逆に，jAj 6= 0とすると，A = (a1; : : : ;an)が正則でなければ，a1; : : : ;an
は一次従属であり，上の (iii)より jAj = 0となり矛盾．よって，Aは正則行列である．�
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定理 8.19 A 2Mn(K); B 2Mm(K), Cは (n;m)行列とする.����A CO B���� = jAjjBj:
証明. 写像 F : Mn(K)! K を F (X) = ����X CO B����
で定める. F はすべての列について線型かつ交代的であるから,F (X) = jXjF (En)
である. また F (En) = ����En CO B����
である. ここで，注意 8.15により，F (En) = ����En OO B����
である. ここで，G : Mm(K)! Kを,G(Y ) = ����En OO Y ����
で定める. Gもすべての列について線型でかつ交代的なので, G(Y ) = jY jG(Em)．ところ
が，G(Em) = jEn+mj = 1なので，G(Y ) = jY jとなる．即ち，����En OO B���� = G(B) = jBj
となり，定理が得られる．�
系 8.20 ���������a11 � � � � �a22 � �O . . . �ann

��������� = a11 � � �ann
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行列式を計算する際に，定義どおりに計算することは極めて稀である．実際は余因子展開

を用いた行列式の計算が有効である．以下これを紹介する．n次正方行列A = (aij)から，その第 i行と第 j列を取り除いて得られる，(n� 1)次の
正方行列をAhijiとかく．即ち，

Ahiji = 0BBBBBBB�
a11 � � � a1;j�1 a1;j+1 � � � a1n... ... ... ...ai�1;1 � � � ai�1;j�1 ai�1;j+1 � � � ai�1;nai+1;1 � � � ai+1;j�1 ai+1;j+1 � � � ai+1;n... ... ... ...an1 � � � an;j�1 an;j+1 � � � ann

1CCCCCCCA
である．さらに， Aij = (�1)i+jjAhijij
とおき，Aの (i; j)余因子という．このとき，次の定理が成り立つ．
定理 8.21 n次正方行列A = (aij)に対して，(i) a1iA1j + a2iA2j + � � �+ aniAnj = (jAj; i = j0; i 6= j(ii) ai1Aj1 + ai2Aj2 + � � �+ ainAjn = (jAj; i = j0; i 6= j
が成り立つ．

証明 (i) Aの第 1列を ai1eiに置き換えた行列の行列式について，�����������
0 a12 � � � a1n... ... ...ai1 ai2 � � � ain... ... ...0 an2 � � � ann

����������� = (�1)i�1 ���������ai1 ai2 � � � ain0... Ahi1i0 ���������= (�1)i�1ai1jAhi1ij = ai1Ai1
であることに注意する．今，A = (a1; : : : ;an)とおくと，a1 = a11e1 + � � �+ an1enである
ので， jAj = a11A11 + � � �+ an1An1
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となる．次に，j � 2としてAの第 1列を第 j列で置き換えてできる行列をA0とする．す
ると，各 1 � i � nに対して，A0hi1i = Ahi1iであり，Ai1 = A0i1である．A0の第 1列= A
の第 j列であることに注意して上の結果を用いると，0 = jA0j = a1jA11 + a2jA21 + � � �+ anjAnj
を得る．さらに，ja1; � � � ;anj = (�1)j�1jaj;a1; : : : ;aj�1;aj+1; : : : ;anj
を用いると他の場合も示すことができる．(ii) (i)を tAに対して適用させればよい．�
この定理の (i)の i = jの場合を第 i行に沿った余因子展開といい，(ii)の i = jの場合

を第 j列に沿った余因子展開という．n次正方行列A = (aij)に対して，(i; j)成分がAの (j; i)余因子Ajiとなる行列eA = (Aji)
をAの余因子行列という．定理 8.21より，以下を得る．
定理 8.22 n次正方行列Aに対して，A eA = eAA = jAjEn
が成り立つ．特に，jAj 6= 0のとき， A�1 = 1jAj eA
となる．

余因子展開は，行列式の計算上有用だが，実際の計算においては直接適用させるので

はなく，以下のような操作を用いて行列を簡単なものに変形させておいてから用いるのが

有効である．

定理 8.23 A = (aij)を n次正方行列とする．(i) Aの一つの列（または行）を 倍すると行列式は 倍になる．即ち，�������a11 � � � a1j � � � a1n... ... ...an1 � � � anj � � � ann������� =  jAj; �����������
a11 � � � a1n... ...ai1 � � � ain... ...an1 � � � ann

����������� =  jAj



線型代数学演習 A, B 要約（  河野明・阿部拓郎・佐藤隆夫） 80(ii) Aの二つの列（または行）を入れ替えると行列式は�1倍になる．即ち，�������a11 � � � a1j � � � a1i � � � a1n... ... ... ...an1 � � � anj � � � ani � � � ann������� = � �������a11 � � � a1i � � � a1j � � � a1n... ... ... ...an1 � � � ani � � � anj � � � ann�����������������������
a11 � � � a1n... ...aj1 � � � ajn... ...ai1 � � � ain... ...an1 � � � ann

���������������� = �
����������������
a11 � � � a1n... ...ai1 � � � ain... ...aj1 � � � ajn... ...an1 � � � ann

���������������� ;(iii) Aの一つの列（または行）を 倍して，他の列（または行）に加えても行列式の値
は変わらない．即ち，�������a11 � � � a1i + a1j � � � a1j � � � a1n... ... ... ...an1 � � � ani + anj � � � anj � � � ann������� = �������a11 � � � a1i � � � a1j � � � a1n... ... ... ...an1 � � � ani � � � anj � � � ann�����������������������

a11 � � � a1n... ...ai1 + aj1 � � � ain + ajn... ...aj1 � � � ajn... ...an1 � � � ann
���������������� =

����������������
a11 � � � a1n... ...ai1 � � � ain... ...aj1 � � � ajn... ...an1 � � � ann

���������������� ;
注意 8.24 Aを n次正方行列とする．(i) Aの一つの列（または行）の成分がすべて 0であれば jAj = 0.(ii) Aのある列（または行）が，別の列（または行）のスカラー倍ならば，jAj = 0.
行列式を計算するときのコツ

余因子展開を用いて行列式を計算しようとするとき，余因子展開の性質から，どの行ま

たはどの列に関して展開を行っても行列式を計算できる．従って，計算量を少なくするに

は，なるべく成分に 0が多い行または列に適用させるのがよい．また，成分に 0を持つよ
うな行（または列）がないときは，行列の基本変形（特に定理 8.23の (i)と (iii)）を用い
てどれかの行（または列）を一つの成分が 1で残りが 0となるように変形してしまうと，
その後の計算が楽である．
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与えられた行列の形によっては，特殊な工夫をすると素早く計算できたりすることも

あるので，上記の操作がすべての場合において計算を簡略するための最善の方法というわ

けではないが，大抵の場合においては有効である．

例 8.25 3次正方行列 A = 0� 1 3 �1�1 1 22 2 �11A
の行列式を計算せよ．

解答Aに以下のような行基本変形(1) 2行目に 1行目を足す．(2) 3行目に 1行目の�2倍を足す．(3) 3行目に 2行目の 1倍を足す．
を行った行列をA0とすると， A0 = 0�1 3 �10 4 10 0 2 1A
となる．従って，jAj = jA0j = 8を得る．�8.4 小行列式と階数A = (aij) = (a1; : : : ;an)をK係数 (m;n)行列，e1; : : : ; enをKnの基本ベクトル，e01; : : : ; e0m
をKmの基本ベクトルとする．t個の行番号 i1; : : : ; it及び，s個の列番号 j1; : : : ; jsを選び，E(j1; : : : ; js) = (ej1 ; : : : ; ejs); E 0(i1; : : : ; it) = (e0i1 ; : : : ; e0it)
とおく．すると，AE(j1; : : : ; js) = (aj1; : : : ;ajs)であり，tE 0(i1; : : : ; it)AE(j1; : : : ; js) = 0B�ai1;j1 � � � ai1;js... ... ...ait;j1 � � � ait;js1CA
となる．即ち，これはAから i1; : : : ; it行及び，j1; : : : ; js列を抜き出して作った行列であ
る．特に，t = s = rのとき，r次正方行列0B�ai1;j1 � � � ai1;jr... ... ...air;j1 � � � air;jr1CA
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の行列式をAの r次の小行列式といい，便宜上A�i1 � � � irj1 � � � jr�
と表す．

このとき，以下のことが成り立つ．rankA = r ()ある 1 � j1 < � � � < jr � nが存在して;rankAE(j1; : : : ; jr) = rank(aj1; : : : ;ajr) = r() rank t(AE(j1; : : : ; jr)) = r()ある 1 � i1 < � � � < ir � mが存在して;rank (tE(j1; : : : ; jr) tA E 0(i1; : : : ; ir)) = r() rank tE 0(i1; : : : ; ir)AE(j1; : : : ; jr) = r() r次正方行列 0B�ai1;j1 � � � ai1;jr... � � � ...air;j1 � � � air;jr1CA
が正則行列() A�i1 � � � irj1 � � � jr� 6= 0

特に，ある 1 � i1 < � � � < is � m, 1 � j1 < � � � < js � nに対して，0B�ai1;j1 � � � ai1;js... � � � ...ais;j1 � � � ais;js1CA = tE(j1; : : : ; js) tA E 0(i1; : : : ; is)
が正則行列であれば，s = rank tE(j1; : : : ; js) tA E 0(i1; : : : ; is) � rankA = r
が成り立つ．8.5 演習問題

問題 8.1 (1) 以下の対称群の元 �1, �2について, その逆元を求めよ.�1 = �1 2 33 1 2� �2 = �1 2 3 43 4 1 2�(2) 以下の対称群の元 �1; �2を互換の積であらわし, その符号を求めよ.�1 = �1 2 33 1 2� �2 = �1 2 : : : n� 1 n2 3 : : : n 1�
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問題 8.2 以下の行列Aの行列式 detAを求めよ.
(1) A = 0�2 12 �10 8 �70 0 5 1A (2) A = 0�1 1 21 2 12 1 11A (3) A = 0BB� 1 2 1 4�2 3 �1 �20 �9 0 40 0 3 �71CCA
問題 8.3 (1) An = O (n � 1)が成り立っているなら, detA = 0となることを示せ.(2) Aを, 整数を成分とするn次正方行列とする. もし逆行列A�1が存在してその成分が
すべて整数ならば, detA = �1となることを示せ.(3) (2)の逆を示せ. すなわち整数を成分とするn次正方行列Aが detA = �1を満たし
ていたら, 逆行列A�1が存在してその成分がすべて整数となることを示せ.
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本講の目標� 行列の基本変形を利用して，連立斉一次方程式の基本解を求める．� 連立斉一次方程式の解法を利用して，一般の連立一次方程式の一般解を求める．� �9.1 連立斉一次方程式の解法Kを体とする．（分かりにくい場合は，K = R 又は C と思ってよい．）まず，K係数連立
一次方程式 8>>>><>>>>:a11x1 + � � �+ a1nxn = 0 � � � 1a21x1 + � � �+ a2nxn = 0 � � � 2...am1x1 + � � �+ amnxn = 0 � � � m (4)
を解くことを考えよう．このような形の連立一次方程式を連立斉一次方程式という．

今， A = 0BBB�a11 a12 � � � a1na21 a22 � � � a2n... ... ... ...am1 am2 � � � amn
1CCCA ; x = 0B�x1...xm1CA

とおくと，連立一次方程式 (4)は Ax = 0
と表わされる．Ax = 0の解全体の集合を W (A) = fx 2 Kn jAx = 0g
とおくと，W (A) = Ker�Aであり，W (A)はKnの部分空間となる．これをAx = 0の解
空間という．また，解空間の基底をAx = 0の基本解という．（一般に，基本解は無数にあ
ることに注意せよ．）特に，x = 0は常にAx = 0の解であり，自明な解という．
以下の定理は解空間の次元を計算する上で重要である．

定理 9.1 (i) Ax = 0が自明でない解を持つ．() a1; : : : ;anが一次従属である．(ii) dimW (A) = dim(Ker�A) = n� dim(Im�A) = n� rankA
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次に，方程式Ax = 0を具体的に解くこと，即ち，基本解を求めることを考えよう．ま

ず，(4)について次の変形をしても解の集合は変わらないことに注意する．(I) kを k+ � l, (k 6= l)で置き換える．(II) 式の順序を変える．(III) kの両辺を � 6= 0倍する．
（中学校で習った連立方程式の解法を思い出してほしい．）すると，これらの変形はそれぞ

れ，行列Aに(I)' (k行)が，(k行) +� (l行)になる．(II)' 行の順序を変える．(III)' k行を � 6= 0倍する．
という行基本変形を施すことに対応している．

そこで，行基本変形によりAが階段行列 (1 � j1 < j2 < � � � < jr � n)0BBBBBBBBBB�
j1 j2 � � � jr1 0 � � � 0 1 � � � � � � � �2 0 � � � � � � � � � 0 1 � � � � � �... � � � � �r 0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0 1 �O � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � O

1CCCCCCCCCCA
の形に変形されたとする．このとき，さらに行基本変形を行い，jr列，jr�1列，: : : , j1列
をそれぞれ er; : : : ; e1に変形したものをA0とする．ここで，各 eiたちはKmの基本ベク
トルを表す．Case 1 j1 = 1, j2 = 2; : : : ; jr = rとなる場合．このときA0は�Er A00O O�
なる形をしている．そこで，(n; n� r)行列��A00En�r�
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に対して， �Er A00O O���A00En�r� = O
であり，rank��A00En�r� = n� rなので，��A00En�r�の n� r個の列ベクトルがW (A)の基底
になることが分かる．これが求める基本解である．Case 2 一般の場合．j1, : : : , jrの残りの列番号を小さい方から順にk1, : : : , kn�rとし，n次正方行列 P = (ej1 ; : : :ejr ; ek1; : : : ; ekn�r) を考える．すると，A0P = �Er A00O O�
である．このとき，x 2 W (A0P )() (A0P )x = 0() A0(Px) = 0() Px 2 W (A0)
であるから，Case 2の場合は次のようにすればよい．即ち，Case 1の方法で (A0P )x = 0
の基本解を求め，それらをx01; : : : ;x0n�rをとするとき，Px01; : : : ; Px0n�rが求めるAx = 0の基本解である．
実際，x0 2 W (A0P )のとき，A0(Px0) = (A0P )x0 = 0であるから，Px0 2 W (A0)となる．P は正則行列であるので，全てのx 2 W (A0)に対して，Px0 = xとなる x0 2 Knが存在
する．A0(Px0) = A0x = 0なのでx0 2 W (A0P )．従って，W (A0)の各元は Px0,x0 2 W (A0P )の形をしている．よって，x01; : : : ;x0n�rが (A0P )x = 0の基本解（W (A0P )
の基底）のとき，W (A0)の各元は Px01; : : : ; Px0n�rの一次結合であり，Px01; : : : ; Px0n�r
は一次独立であるからW (A0)の基底となる．つまり，Px01; : : : ; Px0n�rはA0x = 0の基本
解である．

もう少し理論的に言うと，n次正則行列 P に対して，�P は同型写像である．よって，W (A0P ) = Ker(�A0P ) = Ker(�A0 Æ �P ); W (A0) = Ker(�A0)
であるから，�P は同型写像 �0P : W (A0P ) ! W (A0)を定める．また，�0P (x) = �P (x) =Pxである．従って，(A0P )x = 0の基本解（W (A0P )の基底）が x01; : : : ;x0n�r のとき，Px01; : : : ; Px0n�rはA0x = 0の基本解（W (A0)の基底）である．
上述の議論が分かりにくい場合は次のように考えてもよい．一般に Aが (m;n)行列

で，rankA = r なるものとする．すると，dimW (A) = n � r であり，Ax = 0の基
本解を x1; : : : ;xn�r とするとき，X = (x1; : : : ;xn�r)とおく．X は (n; n � r)行列で，rankX = n�r，AX = Oを満たす．逆に，rankX = n�rであるような (n; n�r)行列X
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で，AX = Oを満たすものがあれば，Xの n� r個の列ベクトルがAx = 0の基本解にな
る．これを踏まえると，次のことが分かる．Qがm次，P が n次正則行列で，QAP = ~A
なるものとする． ~Ax = 0の基本解を x1; : : : ;xn�rとし，X = (x1; : : : ;xn�r)とおく．す
ると， O = ~AX = Q�1 ~AX = Q�1 ~A(P�1P )X = (Q�1 ~AP�1)(PX)
が成り立つ．今，A = Q�1 ~AP�1であるから，A(PX) = Oとなる．ここで，P は n次正
則行列であったから，rankP = rankX = n � r である．ゆえに，上の注意から PX のn� r個の列ベクトルがAx = 0の基本解となる．
この議論を Case 2の場合に適用させてみよう．階段行列 A0 に対して，f1; : : : ; ng nfj1; : : : ; jrgの元を小さい順に並べたものを k1 < k2 < � � � < kn�rとし，n次正方行列P をP = (ej1; : : :ejr ; ek1; : : : ; ekn�r)

で定める．すると P は正則で， A0P = �Er A00O O� = ~A
である．従って，あるm次正則行列 Qが存在して，QA = A0，QAP = ~Aとなってい
る．(n; n � r)行列 ��A00En�r�の nr個の列ベクトルは ~A = 0の基本解を与えることから，P ��A00En�r�の n� r個の列ベクトルはA = 0の基本解を与えることが分かる．
以上により，連立方程式Ax = 0の基本解x1; : : : ;xn�rが求まった．従って，その一

般解は x = 1x1 + � � � n�rxn�r; 1; : : : ; n�r 2 K
で与えられる．

例 9.2 連立斉一次方程式 (x1 � x2 = 02x1 � 2x2 = 0
の基本解を求めてみよう． A = �1 �12 �2�
とする．Aに行基本変形を施すと，�1 �12 �2�! �1 �10 0 �
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となる．従って，r = 1, A00 = �1となっている．よって，x1 = ��A00E1 � = �11�
が求める基本解である．

例 9.3 連立斉一次方程式 (x1 + x2 + x3 = 02x1 + 2x2 + 2x3 = 0
の基本解を求めよ． A = �1 1 12 2 2�
とする．Aに行基本変形を施すと，A = �1 1 12 2 2�! �1 1 10 0 0�
となる．従って，r = 1, A00 = �1 1�となっている．よって，��A00E2 � = 0��1 �11 00 1 1A
となり， x1 = 0��110 1A ; x2 = 0��101 1A
が求める基本解である．

注意 9.4 行列Aに対して，Ker(A)の基底を求めることと，連立方程式系Ax = 0の基本
解を求めることは本質的に同じことである．

注意 9.5 基本解とは解空間の基底の一組のことで，一つの解という意味ではない．解空
間の次元が1次元である場合には，基本解を与えることと非自明な解を一つ与えることは
本質的に同値であるが，これはあくまでも特殊な場合であることに注意されたい．

注意 9.6 基本解を求める際に，出てきた答えが解空間の次元と合っていないような答案
がしばしば見受けられる. 解答を書き終えた後は必ず，次元の確認，及び検算を忘れない
ようにしてほしい．
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各 1 � i � m, 1 � j � nに対して aij, bi 2 Kとするとき，一般の連立一次方程式8>>>><>>>>:a11x1 + � � �+ a1nxn = b1 � � � 1a21x1 + � � �+ a2nxn = b2 � � � 2...am1x1 + � � �+ amnxn = bm � � � m (5)
を解くことを考えよう．斉一次方程式の場合と同様に，A = 0BBB�a11 a12 � � � a1na21 a22 � � � a2n... ... ... ...am1 am2 � � � amn

1CCCA ; x = 0B�x1...xm1CA ; b = 0B� b1...bm1CA
とおくと，連立一次方程式 (5)は Ax = b
と表わされる．この連立一次方程式を解くために，次の (m;n+ 1)行列(A; b) = 0BBB�a11 a12 � � � a1n b1a21 a22 � � � a2n b2... ... ... ... ...am1 am2 � � � amn bm

1CCCA
を考える．(A; b)を方程式Ax = bの拡大係数行列という．
さて，斉一次方程式の場合と同様に，(5)に (I), (II), (III)の変形を施しても解の集合

は変わらない．この操作は，Ax = bの拡大係数行列 (A; b)に行基本変形を施すことに対
応している．

そこで，行基本変形により (A; b)が階段行列 (1 � j1 < j2 < � � � < jr � n+ 1)0BBBBBBBBBB�
j1 j2 � � � jr1 0 � � � 0 1 � � � � � � � �2 0 � � � � � � � � � 0 1 � � � � � �... � � � � �r 0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0 1 �O � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � O

1CCCCCCCCCCA
の形に変形されたとする．



線型代数学演習 A, B 要約（  河野明・阿部拓郎・佐藤隆夫） 90Case 1 jr = n+ 1となる場合．このとき対応する r番目の方程式は0x1 + 0x2 + � � �+ 0xn = 1
となり，これは矛盾．従って，(5)は解を持たない．Case 2 jr � nの場合．このとき，行に関する基本変形を続けて，jr列，jr�1列，: : : ,j1列をそれぞれ er; : : : ; e1に変形したものを (A0; b0)とおく．ここで，b0は第 n+ 1列ベ
クトルを表し， b0 = 0BBBBBBB�

b01...b0r0...0
1CCCCCCCA

とおく．このとき， x0 = 0B�x1...xn1CA
を xj = (b0k; ある kが存在して j = jk; (1 � k � r);0; それ以外

(6)
で定めると，A0x0 = b0であり，(5)に解が存在する．
実際，これは次のように考えても分かる．今，r � nなので，bb0 2 Knを

bb0 = 0BBBBBBB�
b01...b0r0...0
1CCCCCCCA

で定めると，j1 = 1; j2 = 2; : : : ; jr = rのときは，
A0bb0 = �Er A00O O�0BBBBBBB�

b01...b0r0...0
1CCCCCCCA = 0BBBBBBB�

b01...b0r0...0
1CCCCCCCA = b0
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なので，x0 = bb0はAx = bの解である．一般の場合は，斉次方程式の解法のときに用い
た n次正則行列 P で A0P = �Er A00O O�
なるものを用いると， A0(P bb0) = (A0P )bb0 = �Er A00O O� bb0 = b0
となるので，x0 = P bb0がAx = bの解である．このとき，(6)で定めた xj, (1 � j � n)に
対して， P bb0 = 0B�x1...xn1CA
となっている．

従って，次の定理が得られる．

定理 9.7 (5)に解が存在する() jr � n() rankA = rank(A; b)
このことは， b 2 Im(�A)() b 2 ha1 : : : ;ani () rankA = rank(A; b)
からも分かる．

さて，x0をAx = bの任意の解とすると，A(x0 � x0) = Ax0 � Ax0 = b� b = 0
であるから， x0が (5)の解() x0 � x0 2 W (A)
となる．ゆえに，Ax = 0の基本解をx1; : : : ;xn�rとするとき，Ax = bの一般解はx = x0 + 1x1 + � � �+ n�rxn�r; 1; : : : ; n�r 2 K
で与えられる．

このうように，Ax = bの一般解は，対応する連立斉一次方程式Ax = 0の基本解を
利用して求めることができることが分かる．Ax = 0をAx = bに同伴する斉次方程式と
いう．また，Ax = bの一つの解 x0を取り上げたとき，これをAx = bの特殊解という．
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例題 9.8 体Kの元を係数とする 3次正方行列A = 0�1 2 12 1 13 3 21A ; b = 0�1011A
に対して，次の問いに答えよ．(1) Ax = 0の基本解を一組求めよ．(2) Ax = bを解け．
解答 (1) Aは行基本変形により A0 = 0�1 0 130 1 130 0 01A
に変形される．ゆえに， x = 0��13�131 1A
はAx = 0の 1つの基本解となる．(2) まず，Ax = bの解を 1つ見つける．そのために (A; b)を行基本変形すると0�1 0 13 �130 1 13 230 0 0 0 1A
となる．ゆえに， x0 = 0��13230 1A
とおくと，x0はAx = bの 1つの解となる．よって，(1)の結果より，Ax = bの任意の
解は x = x0 + 0��13�131 1A ;  2 R
と書ける．Ax = bの解集合の幾何学的な形
上述の結果より，Ax = bの一般解は，一つの特殊解x0と，同伴する斉次方程式Ax = 0
の和で表される．これは，Ax = 0の解集合である Rnの部分空間W (A)を，特殊解x0の
分だけ平行移動したものであることを意味している．
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PSfrag replaements

W (A) = Ker(fA)
W (A) + x0x0O Rn

9.3 Cramerの公式
連立一次方程式 (5)において，n = mかつAが正則（jAj 6= 0）な場合を考えよう．Aの
余因子行列を eAとすると Ax = b() x = A�1b = 1jAj eAb:
ここで，AjをAの j列を bで置き換えた行列とし，jAjjの j列についての展開を考えるとx = 0B�x1...xn1CA ; xj = jAjjjAj
が得られる．これをCramerの公式という．一般に，計算の煩雑さから，この公式を実際
の方程式を解くのに使うことは稀で，飽くまで理論的な公式である．9.4 部分空間の基底と次元

連立方程式の基本解を求める方法を利用して，ベクトル空間の部分空間の基底と次元を求

めてみよう．といっても，することは本質的に基本解を求める操作と同じである．以下，Kを体とする．
例題 9.9 K3の部分空間V = (0�x1x2x31A ����� x1 = x2 = x3); W = (0�x1x2x31A �����x1 = x2 + x3)
の基底と次元を求めよ．

解答 V は連立斉一次方程式 (x1 � x2 = 0x1 � x3 = 0
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の解空間である．そこで， A = �1 �1 01 0 �1�
とおいて，Aに行基本変形を施すと，A = �1 �1 01 0 �1�! �1 �1 00 1 �1�! �1 0 �10 1 �1�
となる．よって，r = 2, A00 = ��1�1�より，x1 = ��A00E1 � = 0�1111A
が求める基本解である．従って，x1が V の基底で，dim(V ) = 1を得る．
一方，W は（連立）斉一次方程式x1 � x2 � x3 = 0

の解空間である．そこで， A = �1 �1 �1�
とおくと，r = 1, A00 = ��1 �1�より，��A00E2 � = 0�1 11 00 11A
を得る．ゆえに， x1 = 0�1101A ; x2 = 0�1011A
が求める基本解である．従って，x1;x2がW の基底で，dim(W ) = 2． �
例題 9.10 線型写像 f : K2 ! K3, g : K3 ! K3をf��xy�� = 0�x + yxx� y1A ; g�0�xyz1A� = 0� 2x+ z�x + yx+ y + z1A
で定める．このとき，Ker(f), Ker(g)の基底と次元を求めよ．
解答 Ker(f)は連立斉一次方程式 8><>:x + y = 0x = 0x� y = 0
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の解空間である．そこで， A = 0�1 11 01 �11A
とおいて，Aに行基本変形を施すと，A = 0�1 10 �10 �21A! 0�1 10 10 01A! 0�1 00 10 01A
となる．よって，r = 2となり，dim(Ker(f)) = 2� 2 = 0．即ち，Ker(f) = f0gである．Ker(g)は連立斉一次方程式 8><>:2x+ z = 0�x + y = 0x+ y + z = 0
の解空間である．そこで， A = 0� 2 0 1�1 1 01 1 11A
とおいて，Aに行基本変形を施すと，A! 0�1 1 10 2 10 �2 �11A! 0�1 0 120 1 120 0 01A
となる．よって，r = 2，A00 = � 1212�より，x1 = ��A00E1 � = 0��12�121 1A
が求める基本解である．従って，x1がKer(g)の基底で，dim(Ker(g)) = 1を得る．�9.5 いろいろな概念と連立一次方程式Kを体とし，数ベクトル空間 V = Knのベクトル，a1 = 0B�a11...an11CA ; a2 = 0B�a12...an21CA ; : : : ; am = 0B�a1m...anm1CA ; b = 0B�b1...bn1CA
を考える．また，(n;m)行列A = (aij)及び，8>>>><>>>>:a11x1 + a12x2 + � � �+ a1mxm = b1a21x1 + a22x2 + � � �+ a2mxm = b2... ...an1x1 + an2x2 + � � �+ anmxm = bn (7)
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なる連立方程式を考える．以下，よく使う事実を連立方程式の言葉で言い換えたものを表

にまとめておくので適宜活用して欲しい．a1; : : : ;amが一次独立 b = 0の場合の連立方程式 (7)が自明な解しか持たない．a1; : : : ;amが一次従属 b = 0の場合の連立方程式 (7)が非自明な解を持つ．bが a1; : : : ;amの一次結合 連立方程式 (7)が解を持つ．a1; : : : ;amが基底 任意の bに対して連立方程式 (7)はただ一つの解を持つ．0BB�x1...xm1CCA 2 Ker(fA) (x1; : : : ; xm)が，b = 0の場合の連立方程式 (7)の解．b 2 Im(fA) 連立方程式 (7)が解を持つ．rankA = m（fAは単射） 任意の bに対して連立方程式 (7)の解は高々1個．rankA = n（fAは全射） 任意の bに対して連立方程式 (7)が解を持つ．9.6 演習問題

問題 9.1 以下の各連立一次方程式の基本解を一組求めよ. また解空間の次元を計算せよ.(1) 8>>><>>>:2x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 04x1 + 2x2 � 2x3 = 0�2x1 � x2 � x3 � 2x4 = 02x1 + x2 + 2x3 + 3x4 = 0 (2) 8><>:3x1 � 2x2 + x3 + x5 = 0x1 � x2 + x3 � 2x4 + x5 = 02x1 + x2 � 3x3 + x4 + 3x5 = 0
問題 9.2 以下の各連立一次方程式の一般解を求めよ．(1) 8><>:x + y + z = 1x + 2y + 2z = 1x + 2y + 3z = 1 (2) 8>>><>>>:x + 4y � 7z + w = 12x+ y � z + 2w = 1�7y + 13z = �13x� 2y + 5z + 3w = 1
問題 9.3 A;Bを n次正方行列とする.(1) Aの階数が n� 1のとき, その余因子行列 ~Aの階数は 1であることを示せ.(2) ~Aの一行目を �a11 a12 � � � a1n�
とあらわす. a11 6= 0のとき, 連立一次方程式~Ax = 0
の基本解を求めよ. （ただし (1)は用いてよい.）(3) Bの階数が n� 2以下のとき, その余因子行列 ~Bの階数は 0になることを示せ.
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例題 10.1 R3 のベクトルa1 = 0�3111A ; a2 = 0�2461A ; a3 = 0� 10�11A
は一次独立であることを示せ．

解答 実数の組 x; y; zに対して，xa1 + ya2 + za3 = 0が成り立つとする．すると，これ
は連立方程式 8><>:3x+ 2y + z = 0 � � � � � � 1x+ 4y = 0 � � � � � � 2x+ 6y � z = 0 � � � � � � 3
を考えることと同値である． 2を用いて， 1及び， 3 から xを消去すると，(�10y + z = 0 � � � � � � 102y � z = 0 � � � � � � 30
となる． 10 + 30より，�8y = 0となるので，y = 0．これを 10に代入して，z = 0を得
る．従って， 2より，x = 0となる．即ち，上の連立方程式は自明な解 (x; y; z) = (0; 0; 0)
しか持たない．ゆえに，a1;a2;a3は一次独立である．�
例題 10.2 Q (p�1) = fa + bp�1 2 C j a; b 2 Qg � C は, 複素数の和及び積を考えるこ
とで体になることを示せ.
解答 まず，0; 1 2 Q (p�1)に注意する．次に，Q(p�1)は四則演算で閉じていることを
示そう．そこで，任意の x = a + bp�1, y =  + dp�1, a; b; ; d 2 Q に対して，x + y; xy; �x 2 Q(p�1)
であることは明らか．よって，x 6= 0のとき，x�1 2 Q (p�1)であることを示せばよい．
すると， x = 0 () a = b = 0
であるから， x 6= 0 =) a2 + b2 > 0:
よって，x 6= 0のとき，x�1 = xjxj2 = aa2 + b2 � ba2 + b2p�1 2 Q(p�1)



線型代数学演習 A, B 要約（  河野明・阿部拓郎・佐藤隆夫） 98
を得る．

以上より，Q(p�1)は 0と 1を持ち，四則演算で閉じていることがわかった．一方，体
の公理である，交換法則，結合法則，分配法則などは，複素数体 C で既に成立している
ので，四則演算に関して閉じている C の部分集合 Q(p�1)で成立することは明らか．ゆ
えに，Q(p�1)は体である. �
例題 10.3 次数が 1次以下の R 係数多項式全体の集合をS = fa+ bx j a; b 2 Rg � R[x℄
とおく．R[x℄における和とスカラー倍を用いて，Sに和とスカラー倍を導入する．即ち，� (a+ bx) + (a0 + b0x) = (a+ a0) + (b + b0)x� �(a+ bx) = �a+ �bx; � 2 R
とする．(1) 上記の和とスカラー倍に関して，Sは R 上のベクトル空間になることを示せ．(2) 1, xは Sの基底であることを示せ．
解答 (1) Sの結合法則，交換法則，分配法則などは，R[x℄のそれらから自然に導かれる．Sの零元は，多項式としての零 0 = 0 + 0x 2 S
であり，任意の Sの元 f = a+ bxに対して，f のマイナス元は�f = (�a) + (�b)x 2 S
である．これらの零元，マイナス元に対して Sがベクトル空間の公理を満たすことは明
らか．(2) まず，1, xが一次独立であることを示そう．a, b 2 R に対して，a1 + bx = 0とする．
すると，多項式の相等より，a = b = 0であるから，1, xは一次独立であることが分かる．
一方，Sの任意の元 f は a+ bxなる形に書けるので，1, xが Sを生成することも明らか．
ゆえに，1, xは Sの基底である．�
例題 10.4 aを実数とするとき，写像 f : R ! R; f(x) = axは全射か単射か理由をつけ
て答えよ．
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解答 (1) a 6= 0のとき．まず，単射性について考えよう．x; y 2 Rに対して，f(x) = f(y)
と仮定する．すると，ax = ayとなるが，a 6= 0ゆえ，両辺に a�1を掛けると，x = yと
なる．従って，f は単射．次に全射性について考えよう．任意の実数 x 2 R に対して，y = a�1x 2 R なる元を考えると，f(y) = xとなる．ゆえに，f は全射となる．よって，f
は全単射である．ちなみに，逆写像 g : R ! R は，g(x) = a�1xである．(2) a = 0のとき．任意の x 2 R に対して，f(x) = 0となるので，明らかに全射でも単射
でもない．�
例題 10.5 以下の写像は線型写像かどうか，理由をつけて答えよ．(1) f : R ! R; f(x) = 2x．(2) g : R ! R; g(x) = x + 1．
解答 (1) f が線型写像であること，即ち，和とスカラー倍を保つことを示そう．和につ
いては，任意の x; y 2 R に対して，f(x+ y) = 2(x+ y) = 2x+ 2y = f(x) + f(y)
となるので良い．スカラー倍についても，任意の x 2 R と任意の � 2 R に対して，f(�x) = 2(�x) = �(2x) = �f(x)
となるので明らか．従って，f は線型写像である．(2) 任意の x; y 2 R に対して，g(x+ y) = (x+ y) + 1 = x + y + 1
となるが，これは一般に，g(x) + g(y)と等しくない．実際，g(0) + g(1) = 1 + 2 = 3 6= 2 = g(0 + 1)
である．ゆえに，gは線型写像ではない．�
例題 10.6
以下の対応が写像かどうか調べよ．また，写像であれば線型写像かを調べよ.(1) R2 の各点 P に対して, P を直線 y = x+ 1に関して折り返した点を対応させる対応.(2) R 3 x 7! x2 2 R たる対応.
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解答 (1) 点�ab�に対して，�xy�を直線 y = x+ 1に関して折り返した点とする．する
と，これら 2つの点を結んだ線分は y = x+1に直交し，かつ中点�a+x2b+y2 �が直線 y = x+1
上にあることから， y � b = �(x� a); b + y2 = a + x2 + 1
なる関係式を得る．これを x; yについて解くと，x = b� 1, y = a + 1となる．即ち，直
線 y = x + 1に関して折り返す対応を f とすると，f��ab�� = �b� 1a+ 1�
となる．よってこの対応は (a; b)を決めれば一通りに定まるので, 写像である.
また, この対応で原点は��11 �に写るが，一般に，線型写像は零ベクトルを零ベクト

ルに写さなければならないので，これは線型写像ではない.(2) 写像であることは明らか. また，任意の a; b 2 R に対して (a+ b)2 = a2 + b2 + 2abと
なるが，一般的にこれは a2 + b2に一致しないので，この対応は線型写像ではない．�
例題 10.7 線型写像の合成は, 線型写像であることを示せ.
解答 f : V !W; g : W ! U をともに線型写像とする. x;y 2 V; a 2 Kに対して,g Æ f(x+ y) = g(f(x+ y)) (合成写像の定義)= g(f(x) + f(y)) (f の線型性)= g(f(x)) + g(f(y)) (gの線型性)= g Æ f(x) + g Æ f(y) (合成写像の定義)a(g Æ f)(x) = a(g(f(x))) (合成写像の定義)= g(af(x)) (gの線型性)= g(f(ax)) (f の線型性)= g Æ f(ax) (合成写像の定義)
より, 合成 g Æ f は V から U への線型写像である. �
例題 10.8 f 0�ab1A! = 0�2a+ b+ 3a� b+ a+ 2b+ 21A
で定義される線型写像 f : R3 ! R3 は, 全射でも単射でもないことを示せ.
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解答 (i) f が単射でないこと．f 0�ab1A! = 0 とすると，8><>:2a+ b + 3 = 0 � � � 1a� b+  = 0 � � � 2a+ 2b + 2 = 0 � � � 3
なる連立方程式を得る． 1 = 2+ 3であり， 4 = 2� 3とすると，上の連立方程式は(a� b+  = 0 � � � 23b+  = 0 � � � 4
と同値．従って，例えば  = �3とすると，b = 1, a = 4となる．即ち，f�0� 41�31A� = 0�0001A
となり, Ker(f) 6= f0gであるので f は単射ではない.(ii) f が全射でないこと．f 0�ab1A! = 0�xyz1A とすると，8><>:2a + b+ 3 = x � � � 1a� b +  = y � � � 2a + 2b+ 2 = z � � � 3
なる連立方程式を得る． 2+ 3を考えることにより，x = y+ zでなければならないこと
が分かる．従って，x 6= y + zであるような x; y; zの組に対して0�xyz1Aは f の像には含ま
れない．例えば 0�1111A 2 R3
などは, f(x)の形では表せない. よって f は全射でない. �
例題 10.9 実係数 2次正方行列 A = � 0 1�1 0�
を考える．(1) 各自然数 n � 1に対して, Anを求めよ.(2) R 成分の 2次正方行列全体のなすベクトル空間M2(R)の部分空間V = fxE2 + yA j x; y 2 Rg �M2(R)
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を考える．また，C を 1;p�1を基底とする，R 上の 2次元ベクトル空間とみなす．この
とき，線型写像 f : C ! V を, f(a+ bp�1) = aE2 + bA
で定義する．すると, f は積を保つことを示せ. 即ち，任意の複素数 �, � 2 C に対して，f(��) = f(�)f(�)
が成り立つことを示せ．

解答 (1) A4まで具体的に計算すると，A1 = � 0 1�1 0� ; A2 = ��1 00 �1� ; A3 = �0 �11 0 � ; A4 = �1 00 1�
となる．特に，A4 = E2であるから，任意の k 2 Z�0に対して,A4k+1 = � 0 1�1 0� ; A4k+2 = ��1 00 �1� ; A4k+3 = �0 �11 0 � ; A4k+4 = �1 00 1�
となる.(2) 任意の a; b; ; d 2 R に対して,f(a+ bp�1) � f(+ dp�1) = (aE2 + bA)(E2 + dA)= (a� bd)E2 + (ad+ b)A:f((a+ bp�1) � (+ dp�1)) = f((a� bd) + (ad+ b)p�1)= (a� bd)E2 + (ad+ b)A:
となるので f は積を保つ．�
注意 委細はふれないが, この f によって C と V は体として同一視することができる．
即ち，C と V は体として同型である．もし虚数単位p�1というものの存在がよくわから
ない, 現実味がなさすぎる, あるいは存在することが信じられないという人は, この同一
視を通して V を C と思ってもよい. つまり行列Aが虚数単位p�1の役割を担うことが
できるのである.
例題 10.10 体Kの元を係数とする 2次正方行列A = �2 14 2� ; P = �1 12 �2� ; Q = 14 �2 12 �1�
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を考える.(1) QP; PQを求めよ.(2) QAP を求めよ.(3) (1)と (2)を利用して, 各自然数 n � 1に対して，Anを計算せよ.
解答. (1) 計算より, PQ = QP = E2となる. つまりQは P の逆行列Q = P�1である.(2) 同様に，QAP = P�1AP = �4 00 0� となる.(3) (QAP )n = (P�1AP )n = P�1AnP であるので，An = P (QAP )nP�1
となる．一方， (QAP )n = �4n 00 0�
であるので，これを（頑張って）計算すれば,An = �2 � 4n�1 4n�14n 2 � 4n�1�
を得る. �
例題 10.11 (1) V = W = R2 に対して，f : V !W をf(�ab�) = �a + ba� b�
で定義する. この線型写像を, R2 の標準基底たちに対して行列表示せよ.(2) (1)の f に対して, v1 = �20� ; v2 = �11�
を V , W の基底としたときに，f を行列表示せよ.
解答 (1) f(�10�) = �11� ; f(�01�) = � 1�1�
より, (f(e1); f(e2)) = (e1; e2)�1 11 �1�
となるので， �1 11 �1�
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が表現行列となる.(2) f(�20�) = �22� = 2v2; f(�11�) = �20� = v1
より, (f(v1); f(v2)) = (v1; v2)�0 12 0�
となるので， �0 12 0�
が表現行列となる．�
例題 10.12 (1) V = W = R2 とし, f : V !W をf(�ab�) = �2a� 3b�a + 4b�
で定義する. この線型写像を, R2 の標準基底たちに対して行列表示せよ.(2) (1)の f に対して, v1 = �31� ; v2 = � 1�1�
を V , W の基底としたときに f を行列表示せよ.(3) 各自然数 nに対して， fn(av1 + bv2) = xv1 + yv2
とおくとき，x, yを a, b用いて表せ.
解答 (1) f(�10�) = � 2�1� ; f(�01�) = ��34 �
より, (f(e1); f(e2)) = (e1; e2)� 2 �3�1 4 �
となるので， � 2 �3�1 4 �
が表現行列となる.(2) f(�31�) = �31� = v1; f(� 1�1�) = � 5�5� = 5v2
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より, (f(v1); f(v2)) = (v1; v2)�1 00 5�
となるので， �1 00 5�
が表現行列となる.(3) (2)より, f(v1) = v1; f(v2) = 5v2である．av1 + bv2 2 V に対して,fn(av1 + bv2) = av1 + 5nbv2
となることを数学的帰納法で示す．n = 1のときは (2)より明らか．n � 2とするとき，帰
納法の仮定により，fn(av1 + bv2) = f(fn�1(av1 + bv2)) = f(av1 + 5n�1bv2)= af(v1) + 5n�1bf(v2) = av1 + 5nbv2
となり，帰納法が進むことが分かる．�
例題 10.13 体Kの元を係数とするn次正方行列全体のなすベクトル空間Mn(K)を考え
る．以下の各部分集合W について，それらがMn(K) の部分空間でないことを示せ．(1) W = fA 2Mn(K) jA2 = Eng(2) W = fA 2Mn(K) jAは正則行列 g(3) W = fA 2Mn(K) jあるB 6= Oが存在して AB = Og
解答 (1) En 2 W であるが，2En =2 W であるので，W は部分空間ではない．(2) En 2 W であるが，O = En � En =2 W となるので，W は部分空間ではない．(3) 1 � i � nに対して，(i; i)成分が 1で，他の成分がすべて 0であるような行列をDiと
おく．すると，i 6= jのとき，DiDj = Oである．従って，Di 2 W．そこで，もしW が
部分空間であるとすると， En = D1 +D2 + � � �+Dn 2 W
となる．ところが，B 6= Oなる任意のB 2Mn(K)に対して，EnB = B 6= Oであるから
これは矛盾である．従って，W は部分空間ではない．�
例題 10.14 実係数 n次正方行列全体のなすベクトル空間Mn(R)を考える．(1) A = (aij) 2 Mn(R)であって，aji = aij, (1 � i; j � n)を満たすものを対称行列とい
う．n次対称行列全体からなるMn(R)の部分集合をSymn(R)とおく．Symn(R)はMn(R)
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の部分空間であることを示せ．(2) A = (aij) 2 Mn(R)であって，aji = �aij, (1 � i; j � n)を満たすものを交代行列と
いう．n次交代行列全体からなるMn(R)の部分集合をAltn(R)とおく．Altn(R)はMn(R)
の部分空間であることを示せ．(3) Symn(R)及び，Altn(R)の次元を求めよ．
解答 (1) 明らかに，O 2 Symn(R)．また，各A = (aij); B = (bij) 2 Symn(R)に対して，A+B = (aij + bij)であり，aji + bji = aij + bijであるから，A+B 2 Symn(R)．同様に，
任意の � 2 R に対して，�A 2 Symn(R)．よって，Symn(R)は部分空間である．(2) (1)と全く同様である．(3) 各 1 � i; j � nに対して，(i; j)成分が 1で，それ以外は 0であるような行列を Eij と
おく．Eii, (1 � i � n)及び，Eij +Eji, (1 � i < j � n)は一次独立であり，全て Symn(R)
に属する．さらに，任意のA = (aij) 2 Symn(R)に対して，A = nXi=1 aiiEii + X1�i<j�naij(Eij + Eji)
と書ける．即ち， fEii j 1 � i � ng [ fEij + Eji j 1 � i < j � ng
は Symn(R)の基底になる．ゆえに，dim(Symn(R)) = n(n + 1)=2.
一方，Eij � Eji, (1 � i < j � n)たちは一次独立であり，これらはすべて Altn(R)に

属する．また，任意の A = (aij) 2 Altn(R)に対して，aii = �aiiであるから，aii = 0で
ある．ゆえに， A = X1�i<j�naij(Eij � Eji)
と書ける．従って， fEij � Eji j 1 � i < j � ng
はAltn(R)の基底である．ゆえに，dim(Altn(R)) = n(n� 1)=2. �
例題 10.15 f : R3 ! R3 を f�0�ab1A� = 0� a+ 2a� b+ 3a� 2b + 1A
で定義される線型写像とする．このとき，f の核と像の基底と次元を求めよ．
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解答

まず，f の像から考える．任意の a = 0�ab1A 2 R3
に対して， f(a) = a0�1231A+ b0� 0�1�21A+ 0�1111A
となるので，Im(f)は 0�1231A ; 0� 0�1�21A ; 0�1111A
で生成される．ところが， 0�1111A = 0�1231A+0� 0�1�21A
であるから，Im(f)は 0�1231A ; 0� 0�1�21A
で生成されることがわかる．さらに，この 2つのベクトルは一次独立である．実際，x0�1231A + y0� 0�1�21A = 0
とすると，第 1行から x = 0となるので，第 2行より y = 0であることも分かる．従って，
これらは Im(f)の基底であることが分かる．よって，dim(Im(f)) = 2．
次に，Ker(f)について考える．次元公式から，dim(Ker(f)) = 1であることが分かる．

また， a = 0�ab1A 2 Ker(f)() 8><>:a+  = 02a� b +  = 03a� 2b +  = 0
である．この連立方程式において，第 1式を用いて第 2式から を消去すると a = bを得
る． = �a, b = aを第 3式に代入すると自明な関係式が得られるので，a 2 Ker(f)() 0� aa�a1A = a0� 11�11A
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であることが分かる．即ち，Ker(f)は 0� 11�11A
で生成される．特に，dim(Ker(f)) = 1であるので，これがKer(f)の基底になることが
分かる．�
例題 10.16 V をベクトル空間とし，f : V ! V を f 2 = f を満たす V 上の線型変換とす
る．ここで，f 2は f Æ f を表す．(1) g = idV � f とおくとき， g2 = g; f Æ g = g Æ f = O
となることを示せ．ここで，Oは零写像を表す．(2) Ker(g) = Im(f), Ker(f) = Im(g)を示せ．(3) V = Ker(f)� Im(f)となることを示せ．
解答(1) 任意のベクトルx 2 V に対して，g2(x) = g(g(x)) = g(x� f(x))= x� f(x)� f(x� f(x)) = x� f(x)� f(x) + f 2(x) = x� f(x)= g(x)
及び， (f Æ g)(x) = f(g(x)) = f(x� f(x)) = f(x)� f 2(x) = 0(g Æ f)(x) = g(f(x)) = f(x)� f(f(x)) = f(x)� f 2(x) = 0
より，求める式を得る．(2) まず，Ker(g) = Im(f)について考える．そこで，x 2 Ker(g)とする．すると，0 = g(x) = x� f(x)
より，x = f(x)を得る．即ち，x 2 Im(f)．一方，x 2 Im(f)とすると，ある y 2 V が
存在して，x = f(y)となる．このとき，(1)の結果より，g(x) = g(f(y)) = (g Æ f)(y) = 0
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となるので，x 2 Ker(g)である．よって，Ker(g) = Im(f)が示される．全く同様にしてKer(f) = Im(g)も示される．(3) 任意の v 2 V に対して，gの定義から，x = g(x) + f(x)
と書ける．さらに，f(x) 2 Im(f)は明らかで，また，(2)の結果から，g(x) 2 Im(g) =Ker(f)である．ゆえに，あとはKer(f) \ Im(f) = f0gとなることを示せば良い．
そこで，x 2 Ker(f) \ Im(f)とする．x 2 Im(f) = Ker(g)ゆえ，g(x) = x� f(x) = 0

即ち，x = f(x)である．一方，x 2 Ker(f)より，f(x) = 0．従って，x = 0を得る．ゆ
えに，Ker(f) \ Im(f) = f0gを得る．�
例題 10.17 以下の実行列の階数を求めよ.A = 0�x 1 01 x 10 1 x1A ; B = 0�x y 1y 1 x1 x y1A
解答(1) rankAについて．
行列Aに次のような基本変形を施す．(i) 第 1行と第 2行を入れ換える．(ii) 第 2行に第 1行の�x倍を足す．(iii) 第 2行と第 3行を入れ換える．(iv) 第 3行に第 2行の x2 � 1倍を足す．
すると次のようになる．0�x 1 01 x 10 1 x1A! 0�1 x 1x 1 00 1 x1A! 0�1 x 10 1� x2 �x0 1 x 1A! 0�1 x 10 1 x0 1� x2 �x1A! 0�1 x 10 1 x0 0 x3 � 2x1A
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従って，x3 � 2x = 0，即ち，x = 0;�p2のとき，rankA = 2であり，x 6= 0;�p2のと
き，rankA = 3となる．(2) rankBについて．
行列Bにおいて，第 3行に第 1行及び，第 2行を加えた行列をB0とすると，B0 = 0� x y 1y 1 xx + y + 1 x+ y + 1 x + y + 11A
となる．(I). x+ y + 1 = 0のとき．
このとき，B0に次のような基本変形を施す．(i) 第 1列に第 2列と第 3列を足す．(ii) 第 1列と第 3列を入れ換える．(iii) 第 2行に第 1行の�x倍を足す．
すると次のようになる．0� x �x� 1 1�x� 1 1 x0 0 01A! 0�0 �x� 1 10 1 x0 0 01A! 0�1 �x� 1 0x 1 00 0 01A! 0�1 �x� 1 00 x2 + x + 1 00 0 01A
ここで， x2 + x+ 1 = �x+ 12�2 + 34 > 0
であるから，rankB = 2であることが分かる．(II). x+ y + 1 6= 0のとき．
このとき，B0に次のような基本変形を施す．(i) 第 3行を x + y + 1で割る．(ii) 第 1行と第 3行を入れ換える．(iii) 第 2行に第 1行の�y倍を足す．(iv) 第 3行に第 1行の�x倍を足す．
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すると次のようになる．0�x y 1y 1 x1 1 11A! 0�1 1 1y 1 xx y 11A! 0�1 1 10 1� y x� yx y 1 1A! 0�1 1 10 1� y x� y0 y � x 1� x1A
そこで，y = 1の場合は， 0�1 1 10 0 x� 10 1� x 1� x1A
となるので，x = 1のとき rankB = 1であり，x 6= 1であれば，第 2行と第 3行を入れ換
えることにより，rankB = 3であることが分かる．
次に，y 6= 1の場合を考える．このときは，さらに基本変形を続けて，(v) 第 2行を 1� yで割る．(vi) 第 3行に第 2行の x� y倍を足す．(vii) 第 3行を 1� y倍．

を施すと，0�1 1 10 1� y x� y0 y � x 1� x1A! 0�1 1 10 1 x�y1�y0 y � x 1� x1A! 0B�1 1 10 1 x�y1�y0 0 1� x + (x�y)21�y 1CA! 0�1 1 10 1 x�y1�y0 0 (1� x)(1� y) + (x� y)21A
となる．ここで，(1� x)(1� y) + (x� y)2 = x2 � xy � x + y2 � y + 1= �x� y + 12 �2 + 34(y � 1)2 > 0
となるので，rankB = 3であることが分かる．以上まとめると，rankB = 8><>:3; x + y + 1 6= 0かつ (x; y) 6= (1; 1):2; x + y + 1 = 0のとき:1; x = y = 1のとき:
となる．�
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例題 10.18 nを 2以上の自然数とする．以下のような n次正方行列

A = 0BBBBBB� 1 O Oa21 1 . . .a31 a32 . . . O... . . . . . .an1 an2 � � � an;n�1 1
1CCCCCCA ; 各 aij, (1 � j < i � n)は整数

全体からなる，Mn(R)の部分集合を�n(Z)とおく．(1) 任意のA, B 2 �n(Z)に対して，AB 2 �n(Z)を示せ．(2) P (i; j; 1)を，対角成分と (i; j)成分が 1で，それ以外は 0であるような基本行列とす
る．各 1 � j < i � n及び，任意の整数 a, bに対して，P (i; j; a)P (i; j; b) = P (i; j; a+ b)
が成り立つことを示せ．さらに，P (i; j; 1)a = P (i; j; a)
を示せ．(3) 2 � i � nとするとき，任意の整数の組 ai1; ai2; : : : ; ai;i�1に対して，D(i; ai1; : : : ; ai;i�1) = P (i; 1; 1)ai1P (i; 2; 1)ai2 � � �P (i; i� 1; 1)ai;i�1
とおくとき，D(i; ai1; : : : ; ai;i�1)を具体的に行列で表せ．(4) �n(Z)の任意の元は，D(2; a21)D(3; a31; a32) � � �D(n; an1; : : : ; an;n�1)
なる形に一意的に表わされることを示せ．(5) 任意のA 2 �n(Z)に対して，Aは正則で，A�1 2 �n(Z)となることを示せ．
解答(1) 任意の A = (aij), B = (bij) 2 �n(Z)に対して，C = AB = (ij)とおく．行列の積の
定義より， ij = nXk=1 aikbkj
であるので，aij; bijがすべて整数であれば，ijも整数である．1 � i < j � nとする．各 1 � k � iに対して，bkj = 0であり，各 i < k � nに対して，aik = 0であるので，ij = 0である．
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一方，1 � i � nとする．同様に，各 1 � k < iに対して bkj = 0であり，各 i < k � n

に対して aik = 0である．さらに，k = iのとき，aii = bii = 1ゆえ ii = 1である．
従って，C 2 �n(Z)であることが分かる．(2) P (i; j; a)P (i; j; b)は，P (i; j; b)の第 j行をa倍して第 i行に加えたものである．P (i; j; b)

の第 j行は，対角成分が 1でそれ以外は 0 であるから，第 j行を a倍したものは� j0 � � � 0 a 0 � � � 0�
となる．ゆえに，P (i; j; a)P (i; j; b) = P (i; j; a+ b)である．
一方，任意の自然数m � 1に対して，P (i; j; 1)m = P (i; j;m)となることを，mにつ

いての帰納法で示す．m = 1のときは明らか．m � 1とするとき，帰納法の仮定及び，上
の結果より，P (i; j; 1)m+1 = P (i; j; 1)mP (i; j; 1) = P (i; j;m)P (i; j; 1) = P (i; j;m+ 1)
となり，帰納法が進む．さらに，P (i; j; 1)P (i; j;�1) = P (i; j; 0) = En
であるから，P (i; j; 1)�1 = P (i; j;�1)である．従って，同様の帰納法の議論により，P (i; j; 1)�m = (P (i; j; 1)�1)m = P (i; j;�1)m = P (i; j;�m)
となることが分かる．ゆえに，任意の整数 aに対して，P (i; j; 1)a = P (i; j; a)
である．(3) (2)の結果より，D(i; ai1; : : : ; ai;i�1) = P (i; 1; ai1)P (i; 2; ai2) � � �P (i; i� 1; ai;i�1)
である．各 1 � k � i� 1に対して，P (i; 1; ai1) � � �P (i; k; ai;k)
は，第 i行が � iai1 ai2 � � � aik O 1 O �
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であり，その他の行は対角成分のみが 1でそれ以外が 0となるような，行列となることをkについての帰納法で示す．k = 1のときは明らか．そこで，k � 1とする．このとき，P (i; 1; ai1) � � �P (i; k; ai;k)P (i; k + 1; ai;k+1)
は，P (i; 1; ai1) � � �P (i; k; ai;k)の第 i列を ai;k+1倍したものを第 k + 1列に足したものであ
る．ところが，帰納法の仮定から，P (i; 1; ai1) � � �P (i; k; ai;k)の第 i列は基本ベクトル eiで
あるから，P (i; 1; ai1) � � �P (i; k; ai;k)P (i; k + 1; ai;k+1)の第 i行は� iai1 ai2 � � � aik ai;k+1 O 1 O �
であり，その他の行は対角成分のみが1でそれ以外が 0となるような，行列になる．よっ
て帰納法が進む．

これより，

D(i; ai1; : : : ; ai;i�1) =
0BBBBBBBBBB�

EO . . .O Ei ai1 � � � ai;i�1 1O � � � � � � O E
1CCCCCCCCCCA

となることが分かる．(4) (3)と同様の議論により，D(2; a21)D(3; a31; a32) � � �D(n; an1; : : : ; an;n�1)は，単位行列Enから出発して，� e2を a21倍したものを第 1列に加える．� e3を a31倍したものを第 1列に加える．� e3を a32倍したものを第 2列に加える．� ...
なる操作を施して出来上がる行列であることが分かる．従って，D(2; a21)D(3; a31; a32) � � �D(n; an1; : : : ; an;n�1) = 0BBBBBB� 1 O Oa21 1 . . .a31 a32 . . . O... . . . . . .an1 an2 � � � an;n�1 1

1CCCCCCA
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となる．ゆえに，�n(Z)の任意の行列はこのような表示を持ち，かつそれは一意的である
ことも明らか．(5) (4)より，各A 2 �n(Z)は基本行列P (i; j; 1)の積で表わされるので正則であり，(2)よ
り，A�1 2 �n(Z)であることも分かる．�
注意 10.19 上記の結果により，�n(Z)は群になることが分かる．これを，n次のハイゼ
ンベルグ群という．
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問題 11.1 p, q > 1を互いに素な 2つの素数とする．このとき，Q(pp;pq) = fa+ bpp+ pq + dppq j a; b; ; d 2 Qg � R
を考える．(1) 実数の和及び積を考えることで，Q(pp;pq)は自然に体の構造を持つことを示せ．(2) 実数の和及び積を考えることで，Q (pp;pq)は自然にQ 上のベクトル空間の構造を持
つ．このとき，Q (pp;pq)の Q 上の基底を求めよ．(3) 実数の和及び積を考えることで，Q (pp;pq)は自然に Q(pp)上のベクトル空間にな
る．このとき，Q (pp;pq)の Q(pp)上の基底を求めよ．
（分かりにくい場合は，p = 2, q = 3として考えてみよ．）
問題 11.2 p > 1を整数とし，R の部分集合Q ( 3pp) = fa + b 3pp+ ( 3pp)2 2 R j a; b;  2 Qg � R
を考える．!を 1の原始 3乗根 (�1 +p3p�1)=2とするとき，以下の問いに答えよ．(1) 任意の a; b;  2 Q に対して，(a+ b 3pp! + ( 3pp)2!2)(a+ b 3pp!2 + ( 3pp)2!) 2 Q ( 3pp)
を示せ．(2) 任意の a; b;  2 Q に対して，(a+ b 3pp+ ( 3pp)2)(a + b 3pp! + ( 3pp)2!2)(a+ b 3pp!2 + ( 3pp)2!) 2 Q
を示せ．(3) Q( 3pp)は実数の和及び積を考えることで体になることを示せ．(4) 実数の和及び積を考えることで，Q( 3pp)は Q 上のベクトル空間になる．このとき，Q( 3pp)の Q 上の基底を求めよ．
問題 11.3 Aを (n;m)次行列とする. このときある (m;n)次行列Bが存在して, ABA = A
を満たすことを示せ.
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問題 11.4 AをA tA = tAAを満たす n次正方行列とするとき, 以下の問いに答えよ.(1) v 2 Knに対して, Ax = 0となることと, tAx = 0となることは同値であることを証
明せよ.(2) k � 1を自然数とするとき, Ker(A) = Ker(Ak)が成り立つことを示せ.
次の問題では，体上ではなく, 環上の線型代数を考える. 簡単に言えば，環とは，体の

公理から逆元の存在を取り除いた公理をを満たすような代数系である．詳細は二回生以上

の内容であるが, 今やっておいても問題はない. 環の細かい性質などは割愛するので, 各
自勉強すること.
問題 11.5 S = K[x1; : : : ; xn℄を n変数多項式環とし, F をその商体とする. Sの微分全体
のなす加群Der(S)を, Der(S) = �ni=1S � ��xi
で定義する. Cn上の `個の一次式 �i = 0 (i = 1; : : : ; `) で定義される C n の中の図形（超
平面という）たちの集まりをA = fH1; : : : ; H`gとかく. これを C nの中の超平面配置とよ
ぶ. 以下の問題に答えよ.(1) D(A) = f� 2 Der(S) j �(�i) 2 Sが�iで割りきれる (i = 1; : : : ; `)g
と定義する. このときQ =Qì=1 �iとおけば,D(A) = f� 2 Der(S) j �(Q) 2 SがQで割りきれる g
であることを示せ.(2) �1; : : : ; �n 2 D(A)に対して, (i; j)成分に�j(xi)を持つようなMn(S)の行列をM(�1; : : : ; �n)
とおく. このとき, D(A) = �ni=1S � �i
となることは, detM(�1; : : : ; �n) = Q ( 2 C n f0g)
となることと同値になることを示せ. このような �1; : : : ; �nをD(A)の基底と呼ぶ.(3) Aを x1Q0 = 0 (Q0は x1を含まない一次式の積）で定義されるような C 2 中の超平面
配置とする. このときD(A)の基底を求めよ.(4) Y1�i<j�n+1(xi � xj) = 0
で定義されるような C n+1 中の超平面配置に対して, D(A)の基底を求めよ.
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問題 11.6 A = faijgを実 n次正方行列で, aii = 1; j aij j< 1n� 1 (i 6= j)を満たすものと
する. このとき x 2 Rn に対して, Ax = 0 () x = 0
となることを示せ.
問題 11.7 実係数の n次正方行列A = faijgがA3 + A = O
を満たすとする. このとき nXi=1 aii = 0
となることを示せ.
問題 11.8 V をK上のベクトル空間とする. このとき以下の (A)と (B)は同値であるこ
とを示せ.(A) V の元 v1; : : : ; vnが一次独立である.(B) dimW > 0たる任意のベクトル空間W と，W の任意の元w1; : : : ;wn に対して，f(vi) = wi; (i = 1; : : : ; n)

となるような，線型写像 f : V !W が存在する．
問題 11.9 V , W , U を有限次元ベクトル空間とし, f : V ! W; g : V ! U する. このと
き以下の (A)と (B)は同値であることを示せ.(A) Ker(g) � Ker(f).(B) h Æ f = gを満たす線型写像 h : W ! U が存在する.
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本講の目標� 計量ベクトル空間（= 内積の入ったベクトル空間）の定義と性質を理解する．� Shmidtの直交化法を用いて，計量ベクトル空間の正規直交基底を求める．� 直交補空間を理解し，その基底を求める．� 計量ベクトル空間の部分空間，及びその直交補空間への直交射影を求める．� 随伴写像と随伴行列の定義と性質を理解する．� �12.1 ベクトル空間の内積n次元複素ベクトル空間 C n のベクトルx = 0B�x1...xn1CA ; y = 0B�x1...xn1CA 2 C n
に対して， x � y = txy = x1y1 + � � �+ xnyn (8)
とおき，これを xと yの内積という．このとき，写像� : C n � C n ! C
を � (x;y) = x � yで定めると，以下の性質を満たす．x;x0;y 2 C n と � 2 C に対して，(1) (x+ x0) � y = x � y + x0 � y(2) y � x = x � y, (y � x = t(y � x) = t(ty � x) = txy = (txy) = x � y)(3) (�x) � y = �(x � y)(4) x � x � 0であり，x � x = 0() x = 0
これを一般化して，体K（K = C またはR）上のベクトル空間V と，写像 � : V�V ! K

であって，上の (1), : : :, (4)を満たすものが与えられているとき，x � yをxと yの内積と
いい，V を計量ベクトル空間という．K = R のときは，(2)の条件は y � x = x � yとなる
ことに注意する．(1), : : :, (4)から，x;y;y0 2 V と � 2 Kに対して，



線型代数学演習 A, B 要約（  河野明・阿部拓郎・佐藤隆夫） 120(1)' x � (y + y0) = x � y + x � y0(3)' x � (�y) = �(x � y)
が成り立つことが分かる．実際，(1)'については，x � (y + y0) = (y + y0) � x = y � x+ y0 � x = y � x+ y0 � x = x � y + x � y0
である．(3)'についても同様．また，0 = 0+ 0より，0 � x = (0+ 0) � x = 0 � x+ 0 � x
となるので，0 � x = 0であることが分かる．
以下，Knを計量ベクトル空間とみなすときは，特に断らない限り (8)による内積を考

える．これをKnの標準内積という．
さて，計量ベクトル空間 V の各元 x 2 V に対して，x � x � 0に注意することで，k x k= px � x � 0

が定義される．これを xの長さという．長さに関して，以下の基本的な性質が成り立つ．(1) k a k� 0, 等号成立は a = 0のときに限る．(2) k �a k= j�j k a k, � 2 K(1)については明らか．(2)については，k �x k2= (�x) � (�x) = ��(x � x) = j�j2 k x k2
より導かれる．また，� 2 K, x;y 2 V のとき，k x+ �y k2=k x k2 +j�j2 k y k2 +�(x � y) + �(x � y) (9)
が成り立つ．(9)において，� = 1, p�1とおくことにより，それぞれRe(x � y) = 12(k x+ y k2 � k x k2 � k y k2)Im(x � y) = 12(k x+p�1y k2 � k x k2 � k y k2) (10)
を得る．(10)は内積と長さの変換公式である．
定理 12.1 任意の x;y 2 V に対して，次が成り立つ．



線型代数学演習 A, B 要約（  河野明・阿部拓郎・佐藤隆夫） 121(1) jx � yj �k x kk y k (Shwarzの不等式)(2) k x+ y k�k x k + k y k (三角不等式)
証明 (1) y = 0ならば明らかに正しい．そこで，y 6= 0とする．(9)で，� = � x � yk y k2
とおくと，0 �k x+ �y k2=k x k2 + jx � yj2k y k4 k y k2 � x � yk y k2 (x � y)� x � yk y k2 (x � y)=k x k2 �jx � yj2k y k2
となるので，両辺に k y k2を乗じることで求める不等式を得る．(2) 上の式 (9)及び，(i)の結果を用いて，k x+ y k2 =k x k2 + k y k2 +2Re(x � y) �k x k2 + k y k2 +2jx � yj�k x k2 + k y k2 +2 k x kk y k= (k x k + k y k)2
となるので，求める式を得る．�
注意 12.2 K = Rのとき，上の定理の (i)は次のようにしても示すことができる．(9)より，0 �k x+ �y k2=k x k2 +2�(x � y) + �2 k y k2
がすべての � 2 R で成立する．従って，右辺を �に関する 2次式とみなすと，その判別
式を考えることにより， D=4 = (x � y)2� k x k2k y k2� 0
となり，求める式を得る．

さらに，x;y 6= 0のとき，(i)より，�1 � x � yk x kk y k � 1
となる．従って，ある � 2 R が存在してx � y =k x kk y k os �
と書けることが分かる．
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計量ベクトル空間 V の二つのベクトルx;yについてx � y = 0のとき, xと yは直交する
といい, x ? yで表す．明らかに，x ? y () y ? xである．xまたは yが 0のときは明
らかに x � y = 0である．即ち，零ベクトル 0はすべてのベクトルに直交すると考える．
計量ベクトル空間 V の 0でないベクトルの組a1; : : : ;akが各 i 6= jに対してai � aj = 0

満たすとき，a1; : : : ;akは直交系をなしているという. さらに，これらがk ai k= 1; 1 � i � k
を満たすとき，正規直交系であるという. また，直交系かつ基底であるベクトルの組を直
交基底といい，正規直交系かつ基底であるベクトルの組を正規直交基底という．

例 12.3 Knの標準基底 e1; : : : ; enは正規直交基底である．
一般に，0でない V のベクトル aに対して,b = 1k a ka

とおく．（V = Rn の場合には，bは aと同じ向きで長さが 1のベクトルである．）この bをaの単位ベクトル化という. 任意の直交系は，単位ベクトル化を行うことにより正規直交
系になる．a1; : : : ;akを計量ベクトル空間 V の直交系とし，x = �1a1 + � � �+ �kak 2 V
とする．このとき，各 1 � j � kに対して，x � aj = �j k aj k2となる．従って，x = 0
とすると，�j = 0, 1 � j � kを得る．これは，a1; : : : ;akが一次独立であることを示して
いる．即ち，直交系は一次独立である．また，a1; : : : ;anが V の直交基底であれば，任意
の x 2 V に対して， x = �1a1 + � � �+ �nan
と一意的に表わされるが，xの aj成分の係数 �jは内積を用いて，�j = x � ajk aj k2
と表されることも分かる．特に，a1; : : : ;anが正規直交基底であれば，�j = x � aj
である．
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定理 12.4 V をn次元計量ベクトル空間，a1; : : : ;akをV の直交系とする．このとき，n�k
個のベクトルak+1; : : : ;anを適当に取ることで，a1; : : : ;anが V の直交基底となるように
できる．

証明 「k < nのとき，a1; : : : ;ak;ak+1が直交系となるような ak+1 2 V が存在すること」
を示せばよい．すると，k < nなので，ある a0 =2 ha1; : : : ;akiが存在する．このとき，ak+1 = a0 � kXi=1 a0 � aik ai k2ai
とおく．すると，各 1 � j � kに対して，ak+1 � aj = a0 � aj � a0 � ajk aj k2 k aj k2= a0 � aj � a0 � aj = 0
となる．さらに，a0 =2 ha1; : : : ;akiであるから，ak+1 =2 ha1; : : : ;akiであり，特に，ak+1 6= 0を得る．�
系 12.5 V を計量ベクトル空間，a1; : : : ;akを V の一次独立なベクトルの組とする．この
とき，V の正規直交系 b1; : : : ; bkであって，各 1 � j � kに対して，ha1; : : : ;aji = hb1; : : : ; bji
となるようなものを作ることができる

証明 b1; : : : ; bkを帰納的に構成する．まず，b1 = 1k a1 ka1
とおく．次に，k � 1として，題意を満たす正規直交系がb1; : : : ; bjまで作られたとする．
このとき， a0j+1 = aj+1 � jXi=1 (aj+1 � bi)bi
とおく．すると，定理 12.4と同様の議論により，各 1 � i � jに対して，a0j+1 ? biとな
ることが分かる．そこで， bj+1 = 1k a0j+1 ka0j+1
とすれば，b1; : : : ; bj+1は求める正規直交系である．以下この議論を繰り返せばよい．�
系 12.5による，正規直交基底の構成法を Shmidtの直交化法という．上記の Shmidt

の直交化法において，a1; : : : ;ai, 1 � i � kが V の正規直交系であるときは，aj = bj,1 � j � iである．
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系 12.6 n次元計量ベクトル空間 V には正規直交基底が存在する．また，V の正規直交
系 b1; : : : ; bk が与えられたとき，適当な n � k個のベクトル bk+1; : : : ; bn を付け加えて，b1; : : : ; bnが V の正規直交基底であるようにすることができる．
計量ベクトル空間 V , V 0の間の線型写像 f : V ! V 0について，次は同値である．(1) 任意のx;x0 2 V に対して，x � x0 = f(x) � f(x0)．即ち，f は内積を保つ．(2) 任意のx 2 V に対して，k x k=k f(x) k．即ち，f は長さを保つ．

実際，(1)から (2)は明らかである．(2)を仮定すると，Re(x � x0) = 12(k x+ x0 k2 � k x k2 � k x0 k2)= 12(k f(x+ x0) k2 � k f(x) k2 � k f(x0) k2)= 12(k f(x) + f(x0) k2 � k f(x) k2 � k f(x0) k2)= Re(f(x) � f(x0))
となる． Im(x � x0) = Im(f(x) � f(x0))
についても同様である．従って，x � x0 = f(x) � f(x0)を得る．
補題 12.7 上の (1)または (2)を満たす線型写像 f は単射である．
証明 f(x) = 0とすると，k x k=k f(x) k= 0であるから直ちにx = 0が導かれる．�
上の (1)または (2)を満たす線型写像 f がさらに全射であるとき，f を計量同型写像と

いう．またこのとき，V と V 0は計量同型であるという．
例 12.8 系 12.6により，n次元計量ベクトル空間V には正規直交基底b1; : : : ; bnが存在す
る．写像 f : Kn ! V を f(ej) = bj; 1 � j � n
で定まる線型写像とすると，f は計量同型写像である．
補題 12.9 V を計量ベクトル空間，a; b 2 V とする．このとき，a = b()全ての x 2 V に対してx � a = x � b
が成り立つ．
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証明 =)は明らか．(=を示す．任意の x 2 V に対して，0 = x � a� x � b = x � (a� b)
が成り立つ．そこで，x = a� bとすれば，k a� b k2= 0より，a� b = 0を得る．�12.3 直交補空間と直交射影

計量ベクトル空間 V とその部分集合 Sに対して,S? = fx 2 V jすべての y 2 Sについて;x � y = 0g
はV の部分空間となる. 実際，0 2 S?であり，x;x0 2 S?, � 2 Kとすると，任意のy 2 S
に対して， x � y = x0 � y = 0
より，(x+ x0) � y = 0を得る．さらに，(�x) � y = �(x � y) = 0であることも分かる．こ
の S?を Sの直交補空間と呼ぶ.S, T � V とするとき，以下のことが成り立つ．(1) S � (S?)?(2) S � T であれば，S? � T?(3) V ? = f0g(4) �? = f0g? = VW を V の部分空間とする．b1; : : : ; bmがW の正規直交基底のとき，これらは V の正
規直交系であるので，あるベクトル bm+1; : : : ; bn を付け加えて，b1; : : : ; bnが V の正規直
交基底となるようにできる．このとき，任意のベクトルx 2 V に対して，x = �1b1 + � � �+ �nbn 2 V
とすると，各 1 � i � nに対して，�i = x � biであった．従って，x 2 W?であれば，�1 = � � � = �m = 0
となることが分かる．一方，x 2 hbm+1; : : : ; bniであれば，任意のy 2 Wに対して，x�y = 0
である．ゆえに， W? = hbm+1; : : : ; bni
を得る．特に，次が従う．
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補題 12.10 計量ベクトル空間 V，及びその部分空間W に対してdimW? = dimV � dimW; V = W �W?
が成り立つ．

上の議論において，bm+1; : : : ; bnがW?の正規直交基底であることも分かる．さらに，(W?)? = W も成り立つ．実際，W � (W?)?であり，dim (W?)? = n� dimW? = n� (n� dimW ) = dimW
となるので，W = (W?)?である．V を計量ベクトル空間，W を V の部分空間とする．V = W �W?より，V の任意の
ベクトルxは一意的に， x = x1 + x2; x1 2 W; x2 2 W?
と書ける．このとき，xに x1を対応させる写像 pW : V ! V をW への直交射影という.
同様に，xにx2を対応させる写像 pW? : V ! V をW?への直交射影という．即ち，任意
の x 2 V に対して x = pW (x) + pW?(x)
が成り立つ．また，上記の記号を踏襲すれば，x1 = mXi=1 (x � bi)bi; x2 = nXi=m+1(x � bi)bi = (1� pW )(x)
である．W への直交射影 pW に関して次のことが成り立つ．(1) pW Æ pW = pW(2) pW Æ (1� pW ) = (1� pW ) Æ pW = 0(3) (1� pW ) Æ (1� pW ) = 1� pWpW?についても同様である．
ここで，一般のベクトル空間の射影について考えよう．V をベクトル空間，W1;W2 � V

を部分空間であって，V = W1 �W2とする．このとき，任意の x 2 V は一意的に，x = x1 + x2; x1 2 W1; x2 2 W2
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と書ける．このとき，写像 p1; p2 : V ! V をそれぞれ，p1(x) = x1; p2(x) = x2
によって定める．p1; p2をそれぞれ，W1, W2への射影という．このとき，p1 + p2 = 1; p21 = p1; p22 = p2; p1 Æ p2 = p2 Æ p1 = 0
が成り立つ．

逆に，ベクトル空間 V 上の線型変換 p1 : V ! V で，p21 = p1なるものが与えられた
時，p2 = 1� p1とおくと， p22 = p2; p1 Æ p2 = p2 Æ p1 = 0
が成り立つ．さらに，W1 = Im(p1), W2 = Im(p2)とおくと，W1 +W2 = V である．この
とき，x 2 W1 \W2とすると，ある a; b 2 V が存在して，x = p1(a) = p2(b)となり，x = p1(a) = p21(a) = p1(x) = p1 Æ p2(b) = 0
を得る．従って，V = W1 �W2であることが分かる．12.4 随伴写像と随伴行列

複素数 C を成分とする (m;n)行列A = (aij)に対して，(n;m)行列A� = (aji)
をAの随伴行列という．A� = tAであり，x 2 C n , y 2 C m に対して，(Ax) � y = t(Ax)y = (txtA)y = tx(tAy) = tx(A�y) = tx � (A�y)
が成り立つ．

定理 12.11 V を n次元計量ベクトル空間，g : V ! Kを線型写像とする．このとき，あ
る a 2 V が一意的に存在して，

全ての x 2 V に対して g(x) = x � a
が成り立つ．
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証明 g = 0であれば，a = 0と取ればよい．g 6= 0のときは，dim(Ker g) = n� 1であり，dim(Ker g)? = 1．従って， (Ker g)? = ha0i; k a0 k= 1
なるベクトル a0 2 V が存在する．そこで，a = g(a0)a0とおく．すると，任意のx 2 V
に対して，xは x = �a0 + x0; � 2 K; x0 2 Ker g
と一意的に書ける．このとき，g(x) = �g(a0)であり，x � a = (�a0) � a = (�a0) � (g(a0)a0) = �g(a0) k a0 k2= �g(a0) = g(x)
となる．aの一意性については，補題 12.9から直ちに従う．�
定理 12.11における aを gを表現するベクトルという．一般に，g 2 V �とみなすこと

ができる．写像 � : V ! V �を �(a)(x) = x � a; x 2 V
で定めると，補題 12.9より，�は単射となる．ところが，�は C 線型写像ではない．実際，� 2 C に対して，�(�a) = ��(a)である．従って，V , V �を R 上のベクトル空間とみなす
とき，�はR 線型写像になることが分かる．とくに，dimR V = dimR V � = 2nであること
に注意すると，�は全射であることがわかる．即ち，�は全単射である．このことからも，gを表現するベクトル aの存在と一意性が分かる．V , W を有限次元計量ベクトル空間，f : V !W を線型写像，y 2 W とする．このと
き，線型写像 g : V ! Kを g(x) = f(x) � y; x 2 V
で定義する．この gを表現するベクトルを f �(y)とおく．すると，写像f � : W ! V
が定まる．

定理 12.12 上の f � : W ! V は線型写像で，任意のx 2 V と，y 2 W に対してf(x) � y = x � f �(y) (11)
が成り立つ．特に，f は (11)によって一意的に定まる．
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証明 f �が線型であること以外は自明である．そこで，f �が線型であることを示そう．任
意の x 2 V , y;y0 2 W 及び，任意の � 2 K に対して，x � f �(y + y0) = f(x) � (y + y0) = f(x) � y + f(x) � y0 = x � f �(y) + x � f �(y0)= x � (f �(y) + f �(y0))
が成り立つ．よって，補題 12.9より，f �(y + y0) = f �(y) + f �(y0)を得る．同様に，x � f �(�y) = f(x) � (�y) = �f(x) � y = �x � f �(y) = x � (�f �(y))
よって，補題 12.9より，f �(�y) = �f �(y)を得る．ゆえに，f �は線型写像である．�
上で定めた線型写像 f � : W ! V を f の随伴写像という．随伴写像に関して，以下の

基本的な性質が成り立つ．

補題 12.13 V , W , U を有限次元計量ベクトル空間，f : V !W , g : W ! U を線型写像
とするとき，以下が成り立つ．(1) f � Æ g� = (g Æ f)�(2) (1V )� = 1V(3) (f �)� = f(4) f が内積を保つ () f � Æ f = 1V(5) f が計量同型写像 () f � Æ f = 1V , f Æ f � = 1W
証明 (1) 任意の x 2 V , z 2 U に対して，(g Æ f)(x) � z = g(f(x)) � z = f(x) � g�(z) = x � f �(g�(z)) = x � (f � Æ g�(z))
及び， (g Æ f)(x) � z = x � (g Æ f)�(z)
が成り立つので求める式を得る．(2)は明らか．(3) 任意の x 2 V , y 2 W に対して，y � (f �)�(x) = f �(y) � x = x � f �(y) = f(x) � y = y � f(x)
より，(f �)�(x) = f(x)を得る．



線型代数学演習 A, B 要約（  河野明・阿部拓郎・佐藤隆夫） 130(4) 任意の a; b 2 V に対して，f が内積を保つとすると，a � b = f(a) � f(b) = a � f �(f(b)) = a � (f � Æ f(b))
であるから，b = f � Æ f(b)を得る．逆も同様である．(5) (4)の結果より，f が計量同型写像() f � Æ f = 1Vかつ f が全単射() f � Æ f = 1Vかつ f � = f�1() f � Æ f = 1Vかつ f Æ f � = 1W
を得る．�
定理 12.14 V , W を有限次元計量ベクトル空間で，dimV = dimW , f : V ! W を線型
写像とするとき，以下は同値．(1) 任意の a; b 2 V に対して，f(a) � f(b) = a � b．即ち，f は内積を保つ．(2) 任意の a 2 V に対して，k f(a) k=k a k．即ち，f は長さを保つ．(3) f は計量同型写像．(4) f �は計量同型写像．(5) f � Æ f = 1V .(6) f Æ f � = 1W .
定理 12.15 V , W を計量ベクトル空間, b1; : : : ; bn及び，1; : : : ; mをそれぞれ，V , W の
正規直交基底とする．f : V ! W を線型写像，f � : W ! V を f の随伴写像とし，これ
らの基底に関する行列表示をそれぞれ，A, Bとする．このとき，B = A�
である．

証明 各 1 � j � n及び，1 � k � mに対して，f(bj) = mXi=1 aiji; f �(k) = nXi=1 bikbi
である．このとき， akj = f(bj) � k = bj � f �(k) = bjk
であるので直ちに求める式を得る．�
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特に，Aを (m;n)行列とし，Aが定める線型写像 �A : Kn ! Kmとすると，(�A)� = �A� : Km ! Kn

となる．

補題 12.16 Aを n次正方行列とし，Aが定める線型変換 �A : Kn ! Knを考える．この
とき，以下のことが成り立つ．(I) K = R のとき．(1) �Aが計量同型写像 () Aが直交行列 (tAA = AtA = En)(2) �A = (�A)� () Aが対称行列 (tA = A)(3) �A = �(�A)� () Aが対称行列 (tA = �A)(II) K = C のとき．(1) �Aが計量同型写像 () Aがユニタリー行列 (A�A = AA� = En)(2) �A = (�A)� () Aがエルミート行列 (A� = A)(3) �A = �(�A)� () Aが歪エルミート行列 (A� = �A)
一般に，計量ベクトル空間 V 上の線型変換 f : V ! V が，f Æ f � = f � Æ f

を満たすとき，f を正規変換という．また，n次正方行列AがA�A = AA�
を満たすとき，Aを正規行列という．明らかに，�Aが正規変換 () Aが正規行列
が成り立つ．
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とおく．各 �; � 2 V �, � 2 Kに対して，(� + �)(x) = �(x) + �(x); x 2 V(��)(x) = �(�(x)); x 2 V
を考えることにより，V �に和とスカラー倍が定義される．即ち，V �にベクトル空間の構
造が入る．V �を V の双対空間という．f : V !W が線型写像で，� 2 W �のとき，� : W ! Kは線型写像であるので，� Æ f : V ! K
も線型写像である．そこで，写像 f � : W � ! V �をf �(�) = � Æ f
で定義する．f �を f の双対写像という．（f �は f の随伴写像と同じ記号だが別のものであ
ることに注意されたい．）このとき，以下のことが成り立つ．

定理 12.17 (1) f : V ! W が線型写像のとき，f � : W � ! V �も線型写像である．(2) f : V ! W , g : W ! U が線型写像のとき，(g Æ f)� = f � Æ g�; (1V )� = 1V �
が成り立つ．

証明 (1) 任意の � 2 W �, x 2 V に対して，�(f(x)) = (� Æ f)(x) = f �(�)(x)
が成立する．ゆえに，任意の �; � 2 W �に対して，f �(� + �)(x) = (� + �)(f(x)) = �(f(x)) + �(f(x)) = f �(�)(x) + f �(�)(x)= (f �(�) + f �(�))(x)
が成り立つので，f �(� + �) = f �(�) + f �(�)を得る．任意の � 2 Kに対して，f �(��) = �f �(�)となることも同様に示される．従って，f �は線型写像である．



線型代数学演習 A, B 要約（  河野明・阿部拓郎・佐藤隆夫） 133(2) 任意の � 2 U�に対して，� Æ (g Æ f) = (� Æ g) Æ f なので，(g Æ f)�(�) = f �(� Æ g) = f �(g�(�)) = (f � Æ g�)(�)
が成立する．(1V )� = 1V �については明らか．�
注意 12.18 圏論をご存知の方は，ベクトル空間 V に V �を対応させ，線型写像 f に f の
双対写像 f �を対応させることは，ベクトル空間と線型写像のなす圏からそれ自身への反
変函手であることに注意されたい．

系 12.19 f : V !W が同型写像のとき，f �も同型で，(f �)�1 = (f�1)�である．
証明 f : V !W が同型であれば，f�1 Æ f = 1V , f Æ f�1 = 1W であるから，(f�1)� Æ f � = (f Æ f�1)� = (1W )� = 1W �f � Æ (f�1)� = (f�1 Æ f)� = (1V )� = 1V �
が成り立つ．ゆえに，求める式を得る．�
定理 12.20 V を体K上の n次元ベクトル空間で，b1; : : : ; bnをその基底とする．このと
き，V �の元 f1; : : : ; fnを fi(bj) = Æij; 1 � i � n
によって定めると，f1; : : : ; fnは V �の基底になる．
証明 任意の �1; : : : ; �n 2 Kに対して，� nXj=1 �jfj�(bi) = nXj=1 �j(fj(bi)) = �i
であることに注意する．そこで，�1f1 + � � �+ �nfn = 0
とすると, �i = � nXj=1 �jfj�(bi) = 0
がすべての 1 � i � nで成立するので，f1; : : : ; fnは一次独立である．
一方，全ての � 2 V �に対して，�(bi) = �(bi)fi(bi) = � nXj=1 �(bj)fj�(bi); 1 � i � n
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であるので， � = nXj=1 �(bj)fj
となり，f1; : : : ; fnが V �を生成することが分かる．�
定理 12.20で定めた，V �の基底 f1; : : : ; fnを b1; : : : ; bnの双対基底という．V = Knのとき，V �はM(1; n;K)とみなせる．Knの標準基底 e1; : : : ; enに対して，

その双対基底 f1; : : : ; fnの行列表示を考えるとき，fi = tei = �0 � � � 1 � � � 0� ; 1 � i � n
となる．即ち，V = Kn = M(n; 1;K)のとき，V � = M(1; n;K) = fta ja 2 Kng
であり， (ta)(b) = tab
となる．ここで，左辺は写像としての taの bでの値を意味し，右辺は行列の積を意味する．
一般の場合は次のように考える．b1; : : : ; bnを V の基底とするとき，� : Kn ! V を�(ej) = bj; 1 � j � n

で定まる同型写像とすると，��は同型写像であり，(��fi)(ej) = fi(�(ej)) = fi(bj) = Æij
であるので，��(fi) = teiであり，(��)�1(tei) = fiである．即ち，(��)�1 : Kn ! V �は基
底 f1; : : : ; fnで定まる同型写像である．V をベクトル空間とするとき，各 x 2 V に対して，写像 ' : V ! (V �)�を'(x)(f) = f(x) 2 K; f 2 V �
によって定める．すると，'は線型写像である．また，'(x) = 0であれば，'(x)(f) =f(x) = 0がすべての f 2 V �について成り立つので，x = 0である．即ち，'は単射であ
る．さらに，もし dimV = n <1であれば，dim (V �)� = dimV � = dimV = n
であるから，'は全射である．この場合，'を自然な同型写像といい，この 'によって，V と (V �)�とを同一視する．
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補題 12.21 V , W をベクトル空間とし，a1; : : : ;an及び，b1; : : : ; bmをそれぞれ，V , W
の基底とする．また， h1; : : : ; hn : a1; : : : ;anの双対基底g1; : : : ; gm : b1; : : : ; bmの双対基底
とする．f : V !W を線型写像とし，f の a1; : : : ;an及び，b1; : : : ; bmに関する行列表示をCf �の g1; : : : ; gm及び，h1; : : : ; hnに関する行列表示をD
とする．このとき， D = tC
が成り立つ．

証明 各 1 � j � n及び，1 � k � mに対して，f(aj) = mXi=1 ijbi; f �(gk) = nXi=1 dikhi
であるとすると， kj = gk Æ f(aj) = f �(gk)(aj) = djk
となるので求める等式を得る．�
注意 12.22 Aを (m;n)行列，x 2 Kn, y 2 Kmのとき，線型写像 �A : Kn ! Kmにつ
いて， ty(Ax) = (tyA)x = t(tAy)x
であるので，�Aの双対写像は � tAである．
ベクトル空間 V の部分空間W に対して，W?をW? = ff 2 V � j全てのx 2 W に対して f(x) = 0g

と定める．（W の直交補空間と同じ記号であるが，別物であることに注意されたい．）
定理 12.23 ベクトル空間 V の部分空間W に対して，以下のことが成り立つ．(1) W?は V �の部分空間で，dimW? = dimV � dimW(2) (W?)? = W， （ただし，V と (V �)�の自然な同一視のもとで．）
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が成り立つ．(4) S = fW jW は V の部分空間 g，S� = fW 0 jW 0は V �の部分空間 gとし，写像 � :S ! S�を �(W ) = W?
で定めると，�は全単射で，W1 � W2 =) W?1 � W?2
が成り立つ．

証明 (1) 0 2 W?は明らか．任意の f; g 2 W?, � 2 K及び，x 2 W に対して，(f + g)(x) = f(x) + g(x) = 0; (�f)(x) = �(f(x)) = 0
であるので，W?は V �の部分空間である．また，dimW = mとおき，V の基底b1; : : : ; bnを，b1; : : : ; bmがW の基底となるようにとる．f1; : : : ; fnを b1; : : : ; bnの双対
基底とするとき，fm+1; : : : ; fnがW?の基底である．(2) 任意の x 2 W に対して， f(x) = 0; f 2 W?
であるから，'(x) 2 (W?)?．即ち，W � (W?)?であることが分かる．さらに，dim (W?)? = n� dimW? = n� (n� dimW ) = dimW
なので，W = (W?)?.(4)をまず示す．�0 : S� ! Sを �0(W 0) = (W 0)?
で定める．(W?)? = W より，�0 Æ � = 1Sとなる．同様に，� Æ �0 = 1S�も分かる．従っ
て，�, �0は全単射である．後半は自明．(3) f 2 W?1 \W?2 , xi 2 Wi, (i = 1; 2)とすると，f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2) = 0 + 0 = 0
となる．従って，f 2 (W1 +W2)?. 一方，Wi � W1 +W2であるので，(W1 +W2)?� W?i . ゆえに，(W1 +W2)? � W?1 \W?2 を得る．即ち，(W1 +W2)? = W?1 \W?2 :
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これと (2), (4)を用いると，((W1 \W2)?)? = W1 \W2; (W?1 +W?2 )? = (W?1 )? \ (W?2 )? = W1 \W2
となる．よって，�0((W1 \W2)?) = �0(W?1 +W?2 )となり，求める式を得る．�12.6 演習問題

問題 12.1 以下の，C 係数のベクトルに対して，その長さを求めよ．v1 = 0�2101A ; v2 = �p�11 � ; v3 = 0�1 +p�11�p�1p�1 1A
問題 12.2 R3 の 3つのベクトルa1 = 0�1111A ; a2 = 0��1�3�21A ; a3 = 0�0111A
を考える．(1) a1;a2;a3は一次独立であることを示せ.(2) a1;a2;a3に Shmidtの直交化法を適用して，R3 の正規直交基底を求めよ.
問題 12.3 V , W を計量ベクトル空間とする．(1) f : V ! W が計量同型写像のとき,f�1 : W ! V も計量同型写像となることを示せ.(2) f : V ! W 及び，g : W ! Xが計量同型写像のとき, g Æ f : V ! Xも計量同型写像
となることを示せ.
問題 12.4 (1) R2 の部分空間W = (a�34� 2 R2 ����� a 2 R)
に対して, その直交補空間W? の正規直交基底を求めよ.(2) R3 の部分空間 W = (a0�1111A + b0�2011A 2 R3 ����� a; b 2 R)
に対して, その直交補空間W? の正規直交基底を求めよ.(3) (2)の部分空間W とその直交補空間 W? から定まる直交射影 pW ; pW? を考える.v = 0�3211Aに対して, pW (v); pW?(v)を求めよ.
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問題 12.5 (1) V を計量ベクトル空間とし, S, T をその部分集合とする. もし S � T な
らば, S? � T?となることを示せ.(2) V を計量ベクトル空間とし, Sをその部分集合, また hSiを, Sを含む最小のV の部分
ベクトル空間とする. このとき S? = hSi?となることを示せ.
問題 12.6 Aを, C に係数を持つn次正方行列とする．このときAA�の対角成分は非負実
数となることを示せ.
問題 12.7 V を計量ベクトル空間, W をその部分ベクトル空間とする. このとき (W?)? =W を示せ.
問題 12.8 計量ベクトル空間 V のベクトル x1; : : : ;x` (` � 2)に対して, 次の不等式が成
立することを示せ. k X̀i=1 xi k� X̀i=1 k xi k :
問題 12.9 (1) F : R3 ! R3 を, 3次正方行列A = 160� 9 0 3�2 10 �2�1 �4 5 1A
の左からの掛け算として定まる線型写像とする. R3 の基底としてv1 = 0�1111A ; v2 = 0� 10�11A ; v3 = 0� 1�21 1A
を用いた場合の F の表現行列Bを求めよ.(2) V の部分ベクトル空間W を, W = Rv1 + Rv2 で定めると, W とW?は線型写像 F
で不変であることを示せ. すなわち, F (W ) � W 及び F (W?) � W?を示せ.(3) F の随伴写像 F �の, R3 の基底としてともに v1; v2; v3を用いたときの表現行列 Cを
求めよ.
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本講の目標� 行列の最小多項式を理解する．� 行列の固有値, 固有ベクトル, 固有空間を理解し計算する．� 行列の対角化について理解し，対角化可能な行列を対角化する．� 冪零行列の標準形（Jordan標準形）を理解し計算する．� �13.1 最小多項式

体K上のベクトル空間に, 積と呼ばれるもう一つの演算(a; b) 7! ab (a; b 2 R)
が定義されていて, a; b;  2 Rと � 2 Kに対して(1) (ab) = a(b).(2) 1 2 Rが存在して, 1a = a1 = a.(3) (a+ b) = a+ b.(4) a(b + ) = ab + a.(5) (�a)b = a(�b) = �(ab)
が成立するとき, RをK多元環, またはK代数という.
例 13.1 以下，K代数の例を挙げる．(1) K上の一変数多項式環K[x℄は, 通常の積などを通してK代数.(2) n次正方行列全体Mn(K)は, 行列の積に関してK代数になる．ここで，1 = Enで

ある．(3) End(V ) = ff : V ! V j f は線型変換 g は, 写像の合成を積とすることでK代数に
なる．このとき，1は恒等変換 idV である.� : Mn(K)! End(Kn)を, �(A) = �A
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で定める．ここで，�AはAを左から掛けることで得られる，Kn上の線形変換であ
る. すると，�はベクトル空間の間の同型写像となり,�(AB) = �AB = �A Æ �B = �(A)�(B)
及び, �(En) = �En = 1Knを満たす. 即ち，�はK代数としての同型写像を与える．

さて，a 2 Rと f(x) = nXi=0 �n�ixi; �i 2 Kに対して,f(a) = �0an + � � �+ �n�1a+ �n � 1; (a0 = 1とみなす．)
により, 写像 'a : K[x℄! R
を定める. すると，'aは線型写像で, h(x) = f(x)g(x)のとき,'a(h(x)) = 'a(f(x))'a(g(x));
つまり h(a) = f(a)g(a)を満たす. 実際, K代数の定義の (5)と (1)から得られる,(�a`)(�a`0) = (��)(a`�`0) = (��)a`+`0
と，(3),(4)を用いることによって容易に示される．
次に，dimKR < 1のとき（実際は，これより弱い条件 dim(Im'a) < 1が成り立つ

場合を考えればよい．），dimK K[x℄ = 1であるから, Ja = ker'aとおくと, Ja 6= f0gで
ある. 一般に，条件(1) f(x); g(x) 2 J ) f(x) + g(x) 2 J .(2) f(x) 2 J; h(x) 2 K[x℄) f(x)h(x) 2 J .
を満たす Rの部分集合 J を, Rのイデアルとよぶ. Ja も Rのイデアルである．f(x) 2K[x℄; 0 6= � 2 Kのとき, f(x) 2 JA () �f(x) 2 Ja
に注意しよう. また, f(x) = a0xn + a1xn�1 + � � �+ an
について, a0 = 1のとき f(x)をモニック (moni)な多項式, あるいは単に，モニック(moni)と呼ぶ.
以下, dimKR < 1とする. Jaに含まれる多項式 f(x) 6= 0で, 次数の一番低いもの全

体を V とする. このとき, 以下が成立する．



線型代数学演習 A, B 要約（  河野明・阿部拓郎・佐藤隆夫） 141(1) f(x) = a0xn + a1xn�1 + � � �+ an 2 V かつ a0 6= 0ならば，a�10 f(x) 2 V で, a�10 f(x)
はmoni.(2) V の中でmoniなものは一意的.

証明 (1)は明らか．(2)については，f(x); g(x) 2 V がともにmoniとすると,f(x)� g(x) 2 V なので, f(x)� g(x) = 0または, f(x)� g(x)の字数は f(x)の次数より真
に小さいはずである. よって V の定義から, f(x)� g(x) = 0となり, f(x) = g(x), よってV の中でmoniなものは一意的. �
ここで得られたmoniな多項式を fa(x)で表わし，aの最小多項式という.

定理 13.2 Ja = f fa(x)h(x) j h(x) 2 K[x℄ g.
証明 g(x) 2 Jaとする. 多項式に関する剰余の定理から，g(x) = fa(x)h(x) + r(x)
と書ける．ここで，r(x) = 0または r(x)の次数は fa(x)の次数より真に小さい. もし，r(x) 6= 0とすると, 0 = g(a) = fa(a)h(a) + r(a) = r(a)より，r(x) 2 Jaとなる．ところ
が，これは fa(x)の次数に関する仮定に反する. �
一般に，K代数Rの元 aに対して，ある b 2 Rが存在して, ab = ba = 1となるとき，aをRの正則元であるという．

定理 13.3 dimKR <1のとき, a 2 Rが正則元 () fa(0) 6= 0.
証明 [)℄ aが正則元で fa(0) = 0とする.fa(x) = x` + �1x`�1 + � � �+ �`
とおく. fa(0) = �` = 0なので,fa(a) = a` + �1a`�1 + � � �+ �`�1a = 0:b 2 Rを，ab = ba = 1なる元とするとき，bを右から掛けて,a`�1 + �1a`�2 + � � �+ �`�1 = 0:
従って， g(x) = fa(x)=x = x`�1 + �1x`�2 + � � �+ �`�1 2 Ja
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となり, fa(x)の次数の最小性に矛盾.[(℄ aの最小多項式を fa(x) = x` + �1x`�1 + � � �+ �`�1a+ �` � 1
とおく．仮定より，�` 6= 0である. 一方，0 = fa(a) = a` + �1a`�1 + � � �+ �`�1a + �` � 1
より, ���1` (a`�1 + �1a`�2 + � � �+ �`�1 � 1)a = 1
であるから, b = ���1` (a`�1 + �1a`�2 + � � �+ �`�1 � 1) とおけば, ab = ba = 1となる. 即
ち，aはRの正則元である．�R = Mn(K)なる場合において，各 A 2 Rに対して, fA(x) 2 K[x℄を Aの最小多項
式という.
注意 13.4 定理 13.3 の証明について, 以下の点に注意すること：一般に，aが右逆元を持つ ()def b 2 Rが存在して, ab = 1:aが左逆元を持つ ()def b0 2 Rが存在して, b0a = 1:
とするとき,aが右逆元を持つ ) fa(0) 6= 0) aは正則元) aが右逆元を持つ:aが左逆元を持つ ) fa(0) 6= 0) aは正則元) aが左逆元を持つ:
より, これらの四条件はすべて同値になることがわかる. このうち, \ある f(x) 2 Jaが存
在して f(0) 6= 0 ならば aが正則元"たる主張の証明は, 定理 13.3と同様にできる.
また, � 2 K に対して, fa(x + �) = g(x)とおき, a � � � 1 = bとおくと, g(b) =fa(b+ � � 1) = fa(a) = 0となるので, g(x) 2 Jbとなる. ここでもし g(0) = fa(�) 6= 0なら

ば, bも正則元となる. これらをまとめて, 以下の定理を得る.
定理 13.5 fa(�) 6= 0ならば, a+� �1は正則元である. またこの対偶を取ることで, a+� �1
が正則元でないならば, fa(�) = 0が成立する.
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体K上の n次元ベクトル空間 V の線型変換 f : V ! V が与えられたとする. V の部分空
間が, f(W ) � W
を満たす（f(X) = W とまでは要求しないことに注意．）とき，W を f-不変, あるいは f-
不変部分空間という. V と f0gはいつも f 不変である. W が f -不変部分空間のとき，f のW への制限 f 0を f 0(x) = f(x) (x 2 W )
と定めることで, W の線型変換 f 0 : W ! W が得られる.
補題 13.6 V の線型変換 f; g : V ! V たちが f Æ g = g Æ f を満たすとき, Ker(g); Im(g)
はともに f -不変となる.
証明 a 2 Ker(g)は g(a) = 0 と同値. よって，g(f(a)) = g Æ f(a) = f Æ g(a) = f(g(a)) = f(0) = 0
なので, Ker(g)は f -不変.
次に, a 2 Im(g)をとる. 定義より，ある b 2 V に対して，a = g(b)と書ける. このとき，f(a) = f(g(b)) = f Æ g(b) = g Æ f(a) = g(f(b))
となるので, Im(g)も f -不変. �
さて，V の線型変換 f : V ! V と � 2 K に対して，g = � � idV � f または，g =(� � idV � f)nとおくことにより，W� = Ker(� � idV � f) = fx 2 V j f(x) = �xg;V� = Ker((� � idV � f)n)

とおくと, 上の補題よりこれらは f -不変である.
補題 13.7 W� 6= f0g () det(� � idV � f) = 0 () V� 6= f0g:
証明 det((� � idV � f)n) = (det(� � idV � f))n より明らか. �V の線型変換 f : V ! V に対して，det(f �� � idV ) = 0となる� 2 Kを f の固有値と
いい, 0 6= x 2 W�; W�; V�をそれぞれ固有値�に属する固有ベクトル, 固有空間, 弱固有
空間という.
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補題 13.8 ある ` � 1が存在して, rankf ` = rankf `+1が成立しているとする. このときf `(V ) = f `+k(V ); (k = 1; 2; : : :)
であり, 特に rankf ` = rankf `+k; Kerf ` = Kerf `+k (k = 1; 2; : : :)が成立する.
証明 f `(V ) � f `(f(V )) = f `+1(V )で, これらは V の部分空間である. ある `に対して，rankf ` = rankf `+1ならば, dim f `(V ) = dim f `+1(V )となり，f `(V ) = f `+1(V )を得る．
このとき， f `+1(V ) = f(f `(V )) = f(f `+1(V )) = f `+2(V )
であり, kについての帰納法により，f `(V ) = f `+k(V ) (k = 1; 2; : : :)が示される．よって，rankf ` = rankf `+k; (k = 1; 2; : : :)
を得る．一方, Kerf ` � Kerf `+k; (k = 1; 2; : : :) であり,dimKerf ` = n� rankf ` = n� rankf `+k = dimKerf `+k
より, Kerf ` = Kerf `+k (k = 1; 2; : : :)が得られる. �
系 13.9 f を n次元ベクトル空間 V 上の線型変換とするとき，ある ` � nが存在して,rankf ` = rankf `+1である.
系13.9を��idV�fに適用すると, Ker((��idV �f)`) = Ker(��idV�f)`+k; (k = 1; 2; : : :)

であるので, V� = fx 2 V jある ` � nが存在して, (� � idV � f)`(x) = 0g
がわかる.Aを, K 成分の n次正方行列とするとき, AはKnの線型変換 �A : Kn ! Knを定め
る. よって �Aの固有値, 固有ベクトル, 固有空間, 弱固有空間を, それぞれAの固有値, 固
有ベクトル, 固有空間, 弱固有空間とよぶ. 多項式FA(x) = det(xEn � A) =j xEn � A j
を, Aの固有多項式という. P が n次正方行列のとき,FP�1AP (x) = j xEn � P�1AP j=j P�1(xEn � A)P j= j xEn � A j= FA(x)
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である.V の基底v1; : : : ; vnに関する fの行列表示がAのとき, FA(x)を fの固有多項式という.
他の基底による行列表示がBである場合は,あるn次正則行列P が存在して, P�1AP = B
となるので, 上の議論から FA(x) = FB(x)となる. よってこの概念は基底の取り方によら
ない. また，方程式 FA(x) = 0
の根 �を f の固有値という.
注意 13.10 A = �A11 A12O A22�のとき, FA(x) = FA11(x)FA22(x)である.FA(x)は xに関する n次の多項式で, 最高次の係数が 1, つまりmoniな多項式である.Kが代数閉体である場合（例えばK = C の場合），FA(x)はFA(x) = (x� �1)(x� �2) � � � (x� �n)
と, 一次式の積に分解できる. このとき，�1; � � � ; �nが固有値である. また,FA(x) = xn � (a11 + � � �+ ann)xn�1 + � � �+ (�1)n j A j
である. そこで， trA = a11 + � � �+ ann
とおき, Aのトレースという. 一方，FA(x) = xn � (�1 + � � �+ �n)xn�1 + � � �+ (�1)n�1 � � ��n
なので, 以下が成立する.
補題 13.11 trA = �1 + � � �+ �n; j A j= �1 � � ��n:fをn次元ベクトル空間V 上の線型変換，�を fの固有値とし, V 0 = Im((� � idV �f)n)
とする.
補題 13.12 V = V� � V 0. さらに，f が定める V�, V 0上の線型変換をそれぞれ f1, f2と
書くとき, � 6= �なる元 � 2 Kは f1の固有値ではない. また，�は f2の固有値ではない.
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証明 次元公式より，dimV� + dimV 0 = nなので, V� \ V 0 = ;を示せば良い. そこで，a 2 V� \ V 0とする. すると，ある b 2 V に対して，a = (� � idV � f)n(b)であり,0 = (� � idV � f)n(a) = (� � idV � f)2n(b)
となる. 一方，dimV = nなので, Ker(� � idV � f)2n = Ker(� � idV � f)n が成立する.
よって特に，a = (� � idV � f)n(b) = 0となる.
次に, � 6= �が f1の固有値とすると, ある 0 6= x 2 V�が存在して, f1(x) = �xが成立す
る. すると (� � idV � f)(x) = �x� f1(x) = (�� �)xであり,(� � idV � f)n(x) = (�� �)nx 6= 0
となり矛盾である. よって � 6= �は f1の固有値ではない.
最後に, �が f2の固有値であるとすると, ある 0 6= x 2 V 0が存在して, f2(x) = �xを満
たす. 定義より，ある y 2 V が存在して, x = (� � idV � f)n(y)となる. 従って，(� � idV � f)n+1(y) = (� � idV � f)(x) = �x� �x = 0
となる. 一方，dimV = nより, Ker(� � idV � f)n+1 = Ker(� � idV � f)nであるから,x = (� � idV � f)n(y) = 0となり矛盾. よって �は f2の固有値ではない. �f の相異なる固有値全体を�1; : : : ; �kとし, 固有多項式をhf (x) = (x� �1)d1 � � � (x� �k)dk
と表す. 定義より di � 1であり, かつ d1 + � � �+ dk = nである. 今，一つの 1 � i � kを
固定し, � = �iとおく. さらに V 0 = Im((� � idV � f)n)とおく. V の基底 v1; : : : ; vnを,v1; : : : ; v`が V�の基底となり, v`+1; : : : ; vnが V 0の基底となるようにとる. すると，この
基底に関する f の行列表示は, A = �A11 OO A22�
の形になる. A11は `次正方行列, A22は (n� `)次正方行列であり, A11は f1の, A22は f2
の, これらの基底に関する行列表示である. よってhf(x) = FA(x) = FA11(x)FA22(x)
となり, � 6= �のとき, FA11(�) 6= 0; FA22(�) 6= 0である. 従ってFA11(x) = (x� �i)di ;FA22(x) = (x� �1)d1 � � � (x� �i�1)di�1(x� �i+1)di+1 � � � (x� �k)dk
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となる. 特に dimV�i = diとなる. f2に対して同様の議論を繰り返しあてはめることで,V = V�1 � V�2 � � � � � V�k と直和分解され, かつ dimV�i = diとなることがわかる. これ
らを定理の形で以下のようにまとめておこう.
定理 13.13 f の相異なる固有値全体を�1; : : : ; �kとし, f の固有多項式をhf (x) = (x� �1)d1 � � � (x� �k)dk
とおく. すると V は， V = V�1 � � � � � V�k
たる形に直和分解される. さらに, dimV�i = diが成立する.x 2 V を定理 13.13の形で v = v1 + � � � + vk; vi 2 V�i と分解する. dimV�i = diな
ので, (�i � idV � f)di(xi) = (�i � idV�i � fi)di(xi) = 0
となる. ここで，fiは f から定まる V�iの線型変換である. また，(�i � idV � f) Æ (�j � idV � f) = (�j � idV � f) Æ (�i � idV � f)
であるから, 全てのx 2 V に対して，hf (f)(x) = (f � �1 � idV )d1 Æ � � � Æ (f � �k � idV )dk(x1 + � � �+ xk) = 0
が成立するので, hf (f) = 0となる. 従って，Aを n次正方行列とするとき, FA(�A) = 0で
あり, よって FA(A) = Oが成立する．即ち，以下の定理を得る．
定理 13.14 (Cayley-Hamiltonの定理) n次正方行列 Aの固有多項式 FA(x)に対して,FA(A) = Oが成立する.13.3 行列の標準形Aを n次正方行列とし, �1; : : : ; �kをその相異なる固有値全体とする. するとFA(x) = (x� �1)d1 � � � (x� �k)dk
である. 定理 13.14から FA(x) 2 JAであるから, Aの最小多項式はfA(x) = (x� �1)e1 � � � (x� �k)ek
とかける. ただし 0 � ek � dkである.
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補題 13.15 全ての 1 � i � kについて, ei � 1が成り立つ. さらに, (A� �iEn)ei(V�i) =f0gが成り立つ.
証明 j 6= iのとき, (A� �jEn)は V�iの正則線型変換である. 従って，ei = 0とすると,
各 0 6= xi 2 V�i に対してfA(A)(xi) = (A� �1En)e1 Æ � � � Æ (A� �i�1En)ei�1Æ (A� �i+1En)ei+1 Æ � � � Æ (A� �kEn)ek(xi)6= 0
が成り立つ. 一方, fA(A) = Oなので, fA(A)(xi) = 0となり, これは矛盾. また，(A� �iEn)ei(V�i) = f0gは明らか. �
注意 13.16 �がAの固有値であれば, A��Enは正則ではないので, 定理13.5からfA(�) =0がわかる. この事実からも, ei � 1は分かる.P を n次正則行列とする. 各 ` � 1に対して，P�1A`P = (P�1AP )`であるので, 全て
の多項式 f(x) 2 K[x℄に対して f(P�1AP ) = P�1f(A)P
となる. 従って，JP�1AP = JA であり, 最小多項式についてもfA(x) = fP�1AP (x)
が成り立つ.
二つの n次正方行列 A;B に対して, ある n次正則行列 P が存在して B = P�1AP ,(A = PBP�1)とかけるとき, AとBは相似であるという. また，Aが対角行列と相似で

あるとき, Aは対角化可能であるという.
さて, 以下の行列を考えよう：B = 0B��1Ed1 O OO . . . OO O �kEdk1CA

ここで �1; : : : ; �kはBの相異なる固有値全体である. このときfB(x) = (x� �1) � � � (x� �k)
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となることはすぐに確かめられる. P を n次正則行列とし, Cを n次正方行列とするとき,Ker(�P�1CP ) = Ker(�CP ) = fP�1x 2 Kn j x 2 Ker(�C)g
である. Bについて, Kn = W�1 � � � � �W�k であり,W�i = V�i
であることはすぐにわかる. 従って，ある行列が対角化可能であれば, Knは固有空間の
直和になる.
定理 13.17 n次正方行列Aについて, 以下は同値.(1) Aは対角化可能.(2) KnはAの固有空間の直和.(3) Aの全ての固有値�について, �に属する固有空間は, �に属する弱固有空間と一致.(4) fA(x) = 0は重根を持たない.
例えばA = �0 10 0� に対して, FA(x) = x2であり, A 6= Oなので, fA(x) = x2であり,Aは対角化可能ではない.Aを n次正方行列とし, �1; : : : ; �kを相異なる固有値全体とする. また,FA(x) = (x� �1)d1 � � � (x� �k)dk

とおく. v(i)1 ; : : : ; v(i)di を V�iの基底とすると,v(1)1 ; : : : ; v(1)d1 ; v(2)1 ; : : : ; v(2)d2 ; : : : ; v(k)1 ; : : : ; v(k)dk
はKnの基底となる. V�i は A-不変であったので, P = (v11 ; : : : ; v1d1 ; : : : ; vk1 ; : : : ; vkdk)とお
くと， P�1AP = 0B�A1 O. . .O Ak1CA (12)
となる. ここで, Aiは di次正方行列であり，(Ai � �iEdi)di = O となることに注意.
さて，Aを n次正方行列で, An = Oを満たすものとする. Ui = Im(�A)iとおこう. す

ると Kn = U0 � U1 � � � � � Un = f0g
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となっている. dimUi = `n�iとおく. 0 = `0 � `1 � � � � � `n = nとなっている. ここでKnを次のように取ろう. まずp1; : : : ;p`1をUn�1の基底としてとる. 次にこれを拡張して,p1; : : : ;p`2がUn�2の基底となるようにとる. さらにこれを拡張して p1; : : : ;p`3がUn�3の
基底となるようにとる. これを繰り返して, p1; : : : ;pnが U0 = Knの基底となるようにと
る. P = (p1; : : : ;pn)とおくと, Uiの定義から �A(Ui) � Ui+1なので, P�1AP は上半三角
行列となる. 従って次が得られる.
定理 13.18 Aが n次正方行列とする. このとき，ある n次正則行列 P が存在して,P�1AP = 0B��1 �. . .O �n1CA
となる. ただし, FA(x) = (x� �1) � � � (x� �n).
証明 (12)のAiについて, di次正則行列 Piが存在して,P�1i AiPi = 0B��i �. . .O �i1CA
となる. よって P = 0B�P1 �. . .O Pk1CA
とすればよい. �13.4 冪零行列の標準形

定理 13.18より，任意の行列は上三角化可能であることが分かる．ここでは，冪零行列に
ついてもう少し標準的な上三角化ができることを考える．f : V ! V を線型変換とし, f `�1 6= 0; f ` = 0とする. すると，ある x 2 V が存在し
て, f `�1(x) 6= 0; f `(x) = 0が成立する. このとき, 以下の補題が成立する.
補題 13.19 x; f(x); : : : ; f `�1(x)は一次独立である.
証明 ai 2 Kに対して， X̀i=1 aif i�1(x) = 0
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とする. ここで， f 0 = idV である．すると，0 = f `�1�X̀i=1 aif i�1(x)� = X̀i=1 aif `�1+i�1(x) = a1f `�1(x)
なので, a1 = 0. また， 0 = f `�2�X̀i=1 aif i�1(x)� = a2f `�1(x)
なので, a2 = 0. 同様の議論を繰り返すことで, a1 = a2 = � � � = a` = 0を得る．�
そこで，W = hf `�1(x); : : : ; f(x);xiの基底 f `�1(x); : : : ; f(x);xに関する f の行列表

示は 0BBB� 0 1 O0 0 . . . O1O 01CCCA
である. V の f 不変な部分空間 U であって，U \W = f0g となるものの中で, 次元が最
大のものをU とする.
補題 13.20 U �W = V が成り立つ．
証明 U �W 6= V と仮定する．すると，y 2 V で, y 62 U �W たる元が存在する. f ` = 0
ゆえ， fk�1(y) 62 U �W; fk(y) 2 U �W
となる kが存在する. k = `のときは, ~U = U � hf `�1(y)iとおけば，f(f `�1(y)) = f `(y) = 0
なので, ~U は f 不変である. a 2 ~U \W とする. a = u+ �f `�1(y) = wとおこう. ただしu 2 U; � 2 K; w 2 W である. w� u = �f `�1(y) 2 U �W であり, f `�1(y) 62 U �W な
ので, � = 0となる．従って，a = u = w 2 U \W = f0gとなり, a = 0. 即ち，~U は f 不
変で， ~U \W = f0g及び, dim ~U = dimU + 1 > dimU を満たすので U の次元の最大性
に矛盾.
次に，k < `とする. fk(y) 2 U �W なので,fk(y) = u+ X̀i=1 aif i�1(x); ai 2 K
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と書ける. すると 0 = f `�k(fk(y)) = f `�k(u) + X̀i=1 aif `�k+i�1(x)
となる. よって，i � kのとき, `� k + i� 1 � `� 1であり, ai = 0となる. 従って，fk(y) = u+ X̀i=k+1 aif i�1(x)
となり, fk�y � X̀i=k+1 aif i�k�1(x)� = u
となる. ここで， ~U = U + hfk�1(y � X̀i=k+1 aif i�k�1(x))i
とおく. すると，f�fk�1�y � X̀i=k+1 aif i�k�1(x)�� = fk�y � X̀i=k+1 aif i�k�1(x)� = u 2 U
であるから, ~U は f 不変である. 一方，a 2 ~U \W とすると，a = u+ �fk�1�y � X̀i=k+1 aif i�k�1(x)� = w
と書ける. ここで，u 2 U; w 2 W; ai 2 Kである．すると，fk�1(y � X̀i=k+1 aif i�k�1(x)) = fk�1(y)� X̀i=k+1 aif i�2(x) 62 U �W
より，� = 0となり，u = w = 0を得る. 従って，上と同様の議論より，dim ~U > dimU
となり矛盾. �
この操作を繰り返すことで, f の行列表示は0B�J(0; `1) O. . . J(0; `t)1CA (13)

となる．ただし，`1 � `2 � � � � � `t � 1; `1+ � � �+ `t = n (= dimV )であり，各 J(0; `i)はJ(0; `i) = 0BBB� 0 1 O. . . . . .. . . 1O 0
1CCCA
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で定義される `i次正方行列である．(13)はJ(0; `1)� J(0; `2)� � � � � J(0; `t)
とも表わされ，これを，J(0; `1); : : : ; J(0; `t)の直和という.
一般に，� 2 Kに対して，l次正方行列J(�; `) = 0BBB�� 1 O. . . . . . 1O �1CCCA

を Jordan行列という．明らかに，rank(J(�; t)� �E`)k = (`� k; k � `0; k > `
が成り立つ．

注意 13.21 fV�の行列表示は, J(�; `1)� � � � � J(�; `k); `1 � `2 � � � � � `kと相似であり,`1; : : : ; `kは一意的である.
定理 13.22 任意の n次正方行列Aは Jordan行列の直和と相似である. この直和は順序
を除いて一意的である.13.5 演習問題

問題 13.1 以下の複素係数行列に関して，固有多項式，固有値及び，固有空間の基底を一
組求めよ．A = 0�1 3 20 2 �10 0 3 1A, B = 0� 6 �3 �7�1 2 15 �3 �61A, C = 0� 1 2 1�1 4 12 �4 01A
問題 13.2 2次正方行列 A = �2 14 5�
を考える．(1) Aの固有値，及び固有空間の基底を一組求めよ．(2) A対角化せよ．(3) 任意の自然数 n � 1に対して，Anを求めよ．
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問題 13.3 n次正方行列A = (aij)に対して, 以下の等式が成立しているものとする：nXj=1 aij = 1 (全ての 1 � i � nに対して)
このときAは 1を固有値として持つことを示せ.
問題 13.4 Aが複素数を成分に持つ行列のとき，AA�の固有値は負でない実数になるこ
とを示せ．

問題 13.5 実数列全体のなす R 上のベクトル空間を Sとおく．V = ffang 2 RN j an+2 = an+1 + ang
とおくと，V は数列空間 Sの部分空間である．このとき，以下の問いに答えよ．(1) fxng, fyng 2 V を， (x1; x2) = (1; 0); (y1; y2) = (0; 1)
なる元とするとき，fxng, fyngは V の基底になることを示せ．(2) V 上の線型変換 F : V ! V を F (fang) = fan+1g
で定める．このとき，F を V の基底 fxng, fyngに関して行列表示せよ．(3) F の固有値，及び固有空間の基底を一組求めよ．
問題 13.6 Aを複素係数 n次正方行列で，A2 = Aを満たす行列とする．このとき，以下
を示せ．(1) Aの固有値は 0または 1である．(2) C n = Ker(fA)� Im(fA)．（ヒント：任意の x 2 C n に対して，x = (x� Ax) + Axな
る分解を考えよ．）(3) Aは対角化可能である．
問題 13.7 2次正方行列 A = �2 22 �1� ; B = ��1 22 �4�
に対して，以下の問いに答えよ．(1) AB = BAを示せ．(2) AとBを同時対角化せよ．即ち，ある正則行列 P で，P�1AP と P�1BP がともに対
角行列となるような P を一つ求めよ．
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問題 13.8 以下の複素係数正方行列の固有多項式，及び最小多項式を計算せよ．A1 = �3 10 3� ; A2 = 0�1 2 22 1 22 2 11A ; A3 = 0�0 0 a0 a 0a 0 01A
ただし，aは複素数．
問題 13.9 Aを n次正方行列で，A3 = Aをみたすものとする．(1) Aの固有値は 0, �1のいずれかであることを示せ．(2) Aは対角化可能であることを示せ．(3) Aの固有多項式を FA(x) = xk(x� 1)l(x + 1)mとするとき，rankA; rank (A� En); rank (A+ En)
を k, l, mを用いて表せ．
問題 13.10 Aを複素係数 n次正方行列で，A3 = A2をみたすものとする．(1) Aの固有値は 0, 1のいずれかであることを示せ．(2) Aが対角化不可能であるとする．このとき，detA = 0を示せ．(3) Aは対角化可能であるとする．TrAが最大，または最小となるときのAを求めよ．
問題 13.11 n � 2に対して，全ての成分が 1であるようなn次正方行列をAとする．即ち，A = 0BBB�1 1 � � � 11 1 � � � 1... ... . . . ...1 1 � � � 11CCCA
である．(1) Aの固有値及び，固有多項式を求めよ．(2) Aの最小多項式を求めよ．(3) Aの各固有値に属する固有空間の基底を求めよ．



線型代数学演習 A, B 要約（  河野明・阿部拓郎・佐藤隆夫） 15614 正規変換14.1 正規変換の固有値，固有空間K = C とし, V を計量ベクトル空間, f : V ! V を線型変換とする.(1) V の部分ベクトル空間W が f 不変とすると, W?は f �不変となる. 実際,x 2 W? () x � y = 0 (8y 2 W ) () y � x = 0
が成り立つ. よってf(y) 2 Wより, y �f �(x) = f(y)�x = 0となるので, f �(x) 2 W?
を得る.(2) f が正規変換であるとは, f � Æ f = f Æ f �であるときにいう. このとき特に,f � Æ (f � � � idV ) = (f � � � idV ) Æ f �
が成り立つ. ゆえに，W� = Ker(f � � � idV )は f �不変である.(3) �を f の固有値とし, f が正規変換であるとする. このとき, V = W� � W?� とな
る, f 不変な直和分解が存在する. 実際, W�は f 及び f �不変なので, W?� は f �及び(f �)� = f 不変である.(4) �; �が正規変換 f の相異なる固有値とすると, W� � W?� が成り立つ. 実際, a 2 W�
をとり, 上で見た直和分解を用いてa = a1 + a2; a1 2 W�; a2 2 W?� と分解してお
こう. すると �a = f(a) = f(a1) + f(a2) = �a1 + f(a2)
となる. これを �a = �a1 + �a2
と比較すれば, �a1 = �a1; �a2 = f(a2)が成り立つことが分かる. � 6= � より,a1 = 0となり, 題意が成立する.(5) f を正規変換とし, �を f の固有値とする. このとき，f �(W?� ) � W?� が成り立つ.
よって，a; b 2 W?� に対して a � f �(b) = f(a) � bであるから，(f �jW?� ) = (f jW?� )�が
成り立つ. ゆえに f の定めるW?� の線型変換も正規変換となる.

これらをまとめて, 以下の定理を得る.
定理 14.1 f が V の正規変換のとき, V の正規直交基底が存在して, この基底に関する f
の行列表示が対角行列となる.



線型代数学演習 A, B 要約（  河野明・阿部拓郎・佐藤隆夫） 157
定理の証明は, 上の (3)と (5)を用いた dimV に関する帰納法となる.

系 14.2 Aが正規行列のとき, あるユニタリー行列 U が存在して, U�AU が対角行列と
なる.(6) Aが正規行列のとき,Aがエルミート行列 () 固有値がすべて実数:Aがユニタリー行列 () 固有値の絶対値がすべて 1:

証明 系 14.2より, あるユニタリー行列U が存在して, U�AU が対角行列となる.(U�AU)� = U�A�U に注意すると,A = A� () (U�AU)� = U�AU;A�A = En () (U�AU)�(U�AU) = U�A�AU = U�U = En
より, 明らか. �Aを正規行列とし, Aの成分がすべて実数とする．即ち，A = Aとなっている. すると

無論, その固有多項式はFA(x) = xn + a1xn�1 + � � �+ an; aj 2 R
となる. FA(�) = 0ならば,FA(�) = �n + a1�n�1 + � � �+ an = FA(�) = 0
となる. そこで，Rn � C n に注意して，�A : Rn ! Rn と考えよう. �を Aの固有値で,� 6= � なるものとする. x 2 C n に対して，Ax = Ax = Axより, x 2 W�であればAx = Ax = �x
が成り立つ. ゆえにx 2 W� () x 2 W� となっている. これより，dimW� = dimW�; x ? x
が従う.
一方，� = � +p�1 2 C , (�;  2 R)とする. x = y +p�1z 2 C n , (y; z 2 Rn) と

おくと, x = y �p�1zとなっている. また(x+ x) � (x� x) = x � x� x � x = 0
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が成り立つ. ここで y = 12(x+ x); z = 12p�1(x� x)
であり，y ? zがわかる. 一方，Ax = �x = (�y � z) +p�1(y + �z) = Ay +p�1Az
より, Ay = �y � z; Az = y + �z
となり, (Ay; Az) = (y; z)� � � ��
がわかる. 上の議論から, Aが実数成分の正規行列ならば, ある直交行列 U が存在して,tUAU が実数成分の対角行列と, � � � �� の形の行列の直和となるようにできる. この
とき, tU = U ) 対角行列:tU = �U ) � 0 1�1 0�� � � � � � 0 k�k 0 � :tUU = En ) D(�1)� � � � �D(�k)� Er � (�Er0); D(�) = � os � sin �� sin � os ��
となる．14.2 対称双一次形式と二次形式Kを, 標数が 2ではない体とする．即ち，2�1 2 Kとする.x = 0B�x1...xn1CA ; y = 0B�y1...yn1CA 2 Kn
と, K成分の n次対称行列A = (aij)に対して, 写像B : Kn �Kn ! Kを,B(x;y) = txAy
で定める. このときBは次の性質をもつ：x;x0;y 2 Kn; � 2 Kに対して,(1) B(x+ x0;y) = B(x;y) +B(x0;y).(2) B(�x;y) = �B(x;y).(3) B(x;y) = B(y;x).
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実際 (3)は, B(x;y) 2 Kなので, B(x;y) = tB(x;y)に注意して,B(y;x) = tyAx = t( tyAx) = tx tAy = txAy = B(x;y)

から従う. x = yとすると,q(x) = B(x;x) = nXi=1 aiix2i + 2Xi<j aijxixj
となり, x1; : : : ; xnを変数と考えると, 2次の項ばかりからなる多項式となるので, これを
変数 x1; : : : ; xnについての二次形式という. 一方，(1), (2)より，yを固定して,hy(x) = B(x;y)
とすると, hyは線型写像Kn ! Knを定める. また, (3)を用いると, xの方を固定してもh0x(y) = B(x;y)
は線型写像Kn ! Knを定める. (3)はxと yについての対称性を表しているので,このよ
うなBを対称双一次形式という. 一般に体K上のベクトル空間V に対して, f : V �V ! K
が a;a0; b 2 V と � 2 Kに対して,(1) f(a+ a0; b) = f(a; b) + f(a0; b).(2) f(�a; b) = �f(a; b).(3) f(a; b) = f(b;a).
を満たすとき, 対称双一次形式という.dimV = nで, v1; : : : ; vnが V の基底の時,a = nXi=1 aivi; b = nXj=1 bjvj 2 V
に対して (1), (2), (3)を用いると,f(a; b) =Xi;j aibjf(vi; vj)
となり, A = (f(vi; vj))とすれば f(a; b) = taAb
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となる. tA = Aに注意. このAを, 基底 v1; : : : ; vnに関する f の表現行列という. q(a) =f(a;a)とおくと，q(a+ b) = f(a+ b;a+ b) = f(a;a) + f(a; b) + f(b;a) + f(b; b)= q(a) + q(b) + 2f(a; b):
よって， f(a; b) = 12(q(a+ b)� q(a)� q(b)) (14)
となる. q : V ! Kを f が定める二次形式という. 式 (14)から以下を得る.
定理 14.3 f; f 0が V 上の対称双一次形式, q; q0を f; f 0の定める二次形式とする. このと
き, f = f 0 () q = q0.V = V1 � V2で, a 2 V1, b 2 V2のとき, f(a; b) = 0とする. V の基底 v1; : : : ; vnを,v1; : : : ; v`が V1の基底, v`+1; : : : ; vnが V2の基底となるようにとる. するとf(vi; vj) = 0; (1 � i � `; `+ 1 � j � n)
となるので, 表現行列は `次正方行列A11と (n� `)次正方行列A22により,�A11 OO A22�
たる形となる. f は V1; V2の対称双一次形式 f1; f2を定めており, f1の基底 v1; : : : ; v`に関
する表現行列がA11, f2の基底 v`+1; : : : ; vnに関する表現行列がA22である.
対称双一次形式f : V �V ! Kに対して, V の基底v1; : : : ; vnを定めると, n次対称行列A = (aij)が aij = f(vi; vj)で定まる. n次正則行列 P による線型変換 x0 = Px; y0 = Py

によって, tx0Ay0 = tx tPAPy = tx( tPAP )y
なので, 表現行列はAから tPAP へ変わる. このとき，Aと tPAP は同値であるという.rank(A) = rank( tPAP )なので, この階数を f の階数という.
定理 14.4 n 次元ベクトル空間 V 上の対称双一次形式 f が与えられたとき, V の基底v1; : : : ; vnで, f(vi; vj) = 0 (i 6= j)たるものが存在する．
証明 nについての帰納法を用いる. n = 1あるいは f = 0ならば自明. f 6= 0ならば, f の
定める二次形式 qについても q 6= 0．そこで，q(a) = f(a;a) 6= 0となる a 6= 0をとる．f(a; �) : V ! Kは零写像でないから,W = fy 2 V j f(a;y) = 0g
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とおくと, dimW = n� 1である.x = f(x;a)q(a) a+ �x� f(x;a)q(a) a�
で, f�x� f(x;a)q(a) a;a� = f(x;a)� f(x;a)q(a) f(a;a) = f(x;a)� f(x;a) = 0
となる. 従って， x� f(x;a)q(a) a 2 W
なので, V = hai �W である. 帰納法の仮定により，f のW への制限については, 基底v2; : : : ; vnが存在して, f(vi; vj) = 0 (i 6= j)となるようにとれる. ここで v1 = aとおけ
ば, 条件を満たす基底がとれたことになる. �
注意 14.5 rank(f) = rのとき, f(vi; vj) 6= 0; i � r; f(vi; vi) = 0; i > rとなるように基
底 v1; : : : ; vnをとれる. また，K = C のとき, f(vi; vi) = 1; (i � rank(f)); f(vi; vi) =0; (i � rank(f))となるようにとれる.
実対称行列 A = 0BBBBBBB�

�1 . . . �b 0O . . . 0
1CCCCCCCA

について, �1; : : : ; �a > 0; �a+1; : : : ; �b < 0とする.
P =

0BBBBBBBBBBBBBB�
p�1 . . . Op�a p��a+1 . . . p��b 1O . . . 1

1CCCCCCCCCCCCCCA
とおくと, tP 0BBBBB�Ea O�Eb�a 0 . . . 0

1CCCCCAP = A
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となる. 数の組 (a; b� a)をAの符号数という. BがAと同値な実対称行列ならば, Aの符
号数とBの符号数は等しい (Sylvesterの慣性法則). これを以下で証明しよう.Bの符号数が (; d� )であるとする. b = rank(A) = rank(B) = dである. Aが基底v1; : : : ; vnに関する表現行列, Bが基底 v01; : : : ; v0nに関する表現行列とする.  > aと仮定
しよう. W1 = hv01; : : : ; v0i; W2 = hva+1; : : : ; vni
とする. dimW1 + dimW2 =  + (n � a) = n + (� a) > nなので, W1 \W2 6= f0gとな
る. 0 6= x 2 W1 \W2をとると, x 2 W1から q(x) > 0. また x 2 W2なので, q(x) � 0と
なり, これは矛盾. �
実二次形式 q : V ! R はすべての x 2 V;x 6= 0に対して, q(x) > 0のとき, 正値とい

い, q(x) � 0のとき半正値という.14.3 演習問題

問題 14.1 3次実対称行列 A = 0�1 0 10 1 01 0 11A
に対して以下の問いに答えよ.(1) Aの固有値と各固有値に属する固有空間を求めよ．(2) Aを直交行列を用いて対角化せよ．(3) 自然数 n � 1に対して，Anを計算せよ．
問題 14.2 3次正規行列 A = 0� 1 i 0�i 1 �i0 i 1 1A
を考える．ここで，i = p�1である．(1) Aの固有値と各固有値に属する固有空間を求めよ．(2) C 3 の 1次元部分空間で，Aの不変部分空間となるものを全て求めよ．
問題 14.3 (1) Aを n次直交行列で detA = �1とする．このとき，Aは�1を固有値に
持つことを示せ．また，nが偶数であれば 1もAの固有値であることを示せ．（ヒント：tA(�En � A) = t(�En � A); tA(En � A) = �t(En � A)
を使え．）(2) Aを 2次直交行列で detA = �1なるものとする．このとき，負でない整数m � 0に
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対して tr(Am)を計算せよ．(3) Aを 2次直交行列で detA = �1なるものとする．このとき，AはA2 = E2を満たす
ことを示せ．

問題 14.4 Aを 3次実対称行列 A = 0�1 0 20 1 02 0 11A
とする．(1) Aの固有値は相異なる実数である．これを求めよ．(2) Aの固有値を，�1 < �2 < �3とする．R3 の正規直交基底p1;p2;p3で，各 piが �iの
固有ベクトルとなるものを一組求めよ．(3) 任意のx 2 R3 に対して，�1 k x k2 � txAx � �3 k x k2
が成り立つことを示せ．（ヒント：x = x1p1 + x2p2 + x3p3とおいて，txAx を計算して
みよ．）

問題 14.5 3次正規行列 A = 0� 3 i �1�i 5 i�1 �i 3 1A
を考える．ここで，i = p�1である．(1) Aの固有値，固有空間の基底を一組求めよ．(2) Aをユニタリー行列で対角化せよ．
問題 14.6 Aを 2次の実対称行列 A = � 2 �1�1 2 �
とおく．(1) Aは相異なる正の実数からなる固有値を持つ．これを �1 < �2とおく．Aをある直交
行列 P を用いて， P�1AP = ��1 00 �2�
なる形に対角化せよ．(2) (1)で用いた P に対して，H1 = P �1 00 0�P�1; H2 = P �0 00 1�P�1
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とおく．このとき， H2i = Hi; (i = 1; 2); H1H2 = H2H1 = O
となることを示せ．(3) 任意の自然数m � 1に対して，X = mp�1H1 + mp�2H2
とおく．このとき，XmをAを用いて表せ．
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この小節では，次の有名な定理を証明する．

定理 15.1 (代数学の基本定理) 複素係数 1変数 n次多項式f(x) = a0xn + a1xn�1 + � � �+ an; a0 6= 0; ai 2 C
を考える．このとき，ある u 2 C が存在して，f(u) = 0となる．
証明 実数 L > 0に対して，ML = f(x; y) 2 R2 j jxj � L; jyj � Lg
とおく．fqn = (xn; yn)gをMLの点列とする．このとき，ある自然数の列1 � n1 < n2 < � � �
が存在して，数列 fxnig及び，fynigは収束する．実際，有界な実数列は収束する部分列
を含むので，数列 fxngは収束する部分列 fxn0jgを含む．一方，fyn0jgは有界な実数列ゆ
え収束する部分列 fynigを含む．このとき，fxnigは収束列 fxn0jg の部分列であるから収
束する．(I) f : ML :! R を連続函数とする．すると，f は最大値，最小値を持つ．(1) f(ML)は有界である．f(ML)が有界でないと仮定する．すると，全てのN � 1に対して，f(qN) > N と

なる点 qN 2MLが存在する．そこで，fqNgの収束する部分列 fqNigをとり，qNi ! q, (i!1)とする．すると，f(qNi)! f(q) 2 f(ML); (i!1)
であるが，各 i � 1に対して，f(qNi) > Ni � iであるから，f(qNi)!1となり矛
盾である．(2) sup f(ML) = �とおく．すべての自然数N に対して，�� 1N < f(qN ) � �
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となる，qN が存在する．そこで，fqNgの収束する部分列 fqNigをとり，qNi ! q,(i!1)とする．すると，f(qNi)! f(q) 2 f(ML); (i!1)
であるが，全てのN に対して，�� 1N < f(q) � �
であるから，はさみうちの原理より f(q) = �である．従って，�は f の最大値で
ある．(II) 各 x 2 C に対して，F (x) = ja0xn + a1xn�1 + � � �+ an; a0jにより，連続函数F : C ! R を定義する．

十分大きなR > 1に対して，jxj > Rであれば，F (x) > F (0)である．実際，ja1x�1 + � � �+ anx�nj � ja1jjxj�1 + ja2jjxj�2 + � � �+ jxj�n� (ja1j+ ja2j+ � � �+ janj)jxj�1; (jxj > 1に注意．)
より，Rが十分大きければ，jxj > Rのとき，ja0j2 > ja1x�1 + � � �+ anx�nj
となる．従って，F (x) = ja0 + a1x�1 + � � �+ anx�nj� jja0j � ja1x�1 + � � �+ anx�njj (j� + �j � jj�j � j�jjを用いる．)> ja0j2 jxjn> jxjnja1x�1 + � � �+ anx�nj = ja1xn�1 + � � �+ anj� ja1jjxjn�1 + � � �+ jan�1jjxj+ janj> janj = F (0) (jxj > 1に注意．)
を得る．(III) 実平面 R2 と複素平面を標準的に同一視するとき，MR � C とみなすことができ，
特に， fx 2 C j jxj � Rg �MR
である．今，x = p 2 MRで F がMR上の最小値 �をとったとすると，� = F (p) � F (0)
である．ゆえに，(II)の議論から，�は F の C 上の最小値であることが分かる．そこで，
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論から，jxjが十分大きければ F (x) > 0である．従って，中間値の定理よりある x = p0
が存在して，F (p0) = 0となり矛盾である．
さて， g(x) = F (x+ p) = a0(x + p)n + � � �+ an�1(x + p) + an
とおくと，jg(x)jは x = 0で最小値 �をとる．そこで，g(0) = a0pn + � � �+ an�1p+ an 6= 0
に注意して， h(x) = g(x)g(0)
とおく．すると，h(0) = 1ゆえ，h(x) = 1 + b1x+ � � �+ bnxn
とかける．b1; : : : ; bnのうち，0でないものの中で最初のものを bsとし，K = max fjbs+1j; : : : ; jbnjg
とする．このとき，r > 0を十分小さくとると，1� jbsjrs > 0; 0 < jbsjrs � Krs+11� r = � jbsj �Kr1� r �rs < 1
と出来る．そこで，arg bs = �; q = r� os � � �s +p�1 sin � � �s �
とおくと， arg bsqs = � + (� � �) = �; bsqs = �jbsjrs
である．このとき， jh(q)j = j1 + bsqs + bs+1qs+1 + � � �+ bnqnj� j1 + bsqsj+ jbs+1jjqjs+1 + � � �+ jbnjjqjn� j1� jbsjrsj+Kjqjs+1 + � � �+Kjqjn� 1� jbsjrs + Krs+11� r < 1
となる．ところが，jh(q)j = jF (p+ q)=F (p)jであったから，F (p+ q) < F (p)
となり，F (p) = �の最小性に矛盾する．�
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いう．明らかに， K � K[t℄ � K(t)
である．P を n次正則行列，Cを n次正方行列とする．すると，FP�1CP (x) = FC(x)
であるので，C = PAとおくと，P�1(PA)P = (P�1P )aP = AP
より， FAP (x) = FPA(x)
であることが分かる．

次に，P が正則でないときを考える．Pt = tEn+P とおくと，Pt 2Mn(K(t))であり，jPtj = tn + (tの n� 1次以下の多項式)6= 0
である．従って，Ptは正則行列となる．一方，FAPt(x)と FPtA(x)は xと tの 2変数多項
式であり，FAPt(x) = FPtA(x)である．ここで，t = 0を代入すると，P0 = P に注意して，FAP (x) = FPA(x)が得られる．よって次の定理を得る．
定理 15.2 n次正方行列A, P に対して，FAP (x) = FPA(x)
が成り立つ．

注意. 上の議論において，t = 0を代入してよいことは，K がK(t)の部分体であり，FAPt(x)と FPtA(x)が xと tの多項式であることから導かれることに注意されたい．
次に，余因子行列に関して以下の定理を示そう．

定理 15.3 A, Bを n次正方行列としたとき，A, Bの余因子行列 eA, eBに関して，gAB = eB eA
が成り立つ．
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証明 At = tEn + A, Bt = tEn +Bとおく．fAt, fBtは tの 1変数多項式を成分とする n次
正方行列である．さて，At, Btは正則行列なので，fAt = 1jAtjA�1t ; fBt = 1jBtjB�1t
であり， ℄AtBt = 1jAtBtj(AtBt)�1 =fBtfAt
となる．これは，K[t℄を成分とする行列としての等式である．ゆえに，t = 0を代入して
求める式を得る．�15.3 部分体と最小多項式Kを体とする．k � Kが 0; 1 2 kで，Kの演算に関して体になっているとき，kをKの部
分体という．（0; 1 2 kで，a; b 2 kならば a� b 2 kであること，及び，a; b 2 kかつ n 6= 0
のとき，ab�1 2 kであることが成り立つとき，kはKの部分体である．）
例 15.4 Q � Q(p2) � R � C において，いずれも，左辺は右辺の部分体である．
体Kは，任意のK係数多項式f(x) = a0xn + a1xn�1 + � � �+ an; n � 1; ai 2 K; a0 6= 0

に対して，ある � 2 Kが存在して f(�) = 0となるとき，代数閉体であるという．このと
き，ある �1; : : : ; �n 2 Kが存在してf(x) = a0(x� �1) � � � (x� �n)
とかける．また，�1; : : : ; �nは順序を除いて一意的である．
例 15.5 C は代数閉体である．（代数学の基本定理）
注意 15.6 一般に，体Kに対してKを部分体として含むような代数閉体K 0が存在する
ことが知られている．kがK の部分体のとき，kn � Knであり，a1; : : : ;al 2 knが knのベクトルとして一
次独立であるということと，Knのベクトルとして一次独立であるということは同値であ
る．また，A;B 2Mn(k)について，積ABや，行列式 jAjはMn(k)で考えてもMn(K)で
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考えても同じ値になる．よって，各 f(x) 2 k[x℄に対して，f(A)は k上で考えてもK 上
で考えても同じ多項式になる．従って，A 2Mn(k)についてCayley-Hamiltonの定理FA(A) = O
を思い出すと，A 2Mn(K)とみなしても FA(A) = Oとなることが分かる．
さて，A 2Mn(k)に対して，Aの最小多項式f(x)の次数を lとする．lは，En; A; : : : ; Al�1

がMn(k)の元として，従ってMn(K)の元として一次独立であり，En; A; : : : ; Al�1; Alが
一次従属となる自然数として特徴づけられる．従って，a00En + � � �+ a0lAl = O
となる，a00; : : : ; a0l 2 K, a0l 6= 0が存在する．そこで，aj = a0j=a0l, 1 � j � l � 1とおくと，a0En + � � �+ al�1Al�1 + Al = O
となる．従って， f(x) = xl + al�1xl�1 + � � �+ a0 2 k[x℄ � K[x℄
となり，Aの最小多項式は k上で考えてもK上で考えても一致することが分かる．
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例題 16.1 (1) R3 の 3つのベクトルx1 = 0� 0�12 1A ;x2 = 0� 14�31A ;x3 = 0� 6�24 1A
は R3 の基底であることを示せ.(2) シュミットの直交化法を用いて, x1;x2;x3を正規直交化せよ.(3) (2)で得られた正規直交基底を y1;y2;y3とする. v = 0� 47101Aについて, v = a1y1 +a2y2 + a3y3と書いたとき, その係数 a1; a2; a3を求めよ.
解答. (1) R3 はにおける 3つのベクトルを考えているので,与えられたベクトルたちが一
次独立であることを示せばよい. そのためには，x1, x2, x3を並べてできる行列A = 0� 0 1 6�1 4 �22 �3 4 1A
の行列式が 0でないことを示せばよい. すると, det(A) = �30 6= 0となり, x1, x2, x3は
一次独立であることが分かる.(2) まずシュミットの直交化法で直交化する. x2に適用すると,x02 = x2 � x2 � x1x1 � x1x1= 0� 14�31A� �105 0� 0�12 1A= 0�1211A :
同様に x3に対しては, x03 = x3 � x3 � x1x1 � x1x1 � x3 � x02x02 � x02x02= 0� 6�24 1A� 105 0� 0�12 1A� 660�1211A= 0� 5�2�11A :
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よってこれらを単位ベクトル化することで得られる正規直交基底は,y1 = 1p50� 0�12 1A ; y2 = 1p6 0�1211A ; y3 = 1p300� 5�2�11A
である.(3) v = a1y1 + a2y2 + a3y3 と書いたとき, これと yi との内積を取ると, 直交性よりv � yi = ai (i = 1; 2; 3)となっている. よってこれを計算して，a1 = 13p5 ; a2 = 28p6 ; a3 = � 4p30
が得られる. �
例題 16.2 (1) V = R2のベクトルv = 1p2 �11� が，R上生成する V の部分ベクトル空間W = Rv = � 1p2 �rr� ����r 2 R�
に対して, その直交補空間W?の正規直交基底を求めよ.(2) (1)で求めた V = W �W?たる直交分解と, これから定まるW への直交射影とW?
への直交射影をそれぞれ pW , pW?とおく. V のベクトル x = �47�に対して, 射影 pW (x)
と pW?(x)を求めよ.
解答. (1) V は二次元, W は一次元より, W?は一次元. よってW に入らないベクトルを
持ってきて, それをシュミットの直交化法などを用いて直交化すればよい. ただし今回は
二次元なので, そのようなベクトルを見つけることは直接できて, たとえば 1p2 � 1�1� がW?の正規直交基底.(2) x = �47� = ay1 + by2 = a 1p2 �11�+ b 1p2 � 1�1�
とおいて a; bについてとくと, a = 112 ; b = �32 となる. よってx = 112 p2y1 � 32p2y2
となることがわかるので, 直交射影の定義からpW (x) = 112 p2y1 = 112 �11� ;pW?(x) = �32p2y2 = �32 � 1�1� :
となる. �
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例題 16.3 複素係数正方行列A = 0�1 2 22 1 22 2 11A ; B = 0�0 0 a0 a 0a 0 01A
に対して，それぞれ固有値，及び固有空間の基底を一組求めよ．ここで，aは複素数で
ある．

解答 (1) Aについて．固有多項式については定義に基づいて計算し，FA(x) = (x + 1)2(x� 5)
を得る．従って，Aの固有値は�1, 5.
固有値�1に対する固有空間W�1(A)は，連立方程式 (A+ E3)x = 0の解空間であり，A+ E3 = 0�2 2 22 2 22 2 21A 行基本変形�����! 0�1 1 10 0 00 0 01A
となるので，W�1(A)は 0��110 1A ; 0��101 1A
を基底とする 2次元の部分空間である．
一方，固有値 5に対する固有空間W5(A)は，連立方程式 (A� 5E3)x = 0の解空間であり，A� 5E3 = 0��4 2 22 �4 22 2 �41A 行基本変形�����! 0�1 0 �10 1 �10 0 0 1A
となるので，W5(A)は 0�1111A
を基底とする 1次元の部分空間である．(2) Bについて．固有多項式はFB(x) = (x+ a)(x� a)2
で与えられる．(i) a = 0のとき．このときは，A = Oであり，Aの固有値は 0のみ．また，明らかにW0(A) = C 3 である．
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固有値 aに対する固有空間Wa(A)は，連立方程式 (A� aE3)x = 0の解空間であり，A� aE3 = 0��a 0 a0 0 0a 0 �a1A 行基本変形�����! 0�1 0 �10 0 00 0 0 1A
となるので，Wa(A)は 0�0101A ; 0�1011A
を基底とする 2次元の部分空間である．
一方，固有値�aに対する固有空間W�a(A)は，連立方程式 (A + aE3)x = 0の解空間で
あり， A + aE3 = 0�a 0 a0 2a 0a 0 a1A 行基本変形�����! 0�1 0 10 1 00 0 01A
となるので，W�a(A)は 0��101 1A
を基底とする 1次元の部分空間である．�
例題 16.4 2次正方行列 A = �1 22 1�
を考える．自然数 n � 1に対してAnを計算せよ．
解答 Aの固有多項式は FA(x) = x2 � 2x� 3 = (x + 1)(x� 3)
となるので，Aは相異なる 2つの固有値�1, 3を持つ．従って，Aは対角化可能．固有値�1に属する固有ベクトルとして p = � 1�1� ;
固有値 3に属する固有ベクトルとして q = �11�
がとれる．そこで， P = (p; q) = � 1 1�1 1�
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とおくと， P�1AP = ��1 00 3�
となる．従って，An = P (P�1AP )nP�1 = � 1 1�1 1��(�1)n 00 3n� 12 �1 �11 1 �= 12 � (�1)n + 3n (�1)n+1 + 3n(�1)n+1 + 3n (�1)n + 3n �
を得る．�
例題 16.5 次の実対称行列を直交行列を用いて対角化せよ．A = 0�0 1 01 0 00 0 21A
解答 FA(x) = (x� 1)(x+ 1)(x� 2)となるので，Aの固有値は�1, 2．このとき，�1, 1,2に属する固有ベクトルとして，それぞれp1 = 0��110 1A ; p2 = 0�1101A ; p3 = 0�0011A
がとれる．これらは既に直交系を成しているので，それぞれ単位ベクトル化を行い，p01 = 1p20��110 1A ; p02 = 1p20�1101A
に対して P = (p01;p02;p3)とおくと，P は直交行列でP�1AP = 0��1 0 00 1 00 0 21A
となる．�
例題 16.6 3次正規行列 A = 0� 1 i 0�i 1 �i0 i 1 1A
を考える．ここで，i = p�1である．(1) Aの固有値と各固有値に属する固有空間を求めよ．(2) C 3 の 1次元部分空間で，Aの不変部分空間となるものを全て求めよ．
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解答 (1) Aの固有多項式はFA(x) = (x�1)(x2�2x�1)となるので，固有値は 1, 1+p2,1�p2となる.
固有値 1に対する固有空間W1(A)は，連立方程式 (A� E3)x = 0の解空間であり，A� E3 = 0� 0 i 0�i 0 �i0 i 0 1A 行基本変形�����! 0�1 0 10 1 00 0 01A
となるので，W1(A)は 0��101 1A
を基底とする 1次元の部分空間である．同様に，W1+p2 = (�0� 1�p2i1 1A ������ 2 C); W1�p2 = (�0� 1p2i1 1A ������ 2 C)
を得る．(2) W を C 3 の 1次元部分空間で，Aの不変部分空間なるものとする．まず，W は 1次
元空間であるから，ある 0でないベクトル x 2 C 3 が存在してW = f�x j� 2 C gとかけ
る．一方，W は Aで不変であるから，Ax 2 W となる．従って，ある � 2 C に対してAx = �xとなる．従って，xはAの固有ベクトルである．即ち，W はAの固有空間の部
分空間となる．(1)の結果より，Aの固有空間は全て 1次元であるから，W はW1, W1+p2,W1�p2のいずれかである． �
例題 16.7 A, Bを対角化可能な n次正方行列とする．このとき，AとBが同時対角化可
能であるための必要十分条件は，AB = BAであることを示せ．
解答 AとBがある正則行列 P を用いて同時対角化できるとする．即ち，P�1AP = �En; P�1BP = �En; �; � 2 C
となったとする．このとき，(P�1AP )(P�1BP ) = (P�1BP )(P�1AP ) = ��En
であるから，AB = BAを得る．
逆に，AB = BAが成り立っているとしよう．Aの相異なる固有値全体を �1; : : : ; �k

とおき，各 �iに属するAの固有空間をW�iとする．また，各 1 � i � kに対して，mi =dim(W�i)とおく．Aは対角化可能であるから，一次独立なmi個のベクトルp(i)1 ; : : : ;p(i)mi
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であって，�iに属する固有ベクトルとなるものが取れる．このとき，P = (p(1)1 ; : : : ;p(1)m1 ; : : : ;p(k)1 ; : : : ;p(k)mk)
とおくと，P は正則で，P�1AP = 0BBB��1Em1 O � � � OO �2Em2 � � � O... . . .O O �kEmk

1CCCA
となる．

さて，一般に，x 2 W�i とすると，�i(Bx) = B(�ix) = (BA)x = (AB)x = A(Bx)
であるから，BはW�i を保つことが分かる．即ち，B(W�i) � W�i となる．ゆえに，P�1BP = 0B�B1 O. . .O Bk1CA
となる．ここで，各Biはmi次の正方行列である．
今，Bは対角化可能ゆえ，P�1BP も対角化可能である．従って，各Biも対角化可能

である．実際，あるBiで対角化不可能であるものがあったとすると，P�1BP の Jordan
標準型は 0BBB�� 1. . . . . .. . . 1O �

1CCCA
なる形の Jordan細胞を含んでしまい，P�1BP が対角化可能であることに反する．そこ
で，各 1 � i � kに対して，Biを対角化して，Q�1i BiQi = 0B��i;1 O. . .O �i;li1CA
とおく．このとき， Q = 0B�Q1 O. . .O Qk1CA
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とおくと， (PQ)�1A(PQ) = 0B��1Em1 O. . .O �kEmk1CA ;(PQ)�1B(PQ) = 0B�Q�11 B1Q1 O. . .O Q�1k BkQk1CA
となる．即ち，AとBは正則行列 PQを用いて同時対角化可能である．�
例題 16.8 行列 A = 0�3 2 �20 7 �40 2 1 1A
を考える．(1) Aの最小多項式を計算せよ．(2) Aは対角化可能であることを示せ．
解答 (1) Aの固有多項式はFA(x) = jxE3 � Aj = (x� 3)2(x� 5)
となる．Aの最小多項式 fA(x)はAの相異なる固有値をすべて根に持つので，fA(x) = (x� 3)(x� 5) または (x� 3)2(x� 5)
となる．そこで，(A� 3E3)(A� 5E3)を計算すると，(A� 3E3)(A� 5E3) = 0�0 2 �20 4 �40 2 �21A0��2 2 �20 2 �40 2 �41A = O
となるので， fA(x) = (x� 3)(x� 5)
であることが分かる．(2) (1)の結果より，Aの最小多項式は重根を持たないので，Aは対角化可能である．�
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問題 17.1 複素 n次正方行列に関する 2次方程式aX2 + bX + En = O; a 6= 0
を解け．（ヒント：二次方程式 ax2 + bx +  = 0の判別式，及びXの最小多項式で分類せ
よ．一般に，このようなXは無数にあることに注意せよ．）
問題 17.2 Aを n次正値エルミート行列とする．(1) 任意の自然数m � 1に対して，Xm = Aを満たす正値エルミート行列Xが存在する
ことを示せ．(2) (1)で求めた正値エルミート行列XはAに対して一意的であることを示せ．
問題 17.3 (1) エルミート行列Aについて，以下は同値であることを示せ．(i) Aは正値．(ii) Aの固有値は全て正数．(iii) ある正則行列Bが存在して，A = B�Bが成り立つ．(2) Aを実対称行列とするとき，f(x) = txAxtxx ; x 2 Rn
の最大値，最小値はそれぞれ，Aの固有値の最大値，最小値に等しいことを示せ．(3) A, Bを実対称行列で，Bは正値であるとする．このとき，g(x) = txAxtxBx ; x 2 Rn
の最大値，最小値はそれぞれ，tの方程式 jA� tBjの解の最大値，最小値に等しいことを
示せ．(4) 2変数函数 f(x; y) = x2 + 3xy + 3y2x2 + xy + y2 ; x; y 2 R
の最大値，及び最小値を求めよ．

問題 17.4 Aを実 n次正方行列で，A3 = Enを満たすものとする．(1) TrAは整数であることを示せ．(2) TrAの取り得る値の範囲を求めよ．(3) TrAが最大または最小となるとき，Aの固有多項式を求めよ．
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問題 17.5 Aを複素係数 n次正方行列で，A4 = A2をみたすものとする．(1) Aの固有値は 0, �1のいずれかであることを示せ．(2) Aの固有多項式を FA(x) = xk(x� 1)l(x + 1)mとするとき，rankA; rank (A+ E); rank (A� E)
をそれぞれ，k, l, mを用いて表せ．（ヒント：Aの Jordan標準型を考えよ．Aの最小多項
式によって場合分けが必要．）

問題 17.6 A, Bを n次正方行列で，AB = BAを満たすものとする．このとき，あるユ
ニタリー行列 P が存在して，P�1AP , P�1BP がともに上三角行列となることを示せ．
問題 17.7 A, Bをともに行列式が 1であるような，複素係数 2次正方行列とする．(1) AとBが同時三角化不可能であるとき，ある a 2 C n f0gと，ある 2次正則行列 P が
存在して， P�1AP = �� a0 ��1� ; P�1BP = �� 0a ��1�
となることを示せ．(2) TrA = 2かつ，TrAB � TrB = 0ならば，AとBは同時三角化可能であることを示
せ．（ヒント：TrA = 2のとき，Aの固有値は 1のみであることに注意せよ．）
問題 17.8 Aを n次複素行列で，ある自然数m � 1に対して，Am = Enを満たすものと
する．このとき，以下の問いに答えよ．(1) Aは対角化可能であることを示せ．(2) jTrAj � nを示せ．
さて，各素数 p > 1に対して，A 2Mn(Z)であって，jAj = 1かつ，A�Enの各成分が p
で割り切れるようなもの全体の集合を�n(p) = fA 2Mn(Z) j jAj = 1; A� Enの各成分が pで割り切れる g �Mn(Z)
とおく．(3) p > 2nとする．このとき，行列A 2 �n(p)が，ある自然数m � 1に対してAm = En
を満たせばA = Enとなることを示せ．
問題 17.9 Aを固有値が 1だけであるような複素係数 n次正方行列とする．また，V = fX 2Mn(C ) jAX = XAg
とおく．(1) V はMn(C )の部分空間であることを示せ．(2) V の次元を求めよ．（ヒント：Aの最小多項式で場合分けが必要．）
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まず, 以下のような問題が与えられたとしよう：
問題.V を体K上の n次元ベクトル空間, W を体K上のm次元ベクトル空間とし, f : V !W
を線型写像とする. このとき V の基底 v1; v2; : : : ; vn及びW の基底w1;w2; : : : ;wmに対
して, f を行列表示せよ.
解法. いくつかの段階に分けてこの問題を解こう.Step 1. まず, 問題で求められていることを理解する. 求められていることは, 線型写像f : V ! W を, V の基底 fv1; v2; : : : ; vng;W の基底 fw1;w2; : : : ;wmg
について行列表示することである. 時々, この段階ですでに間違っている解答が見受けら
れるので注意すること. 指定されている基底がなんであるかがまず大事である. すなわち
求められているのは, (f(v1); f(v2); : : : ; f(vn)) = (w1;w2; : : : ;wm)A
を満たすm行 n列のKを係数とする行列 Aを求めることである. この意味を, もう少し
掘り下げて考えてみよう.
ベクトル空間 V の基底が fv1; v2; : : : ; vngであるから, 全ての v 2 V は, v1; : : : ; vnのK上の一次結合でかける. すなわちv = a1v1 + � � �+ anvn (a1; : : : ; an 2 K)

とかける. このとき, 線型写像 f による vの行き先は, f が線型であることからf(v) = a1f(v1) + � � �+ anf(vn)
となる. よって f は, V の基底 fv1; : : : ; vng の行き先さえ定めてやれば, 行列で表現でき
ることになる. これが線型写像の行列表示の原理である. この定義から明らかに, V;W の
基底の取り方を変えれば, 同じ f でも対応する行列表示は変わることに注意しよう.
求められていること, 及び線型写像の行列表示の意味を理解したところで,次の段階に

移る.
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の一次結合で書かなければならない. これは, f(vi)はWに属しており,なおかつw1; : : : ;wm
が W の基底であるために可能になることに注意する. 基底の定義より, ある K の元aij (i = 1; : : : ; m; j = 1; : : : ; n)が存在して,f(v1) = a11w1 + a21w2 + � � �+ am1wm = (w1; : : : ;wm)0BBB�a11a21...am1

1CCCA ;
f(v2) = a12w1 + a22w2 + � � �+ am2wm = (w1; : : : ;wm)0BBB�a12a22...am2

1CCCA ;...f(vi) = a1iw1 + a2iw2 + � � �+ amiwm = (w1; : : : ;wm)0BBB�a1ia2i...ami
1CCCA ;...f(vn) = a1nw1 + a2nw2 + � � �+ amnwm = (w1; : : : ;wm)0BBB�a1na2n...amn
1CCCA (15)

と一意的に書ける. この最後の表記, 一番最後の書き方は, ある意味で行列表示の本質を
表しているので重要である.
さて, ここまでできればほぼ問題は解けたようなものである. 最後の段階は単に, ここ

までの結果をまとめて解答の形にする段階である.Step 3. では最後に, 解答を作る. 上で求めた aijをそのまま行列として並べたものを,以
下のようにAとおく： A = 0BBB�a11 a12 : : : a1na21 a22 : : : a2n... ... ... ...am1 am2 : : : amn

1CCCA :
ここで aij が Aの (i; j)成分であることに注意する. あるいは上の表記 (15) の一番右端
の表記を, 上から順に並べたものと思ってもよい. このように並べれば, あとは左辺にf(v1); : : : f(vn)を並べて, 右辺にまずw1; : : : :wmを並べ, それに続いて上で作成した行列



線型代数学演習 A, B 要約（  河野明・阿部拓郎・佐藤隆夫） 183Aを並べたものをイコールでつなげばよい. すなわち(f(v1); : : : ; f(vn)) = (w1; : : : ;wm)A
とすれば, これが f の行列表示の形となる. 最後にAが f の行列表示である, といったよ
うな文面を付け加えるとなおよい.
注意. 線型写像ではなく, 線型変換, すなわち f : V ! V という, V から自分自身への線型
写像の場合は, 普通は基底は一組しか与えられないので, 出発点と行き先に対して同じ基
底を用いて行列表示を行うこと.
それでは上でやったことを，具体的な問題に当てはめてみよう.

問題

二次元ベクトル空間 V = W = R2 の間の線型写像 f : V !W を,f��ab�� = �2a� 3b�a + 5b�
で定義する. この f を, V の標準基底, 及びW の基底u1 = � 2�1� ; u2 = ��35 �
に対して行列表示せよ.
解答.Step 1. まず, 何を求められているかを確認する. 行列表示する際の基底は,V の標準基底 : e1 = �10� ; e2 = �01� ;W の基底 : u1 = � 2�1� ; u2 = ��35 �
である.Step 2. Step 1より, 求めるべきは(f(e1); f(e2)) = (u1;u2)A
を満たすような 2次正方行列Aである. そのためには,f(e1) = a11u1 + a21u2;f(e2) = a12u1 + a22u2
を満たす a11; a21; a12; a22を求めればよい. これらの aijの番号の付け方に注意すること.



線型代数学演習 A, B 要約（  河野明・阿部拓郎・佐藤隆夫） 184
さて, まず f(e1); f(e2)を計算より求めると,f(e1) = � 2�1� ; f(e2) = ��35 �

となる. これらをu1;u2の一次結合で表したい. そのためには以下の方程式� 2�1� = a11u1 + a21u2 = a11 � 2�1�+ a21 ��35 � ;��35 � = a12u1 + a22u2 = a12 � 2�1�+ a22 ��35 �
をとけばよい. これは明らかに,a11 = 1; a21 = 0; a12 = 0; a22 = 1
が解となる. よって並べ方に注意することで, 行列A = �1 00 1�
が得られる.Step 3. ここまでくればあとはまとめるだけである. 最初に f(e1); f(e2)を並べたものを
左辺において, それから右辺にu1;u2を並べて次に行列Aを書いたものが, 行列表示の式
となる： (f(e1); f(e2)) = (u1;u2)A = (u1;u2)�1 00 1� :
よって f の, 与えられた基底に関する行列表示は,A = �1 00 1�
で与えられる. �18.2 階数の計算方法

以下のような問題が与えられたとしよう：

問題.(m;n)行列 A = 0BBB�a11 a12 : : : a1na21 a22 : : : a2n... ... ... ...am1 am2 : : : amn
1CCCA

の階数を, 基本変形を用いて計算せよ.
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解法. いくつかの段階に分けてこの問題を解こう.Step 1. まず 1列目に着目する. 第 1列の成分がすべて 0である場合は，何も施さず，そ
のままにしておく. A0 = 0BBB�0 a12 � � � a1n0 � � � � �... � � � � �0 � � � � � 1CCCA
と, 名前をつけかえて, このまま Step 3へ進むこと.Aの第 1列の成分 a11; a21; : : : ; am1の中に 0でないものがあるとき，その 1つをとる．
例えば，ai1 6= 0とする．このとき，Aの第 1行と第 i行を入れ換える．この操作を考える
ことによって，初めから a11 6= 0であるとしてよい．ここで一行目を a11 6= 0で割る. こ
の結果, Aは (1; 1)成分が 1である行列に変形される：A0 = 0BBBB� 1 a12a11 : : : a1na11a21 a22 : : : a2n... ... ... ...am1 am2 : : : amn

1CCCCAStep 2. A0の各 i行 (2 � i � m)に対して，
第 i行�第 1行� ai1

という行基本変形を行うことにより，A00 = 0BBBB�1 a12a11 : : : a1na110 � � � � �... � � � � �0 � � � � �
1CCCCA

の形に変形される．Step 3. 次に，上の行列 �の部分に同様の操作を施す．この操作を繰り返すことによっ
て，最終的に階段行列に到達できる．あとは階段行列に関する定理より,階数を数えるこ
とができる.
ではこの手法に従って, 問題を解いてみよう.

問題. 行列 A = 0�0 1 �22 4 �21 3 �31A
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の階数を求めよう.Step 1. まず (1; 1)成分が 0なので, 行の入れ替えから始める. たとえば 2行目と一行目を
入れ替えて, 0�2 4 �20 1 �21 3 �31A
としよう. (1; 1)成分を 1にするために, 1行目を 2で割って,0�1 2 �10 1 �21 3 �31A
を得る. これが Step 1で得られるところのA0になる.Step 2. 1列目の 2; 3行目成分を 0にする. 2行目はすでにそうなっているので, 3列目か
ら 1列目を引くことで, 0�1 2 �10 1 �20 1 �21A
を得る. これが Step 2で得られるところのA00となる.Step 3. 次は小行列 �1 �21 �2�
に対して, 同様の操作を実行する. (1; 1)成分はすでに 1であるからこのままでよい. (2; 1)
成分をゼロにするためには, 2行目から 2行目をひいて,�1 �20 0 �
を得る. これらの操作を通して, Aは 0�1 2 �10 1 �20 0 0 1A
という階段行列へと変形される. よって階数は対角成分に現れる1の数,すなわち rank(A) =2となる. �18.3 逆行列の計算方法

次のような問題を考える．

問題.n次正方行列 A = 0BBB�a11 a12 : : : a1na21 a22 : : : a2n... ... ... ...an1 an2 : : : ann
1CCCA
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に対して,基本変形を用いてAが正則かどうかを調べ，正則な場合はその逆行列を求めよ.
解法. これもいくつかの段階に分ける.Step 1. Aと n次単位行列Enを並べてできる，(n; 2n)行列(A;En) = 0BBB�a11 a12 : : : a1n 1 0 � � � 0a21 a22 : : : a2n 0 1 � � � 0... ... ... ... ... ... ... ...an1 an2 : : : ann 0 0 � � � 11CCCA
を作る．Step 2. (A;En)に行基本変形のみを施して（ここは階数を求める操作と違う部分なので
注意されたい），Aの部分を �Er A0O O�
なる形にする．このとき，もし r < nであれば，Aは正則でない．Step 3. Step 2の操作で，r = nとなったとする．即ち，(A;En)が行基本変形だけで(En; P ) = 0BBB�1 0 � � � 0 p11 p12 : : : p1n0 1 � � � 0 p21 p22 : : : p2n... ... ... ... ... ... ... ...0 0 � � � 1 pn1 pn2 : : : pnn

1CCCA
となったとする．このとき，P = A�1であり，特にAは正則である．
では，具体的な問題を解いてみよう.

問題. 行列 A = 0�1 1 11 2 �11 0 1 1A
が正則かどうかを調べ，正則なら逆行列を求めよ．

解答. Step 1. まず，(3; 6)行列(A;E3) = 0�1 1 1 1 0 01 2 �1 0 1 01 0 1 0 0 11A
を考える．Step 2. 次に行基本変形を行って，Aの部分を簡単にしていく．まず，第 1行と第 3行を
入れ換えて，第 1行の�1倍を第 2行，第 3行にそれぞれ加えると，0�1 0 1 0 0 10 2 �2 0 1 �10 1 0 1 0 �11A
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となる．そこで，第 2行と第 3行を入れ換えて，第 2行の�2倍を第 3行に加えると，0�1 0 1 0 0 10 1 0 1 0 �10 0 �2 �2 1 1 1A
となる．第 3行を�2で割って，第 3行の�1倍を第 1行に加えると，0�1 0 0 �1 1=2 3=20 1 0 1 0 �10 0 1 1 �1=2 �1=21A
となる．従って，Aは正則で，A�1 = 0��1 1=2 3=21 0 �11 �1=2 �1=21A
を得る．�18.4 連立一次方程式の解法

体Kの元を係数とする連立一次方程式8>>>><>>>>:a11x1 + � � �+ a1nxn = b1a21x1 + � � �+ a2nxn = b2...am1x1 + � � �+ amnxn = bm (16)
を，基本変形を用いて体系的に解く方法について確認しよう．まず，A = 0BBB�a11 a12 � � � a1na21 a22 � � � a2n... ... ... ...am1 am2 � � � amn

1CCCA ; x = 0B�x1...xm1CA ; b = 0B� b1...bm1CA
とおくと，連立斉一次方程式 (16)は Ax = b
と表されることに注意する．

一般に，連立一次方程式 (16)はいきなりは解けない．そこで，b1 = � � � = bm = 0であ
るような，特別な場合をまず考えてみる．このような連立一次方程式を連立斉一次方程式

という．
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れたい），階段行列 (1 � j1 < j2 < � � � < jr � n)0BBBBBBBBBB�

j1 j2 � � � jr1 0 � � � 0 1 � � � � � � � �2 0 � � � � � � � � � 0 1 � � � � � �... � � � � �r 0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0 1 �O � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � O
1CCCCCCCCCCA

に変形する．任意の行列Aは必ずこのような形に変形できることに注意する．このとき，
さらに行基本変形を行い，jr列，jr�1列，: : : , j1列をそれぞれ er; er�1; : : : ; e1に変形し
たものをA0とおく．ここで，各 eiたちはKmの基本ベクトルを表す．即ち，

A0 = 0BBBBBBBBBB�
j1 j2 � � � jr1 0 � � � 0 1 � 0 � � � � 0 �2 0 � � � � � � � � � 0 1 � � � � ... �... � � � 0 �r 0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0 1 �O � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � O

1CCCCCCCCCCA
である．Step 2. j1 = 1, j2 = 2; : : : ; jr = rとなる場合．
このときA0は �Er A00O O�
なる形をしている．そこで，(n; n� r)行列��A00En�r�
を考えるとき，この行列の n� r個の列ベクトルたちが連立斉一次方程式 (5)の解空間の
基底になる．即ち，(5)の求める基本解である．Step 3. 一般の場合．j1, : : : , jr の残りの列番号を小さい方から順に k1, : : : , kn�r とし，n次正方行列 P =(ej1; : : :ejr ; ek1; : : : ; ekn�r) を考える．このとき，A0P = �Er A00O O�



線型代数学演習 A, B 要約（  河野明・阿部拓郎・佐藤隆夫） 190
となるので，このA0P に Step 2の方法を適用して (A0P )x = 0の基本解を求め，それら
を x01; : : : ;x0n�rをとおく．すると， Px01; : : : ; Px0n�r
が求めるAx = 0の基本解となる．
以上により，連立斉一次方程式Ax = 0の基本解x1; : : : ;xn�rを求めることができた．

従って，その一般解はx = 1x1 + � � � n�rxn�r; 1; : : : ; n�r 2 K
で与えられる．Part 2. （一般の）連立一次方程式
連立斉一次方程式の解法を利用して，一般の連立一次方程式を解くことを考えよう．ま

ず，連立一次方程式の解を 1つ見つけることから始める．Step 1. (n; n+ 1)行列 (A; b)（これを連立一次方程式 (5)の拡大係数行列という．）を
考え，これに行基本変形のみを施して（ここも階数を求める操作とは異なるので注意され

たい），階段行列 (1 � j1 < j2 < � � � < jr � n+ 1)0BBBBBBBBBB�
j1 j2 � � � jr1 0 � � � 0 1 � � � � � � � �2 0 � � � � � � � � � 0 1 � � � � � �... � � � � �r 0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0 1 �O � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � O

1CCCCCCCCCCA
に変形する．任意の行列 (A; b)は必ずこのような形に変形できることに注意する．もしjr = n+ 1のときは対応する r番目の方程式は0x1 + 0x2 + � � �+ 0xn = 1
となり解が存在しない．即ちこれは，与えられた連立一次方程式は解けないことを意味す

る．Step 2. jr � nのときは，さらに行基本変形を行い，続けて，jr列，jr�1列，: : : , j1列
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をそれぞれ er; er�1; : : : ; e1に変形したものを

(A0; b0) = 0BBBBBBBBBB�
j1 j2 � � � jr n+ 11 0 � � � 0 1 � 0 � � � � 0 � b012 0 � � � � � � � � � 0 1 � � � � ... � b02... � � � 0 � ...r 0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0 1 � b0rO � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � O 0

1CCCCCCCCCCA
とおく．このとき， x0 = 0B�x1...xn1CA
を xj = (b0k; ある kが存在して j = jk; (1 � k � r);0; それ以外

によって定めると，x0はAx = bの解となる．（記号が多少複雑で分かりにくいかもしれ
ないが，具体的な問題をこなす中で理解を深めてほしい．特に，j1 = 1; j2 = 2; : : : ; jr = r
である場合には，x0 = b0であることにも注意されたい．）このx0のように，Ax = bの 1
つの解を特殊解という．Step 3.
次に，Part 1の方法を用いてAx = 0の基本解を求め，それらをx1; : : : ;xn�rとする．

このとき，Ax = bの一般解はx = x0 + 1x1 + � � �+ n�rxn�r; 1; : : : ; n�r 2 K
で与えられる．

では，具体的な問題を解いてみよう.
問題. 連立一次方程式 8><>:x1 + x2 + x3 = 1x1 � x2 � 2x3 = 42x1 � x3 = 1
を解け．

解答. 与えられた連立一次方程式の拡大係数行列(A; b) = 0�1 1 1 11 �1 �2 42 0 �1 11A
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を考える．これに行基本変形を施して簡単にしていこう．まず，2行目に 1行目の�1倍
を加え，3行目に 1行目の�2倍を加える．次に，3行目から 2行目を引くと0�1 1 1 10 �2 �3 30 0 0 �41A
となる．2行目を�2で割って，3行目を�4で割ると，0�1 1 1 10 1 3=2 �3=20 0 0 1 1A
となる．従って，この場合は連立方程式に解は存在しないことが分かる．�
問題. 連立一次方程式 (x1 + 2x2 + 3x3 = 14x1 + 9x2 + 6x3 = �1
を解け．

解答. 与えられた連立一次方程式の拡大係数行列(A; b) = �1 2 3 14 9 6 �1�
を考える．これに行基本変形を施して簡単にしていこう．2行目に 1行目の�4倍を足し
て，1行目に 2行目の�2倍を足すと，(A0; b0) = �1 0 15 110 1 �6 �5�
となる．従って，この場合は連立方程式に解が存在することが分かる．上記の記号を踏襲

すれば，r = 2, j1 = 1, j2 = 2となっている．ゆえに，x0 = b0 = 0BB�11�500 1CCA
とおくと，x0はAx = bの１つの解になる．
次に，Ax = 0の基本解を求めよう．上と全く同様の議論により，Aに行基本変形を

施すと， A0 = �1 0 150 1 �6�
となることが分かる．上記の記号を踏襲すれば，A00 = �15�6�
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である．従って， ��A00E1 � = 0��1561 1A
はAx = 0の基本解となる．
以上により，Ax = bの一般解はx = x0 + 0��1561 1A ;  2 K

で与えられる．�18.5 正規直交基底の求め方

次のような問題を考える．

問題.
計量ベクトル空間 V の，任意の一次独立なベクトルの組a1; : : : ;akに対して，V の部分
空間 ha1; : : : ;akiの正規直交基底を求めよ．
解法. まず，与えられたベクトルの組a1; : : : ;akから，直交系 b1; b2; : : : ; bkであって，hb1; : : : ; bki = ha1; : : : ;aki
となるものを構成することを考える．（Shmidtの直交化法による．）
まず， b1 = a1

とおく．次に， b2 = a2 � a2 � b1b1 � b1 b1
とおく．同様にして順に b3; : : : ; bkをbj = aj � aj � b1b1 � b1 b1 � aj � b2b2 � b2 b2 � � � � aj � bj�1bj�1 � bj�1bj�1
によって定める．すると，作り方からa1; : : : ;akが張る部分空間と b1; : : : ; bkが張る部分
ベクトル空間は一致する．即ちha1; : : : ;aki = hb1; : : : ; bki
が成り立つことが分かる．また，簡単な計算により，b1; : : : ; bkは直交系を成しているこ
ともわかる．
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トル化を行えばよい．つまり， 1k b1 kb1; : : : ; 1k bk kbk
が求める正規直交基底である．

注意 しばしば，直交系を求め終わって単位ベクトル化を忘れてしまっている答案を見受

けるので，忘れないようにしてほしい．

では，具体的な問題を解いてみよう.
問題. R3 の一次独立な三つのベクトルa1 = 0�1011A ; a2 = 0�3011A ; a3 = 0� 31�11A
を Shmidtの直交化法を用いて, これらを正規直交化せよ.
解答 Shmidtの直交化法により，b1 = a1 = 0�1011A ;b2 = a2 � a2 � b1b1 � b1 b1 = 0� 10�11Ab3 = a3 � a3 � b1b1 � b1 b1 � a3 � b2b2 � b2 b2 = 0�0101A
なるベクトルを得る．そこで，これらに単位ベクトル化を行うことにより，b01 = 1p20�1011A ; b02 = 1p20� 10�11A ; b03 = 0�0101A
が求める正規直交基底である．�
注意 Shmidtの直交化法は，分数や根号の計算が続くので，もっとも計算間違いしやす
い問題のうちの 1つである．些細なミスで減点にならぬよう，最低 1回は検算を忘れない
ようにしてほしい．
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問題.V を計量ベクトル空間，W をその部分空間とし，a1; : : : ;arをW の基底とする．このと
き，W の直交補空間W?の正規直交基底を求めよ．
解法.V を計量ベクトル空間，W をその部分空間とし，a1; : : : ;arをW の基底とする．このと
き，W の直交補空間W?の正規直交基底を求めてみよう．
まず，a1; : : : ;arに，V のベクトルar+1; : : : ;anを追加してV の基底a1; : : : ;ar;ar+1; : : : ;an

を作る．（a1; : : : ;arに追加するベクトルは，a1; : : : ;anが V の基底になれば何でもよい．
とにかく頑張って 1組見つけて来よう．）
次に，a1; : : : ;anを Shmidtの直交化法により直交化し，単位ベクトル化を行えば，V

の正規直交基底 b1; : : : ; br; br+1; : : : ; bn
が得られる．このとき，W = f1b1 + � � �+ rbr j 1; : : : ; r 2 KgW? = fr+1br+1 + � � �+ nbn j r+1; : : : ; n 2 Kg
である．従って，br+1; : : : ; bnが求めるW?の正規直交基底である．
注意 18.1 一般に，W の基底 a1; : : : ;arに，ベクトル ar+1; : : : ;anを付け足して V の基
底を作るとき，ar+1; : : : ;an 2 W?とは限らないことに注意する．即ち，ar+1; : : : ;anた
ちは a1; : : : ;arに直交するとは限らない．
では，具体的な問題を解いてみよう.

問題. R2 の部分空間 W = n�xy� ��� x = yo
の直交補空間W?の正規直交基底を求めよ．
解答 勘のいい人であれば，すぐに答えが分かるかもしれないが，ここでは上の方法を

適用してみよう．まず，W は 1次元の部分空間で，a1 = �11�
はその基底である．そこで， a2 = �10�
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とおくと，a1;a2は R2 の基底である．これらは正規直交基底ではないので，Shmidtの
直交化法を用いて正規直交基底を求めよう．すると，まず直交化を行い，b1 = �11� ; b2 = � 12�12�
を得る．これらを単位ベクトル化して R2 の正規直交基底b01 = 1p2 �11� ; b02 = 1p2 � 1�1�
を得る．このとき， b02 = 1p2 � 1�1�
がW?の正規直交基底である．�18.7 直交射影の求め方

問題.V を計量ベクトル空間，W を V の部分空間とし，W?をW の直交補空間とする．pW :V ! V , pW? : V ! V をそれぞれ，V のW , W?への直交射影とするとき，任意のx 2 V
に対して，pW (x), pW?(x)を計算せよ．
解法.
まず，W 及び，W?の正規直交基底を求めておく．（これは，前小節を参照．）ここでは，a1; : : : ;ar をW の正規直交基底とし，ar+1; : : : ;anをW?の正規直交基底とする．この
とき， pW (x) = (x � a1)a1 + � � �+ (x � ar)arpW?(x) = (x � ar+1)ar+1 + � � �+ (x � an)an
が成り立つ．

では，具体的な問題を解いてみよう.
問題. R2 の部分空間 W = n�xy� ��� x = yo
を考える．このとき，R2 の標準基底 e1, e2に対して，それらのW 及び，W?への直交射
影 pW (ei), pW?(ei)を計算せよ．
解答 まず，W 及び，W?の正規直交基底を求めるところから始める．ここでは，前節
の結果を利用しよう．W の正規直交基底として，1 = 1p2 �11�が，W?の正規直交基底
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として，2 = 1p2 � 1�1�がとれる．よって，各 eiと jの内積を計算すると，(e1; 1) = 1p2 ; (e1; 2) = 1p2(e2; 1) = 1p2 ; (e2; 2) = � 1p2
となるので， pW (e1) = 1p21; pW?(e1) = 1p22pW (e2) = 1p22; pW?(e2) = � 1p22
を得る．�
注意 18.2 稀に，与えられたベクトルと，計算した正規直交基底との内積だけ計算して解
答が終わっている答案があるが，ベクトルの直交射影を求めよと問われたら，射影先のベ

クトルを答えることに注意してほしい．18.8 行列の固有値，固有空間，対角化，冪乗計算

この節では，与えられた行列の固有空間を求め，その結果を対角化や冪乗計算に応用する

ことを考える．ここでは，行列式の計算，連立斉一次方程式の基本解など，これまでに学

習したことを総動員するのでしっかりと復習しておくことが望まれる．I. 固有値，及び固有空間の計算
次のような問題を考えよう．

問題.
複素係数 n次正方行列A = (aij)に対して，Aの固有空間を求めよ．
解法.
行列の固有空間を求めるには，まずその行列の固有値を求めるところから始める．そのた

めに，固有多項式を計算しなければならない．Aの固有多項式はFA(x) = det(xEn � A) = ���������x� a11 �a12 � � � �a1n�a21 x� a22 � � � �a2n... ... ... ...�an1 �an2 � � � x� ann
���������

で与えられる．固有値は固有多項式の根全体なので，det(xEn � A) = 0とおいて，これ
を xについて解けばよい．
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注意 18.3 稀に，det(A � xEn)を固有多項式としている答案があるが，通常，固有多項
式の最高次の係数は 1とするのが慣例であるので注意してほしい．また，固有多項式は多
項式でるので，あたかも方程式のように det(xEn � A) = 0と書かれても，（気持ちは分か
るが）不正解である．細かいところではあるが注意してほしい．

一方，複素係数の行列を考えているので，固有多項式は複素係数の 1変数多項式であ
る．従って，その根（固有値）は重複度も込めて丁度n個存在することにも注意されたい．
さて，固有値が求められたので，次は固有空間を求めよう．�をAの固有値とするとき，aが �に属する固有ベクトル () (A� �En)a = 0

である．即ち，Aの �に属する固有空間W� は，連立一次方程式 (A � �En)x = 0の
解空間W (A � �En)に外ならない．従って，�に属する固有空間の基底を求めるには，(A� �En)x = 0の基本解を求めればよいことが分かる．
以上の議論を参考に，具体的な問題を解いてみよう．

問題. 行列 A = 0��1 2 �1�1 0 1�1 �2 3 1A
の固有値，固有空間を求めよ.
解答 まず，Aの固有多項式を計算しよう．すると，FA(x) = ������x+ 1 �2 +11 x �11 2 x� 3������
を計算すればよい．

このように，多項式を成分とするような行列の行列式を計算する場合，迂闊に余因子

展開を始めると計算がかなり繁雑になったりするので，まず基本変形を用いて簡約できな

いかを考えるのが常套である．すると，各列を全て足し合わせた列ベクトルを考えると，

そのすべての成分が xになることが分かる．こうなれば，xで括りだせることができるの
で行列式をより簡約化できることが分かる．

より具体的には以下のようにして行う．第 1列に第 2列と第 3列を加える．次に第 1列
から xを括りだす．すると次のようになる．FA(x) = x ������1 �2 +11 x �11 2 x� 3������
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そこで，(1; 1)成分に 1が出たので，第 1列の第 2行目以降が 0になるように行基本変形
を施して， FA(x) = x ������1 �2 +10 x + 2 �20 4 x� 4������
となる．従って，後は，第 1列に余因子展開を施して，FA(x) = x2(x� 2)
となることが分かる．よって，Aの固有値は 0, 2である．
続いて，固有値 2に属する固有空間W2 を求めよう. これは，連立一次方程式 (A �2E3)x = 0の解空間である．ゆえに，B = A� 2E3 = 0��3 2 �1�1 �2 1�1 �2 1 1A

とおいて，Bに行基本変形を施すと，B0 = 0�1 0 00 1 �1=20 0 0 1A
となるので，W2の基底は0� 01=21 1Aとなる.
同様に，固有値 0に属する固有空間W0の基底は，0�1111Aとなる. �II. 行列の対角化とその応用
次に，行列の固有空間の計算を利用して，行列の対角化を求めることを考えてみよう．

一般に，全ての行列が対角化できるわけではないことに注意する．

問題.
複素係数 n次正方行列Aが与えられたとき，Aが対角化可能かどうかを判定し，対角化
可能であれば対角化せよ．

解法.
与えられた行列Aが対角化可能かどうかを判定するには以下の手順に従えばよい．
手順 1 Aの固有多項式 FA(x)は重根をもつか?Yes =) 手順 2へ． No =) 対角化可能.
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手順 2 Aの相異なる固有値全体を�1; � � � ; �s，Aの固有多項式をFA(x) = (x� �1)k1(x� �2)k2 � � � (x� �s)ks

とするとき，各 �iに対して (A� �iEn)x = 0の基本解が ki個の元から構成されて
いるか? 即ち，ki = dimW�i となっているか?Yes =) 対角化可能． No =) 対角化不可能.

この手順により対角化不可能となった場合，対角化は諦めて下さい．（理論的に対角化で

きないことが分かっています．）

次に，Aを対角化可能な n次正方行列とするとき，Aを対角行列に変形させるために
必要な正則行列P を構成してみよう．そのためには，Aの一次独立な n個の固有ベクト
ルを並べてできる行列をP とすればよい．具体的には以下のようになる．
まず，Aの固有多項式を FA(x) = (x � �1)k1(x� �2)k2 � � � (x� �s)ks とする．各 �iに

対して p(i)1 ;p(i)2 ; : : : ;p(i)ki
を (A� �iEn)x = 0の基本解の１組とする．このとき，(n; ki)行列 PiをPi = (p(i)1 ;p(i)2 ; : : : ;p(i)ki )
で定め，n次正方行列 P を P = (P1; P2; � � � ; Ps)
で定める．（Aは対角化可能なので，一次独立なAの固有ベクトルが n個とれることに注
意する．）すると，P は正則行列であり，P�1AP = 0BBB�D1 OD2 . . .O Ds

1CCCA
となる．ここで，各Diは対角成分が全て �iであるような ki次対角行列である．
注意 18.4 上で考えた対角化は，あくまで P の構成によることに注意する．即ち，Piた
ちの順序を変えて同様の議論を行った場合，対角化は出来るがその際に対角成分に現れるAの固有値の順序が変わることに注意する．
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行列の対角化は，行列の冪を計算することに応用できる．次のような問題を考えよう．

問題.
対角化可能な複素係数 n次正方行列Aに対して，Ak, k � 1を計算せよ．
解答.P を n次正則行列で P�1AP = 0BBB��1 O�2 . . .O �n

1CCCA
となるものとする．このとき，k � 1なる任意の整数 kに対して，(P�1AP )k = P�1AkP
であり，対角行列の冪乗は各対角成分を冪乗すればよいことに注意して，Ak = P (P�1AP )k P�1 = P 0BBB��k1 O�k2 . . .O �kn

1CCCA P�1
を得る．従って，上式右辺を具体的に計算することでAkが計算できる．
行列の対角化についての具体例は例題 16.4, 16.5などを参照してください．18.9 行列の上三角化の計算

ここで，与えられた行列を上三角化する具体的な方法について考えよう．任意の行列は上

三角化できることに注意する．

問題.
複素係数n次正方行列Aに対して，ある正則行列P を用いて，P�1AP が上三角行列にな
るようにせよ．

解法.
いくつかの Stepに分けて考える．Step 1. Aの固有値全体を（重複度も込めて）�1; : : : ; �n とする．まず，固有値 �1
に属する Aの固有ベクトルを 1つとりそれを q1とする．すると，q1 に適当なベクトルq2; : : : ; qn を付け加えて q1; : : : ; qnが C n の基底になるように出来る．（このようなベクト
ルの組 q2; : : : ; qnは，q1; : : : ; qnが C nの基底になりさえすれば何でもよい．頑張って見つ
けて来よう．）
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このとき，Q1 = (q1; : : : ; qn)とおくとQ1は正則で，あるn�1次正方行列A1に対してQ�11 AQ1 = ��1 �O A1�

となる．Step 2. さて次に，A1 の固有値は（重複度も込めて）�2; : : : ; �n である．そこで，�2 に属する A1 の固有ベクトルを 1つとりそれを q01 とする．すると，q01 に適当なベク
トル q02; : : : ; q0n�1 を付け加えて q01; : : : ; q0n�1が C n�1 の基底になるようにする．このとき，Q2 = (q01; : : : ; q0n�1)とおくとQ2は n � 1次正則行列で，ある n � 2次正方行列 A2に対
して Q�12 A1Q2 = ��1 �O A2�
となる．以下，この操作を繰り返して，各 1 � i � n� 1に対して n� i+1次正則行列Qi
を構成する．Step 3. 最後に，P = Q1 �E1 OO Q2��E2 OO Q3� � � ��En�2 OO Qn�1� :
とおくと， P�1AP = 0BBB��1 � � �O �2 � �... . . . . . . �O � � � O �n

1CCCA
となることが分かる．

注意 18.5 P としてユニタリー行列をとりたい場合は，各Qiを構成するベクトルたちに
シュミットの直交化法を適用して正規直交化しておけばよい．即ち，上の議論においては，q1; : : : ; qnを正規直交化したものをQ1とおく．次に，q01; : : : ; q0n�1を正規直交化したもの
をQ2とし，以下同様の議論を行ってQi, (1 � i � n� 1)を作る．すると，各Qiはユニ
タリー行列であり，従って P もユニタリー行列となる．
この議論を具体的な問題に適用させてみよう．

問題. 行列 A = � 1 1�1 �1�
を上三角化せよ.
解答 まず，Aの固有値を求めよう．Aの固有多項式を計算すると，FA(x) = x2となる
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ので，Aの固有値は 0のみである．そこで，固有値 0に属するA固有空間W0を求めてみ
よう．即ち，Ax = 0の解空間W (A)の基本解を求めると，q1 = ��11 �
となる．よって，特に dimW0 = 1 6= 2であることが分かる．つまり，Aは対角化不可能
である．Step 1 に従って，あるベクトル q2で，q1, q2が C 2 の基底となるものを見つける．こ
こでは， q2 = �10�
としてみよう．実際，q1, q2が一次独立であることは簡単に示される．このとき，Q1 =(q1; q2)とおくとQ1は正則で， Q�11 AQ1 = �0 10 0�
となる．�


