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7 確率過程と条件付き期待値

後半のテーマは，時間的に変化するランダムな現象を表す確率モデルである．本節の授
業では＊のついた小節を省きます．

以後，時間は非負の整数値を取って進むとする．時刻nでランダムな現象が表す状態をXn

により表す．状態はランダムな現象の実現値（標本を選んだときに得られる値）である．こ
の値の集合をSにより表すと，XnはΩからSへの関数である．このとき，{Xn;n = 0,1, . . .}
を状態空間 Sをもつ離散時間確率過程（または単に確率過程）と呼ぶ．Z+を非負の整数
全体の集合とすると，各 ω ∈ Ωに対する確率過程の標本 {Xn(ω);n = 0,1, . . .}は，Z+から
Sへの関数である．この関数を標本関数または標本路 (sample path)と呼ぶ．本節では確
率過程を観測して得られる情報を表すためにフィルトレーションと条件付き期待値を定義
する．

7.1 抽象化の目的

XをΩから状態空間 Sへの関数とする．B ⊂ Sに対して {X ∈ B}の確率を測る，すな
わち，{X ∈ B}を事象とするために，BをS上の σ-集合体の要素とすると都合が良い．な
ぜならば，この S上の σ-集合体をHとするとき，

σ(X) ≡ {{X ∈ B};B ∈H}

もまた σ-集合体となるからである．このHを作るためには，Sの要素間に何らかの関係
があるとよい．そこで，Sは距離空間であるとする．すなわち，x, y ∈ Sに対して次の条
件を満たす ρ(x, y)が定義されているとする．

(a) ρ(x, y) ≥ 0, ρ(x, y) = ρ(y, x)，

(b) ρ(x, y) = 0 が成り立つのは x = yのときに限る，

(c) ∀x, y, z ∈ S に対して ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z)．

このとき，ρ(x, y)を x, yの距離，(S, ρ)を距離空間と呼ぶ．また，ε > 0と x ∈ Sに対し
て，Vε(x) ≡ {y ∈ S;ρ(x, y) < ε}を xの ε-近傍と呼ぶ．一般に，Oが以下の 3条件：

(a’) S ∈ O

(b’) 有限個の i = 1,2, . . . , nに対してOi ∈ Oならば ∩ni=1Oi ∈ O，

(c’) 任意の集合Aに対して，α ∈ AならばOα ∈ Oであるとき，∪α∈AOα ∈ O．

を満たすとき開集合と呼び，(S,O)を位相空間と呼ぶ．このとき，C ⊂ Sに対して，Cc ≡
S ∖Cが開集合ならばCを閉集合と呼ぶ．距離空間 (S, ρ)において，Sの部分集合Oが，
∀x ∈ Oに対して∃ε > 0がありVε(x) ⊂ Oならば，Oを開集合とするとき，位相空間である．
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Sのすべての開集合を含む S上の最小の σ-集合体を S上のボレル集合体と呼びB(S)
と表す．これまで，実数の集合や実ベクトル空間Rdを距離空間へ，更に位相空間へ抽象
化してきた．この抽象化は概念の本質的な部分を取り出すことが目的である．抽象化は具
体的なイメージがもちにくいので難しいと思われがちであるが，問題を簡単にする．抽象
化は思考の節約であり数理的思考に欠かせない．

演習問題 7.1 (a) Sが可算集合であるとき，距離を定義して距離空間を作りボレル集合体
B(S)を求めよ．
(b) S = Rであるとき，x, y ∈ Rに対して ρ(x, y) = ∣x − y∣と定義する．ρは距離であり，ボ
レル集合体B(R)がこれまで用いてきた σ({(a, b];a, b ∈ R, a < b})に等しいことを示せ．

時間が連続的である場合には，時間を実数により表し，連続時間確率過程と呼ぶ．以後
特に断らない限り，離散時間確率過程のみを論じ，単に確率過程と呼ぶ．

7.2 確率過程における情報とは？

状態空間 Sをもつ確率過程 {Xn;n ≥ 0}においては時刻の経過と共に観測結果として得
られる情報量が増える．このときの情報量とは何であろうか？確率モデルである確率空間
(Ω,F,P)に立ち戻って考えてみよう．このとき，∀A ∈Fに対して確率 P(A)が与えられ
ている．これは σ-集合体Fが情報をもっているΩの部分集合の集まりであることを表し
ている．従って，Fはこのモデルにおける情報の集まりと解釈することもできる．

ここで注意すべきことは，P(A)が実際にすべてのA ∈Fに対して計算できるわけでは
ないことである．多くの確率モデルでは確率測度 Pの存在について論じても具体的に求
めることは容易ではない．比較的簡単な場合が，実数値を取る確率変数Xについてその
分布 F が既知の場合である．このときには，S = Rであり，任意のB ∈B(R)に対して，

P(X ∈ B) = ∫
+∞

−∞
1(x ∈ B)F (dx)

により，事象 {X ∈ B} ≡ {ω ∈ Ω;X(ω) ∈ B}の確率が（原理的に）計算できる．そこで，
このような事象の集まりを

σ(X) = {{X ∈ B};B ∈B(R)}

と表し，Xを観測したときに得られる情報と解釈する．確率変数の定義より σ(X) ⊂Fで
あり，σ(X)はΩ上の σ-集合体である．

演習問題 7.2 σ(X)がΩ上の σ-集合体であることを証明せよ．

複数の確率変数についても同様な σ-集合体を作る．同時に複数の確率変数から作られ
る事象も含む必要がある．そこで，n個の確率変数X1,X2, . . . ,Xnに対して，

σ(X1,X2, . . . ,Xn) = σ(∪ni=1σ(Xi))
≡ ∪ni=1σ(Xi) を含むΩ上の最小の σ-集合体

により定義した σ-集合体をX1,X2, . . . ,Xnに関する情報の全体とみなす．
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演習問題 7.3 コインを投げ，表ならば 1裏ならば 0により表す．Ω = {(i, j); i, j = 0,1}を
標本空間とする確率空間 (Ω,F,P)によりコインを 2回投げることを表す．この確率モデ
ルにおいて，コインを 1回投げた場合の情報を表す σ-集合体 Gを求めよ．

7.3 情報のフィルトレーション

状態空間 Sをもつ確率過程 {Xn;n ≥ 0}に対して，時刻 nまで観測したときの情報を σ-

集合体FX
n により表す．すなわち，

FX
n = σ(X0,X1, . . . ,Xn), n ≥ 0, (7.1)

である．B(Sn)を Snの開集合から生成した S上の σ-集合体とすると，

FX
n = {{(X0,X1, . . . ,Xn) ∈B};B ∈B(Sn)}

と表すこともできる．

定義より，FX
n ⊂Fであり，FX

n は nについて非減少である．一般にこの特性を持つ σ-

集合体の列を定義しておこう．

定義 7.1 (フィルトレーション) 各 n ≥ 0に対して，Fの部分集合Fnが

(a) FnはΩ上の σ-集合体である，

(b) Fn ⊂Fn+1，

を満たすとき，{Fn;n = 0,1, . . .}をフィルトレーションと呼び，Fと表す．また，状態空
間 Sをもつ確率過程 {Xn;n = 0,1, . . .}が，フィルトレーション Fに対して，

(c) 任意の n ≥に対してFX
n ⊂Fn，

を満たすならば，Fに適合した確率過程であるという．

注 7.1 フィルトレーションという呼び名は filtrationの音訳である．しかし，日本語で表
現するとろ過機構となるが，ろ過は日常的に余り使われていないのでフィルトレーション
とした．

確率過程 {Xn;n ≥ 0}に対するFX ≡ {FX
n ;n = 0,1, . . .}もフィルトレーションである．で

はなぜより一般的なフィルトレーションFを定義したのだろうか？これは対象としている
確率過程の外にもランダムな影響を及ぼす要因ある場合に備えるためである．言葉を換え
ると柔軟性のあるモデル化を行い応用範囲を拡げるためである．
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例 7.1 (ランダムウォーク) (a) 表が出る確率が pであるコイン投げの n回目の結果を確
率変数 Unにより表す．ここに，0 < p < 1，

Un = {
1, n回目の結果が表,

−1, n回目の結果が裏,

とする．このとき，U1, U2, . . .は，独立で同一の分布，

P(Un = 1) = p, P(Un = −1) = 1 − p,

に従うとする．次に，a ∈ Zに対してX0 = a，

Xn =X0 +U1 +U2 + . . . +Un, n ≥ 1, (7.2)

により確率過程 {Xn;n = 0,1, . . .}を定義する．その状態空間 Sは整数全体の集合 Zに等
しい．この確率過程を初期値 aをもつ単純ランダムウォークと呼ぶ．

(b) 単純ランダムウォークにおいて，Unの分布をRの nに依らない一般の分布 F に置
き換えた場合を考えてみよう．このとき，確率過程 {Xn;n = 0,1, . . .}の状態空間 Sは R
（またはその部分集合）に等しい．Xn −X0は独立で同一の分布に従う確率変数の和であ
るから，Xnの時刻 nが大きいときの漸近特性を大数の法則と中心極限定理を使って調べ
ることができる．(7.2)は次のように表すこともできる．

Xn =Xn−1 +Un, n ≥ 1. (7.3)

この場合に，Xnを数直線上の位置であると見なすと，UnはXn−1からXnへ移動する変
化量である．これは，物体が数直線上をランダムに動く様を表しているので，ランダム
ウォークと呼ばれる．数学的に見たランダムウォークの特徴は，UnがXn−1と独立であり，
XnがXn−1と Unによって決まることである．更に，実数 aに対して，X0 = aと定義し，
(7.3)により，n ≥ 1に対してXnを定義するとき，{Xn;n ≥ 0}を初期値が aであるランダ
ムウォークと呼ぶ．ここで，U0 =X0とおいて 2つのフィルトレーション

FU ≡ {σ(U0, U1, . . . , Un);n ≥ 0}, FX ≡ {σ(X0,X1, . . . ,Xn);n ≥ 0},

をを定義すると，(7.3)より FU = FX である．

(c) 非負の整数 aを初期値とするランダムウォーク {Xn;n ≥ 0}に対して，原点に壁を置
き，ランダムウォークが原点で負の方向に動こうとするならば原点に止まるとする．すな
わち，(7.3)を

Yn =max(0, Yn−1 +Un), n ≥ 1. (7.4)

に置き換える．この {Yn;n ≥ 0}を原点に柔らかい反射壁をもつランダムウォークと呼ぶ．
このランダムウォークは，どんな n ≥ 0に対しても Yn ≥ 0である．しかし，Ynは依然とし
て Yn−1とUnにより決まる．しかし，フィルトレーションには注意が必要である．すなわ
ち，FY ≡ {σ(Y0, Y1, . . . , Yn);n ≥ 0}とすると，FY ⊂ FXであるが，一般に FY は FXに一致
しない．
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次に双六遊びを考えてみよう．ただし，簡単のために一人で双六を行うとする．

例 7.2 (双六) 1からMまでの番号がついたM個の場所があり，Xnを n回目の場所とす
る．Xn−1からXnへの変化は，Xn−1とサイコロを投げた結果により決まる．n回目のサ
イコロの結果を Unにより表すと，nに依存した確定的な関数 hnがあり，n + 1

Xn = hn(Xn−1, Un), n = 1,2, . . . ,

と表すことができる．この場合の状態空間は S = {1,2, . . . ,M}である．

7.4 条件付き期待値

本節では，確率変数Xや確率過程 {Xn;n ≥ 0}の状態は実数値を取る，すなわち，S = R
とする．確率過程 {Xn;n ≥ 0}においては時間の経過と共に観測情報が増える．そこで，
各時刻 nにおいて，X0,X1, . . . ,Xnの値を知っているという条件の下でXn+1の分布や期
待値を求めることが重要になってくる．テスト関数を用いて分布は期待値の特別な場合で
あると考えると，この問題は，σ-集合体FX

n の下でXn+1またはその関数の期待値を求め
る問題に帰着する．そこで，問題を一般化するために可測性を一般化する．

定義 7.2 確率空間 (Ω,F,P)において，G ⊂FかつΩ上の σ-集合体ならば，Gを部分 σ-

集合体と呼ぶ．この Gと確率変数Xに対して，

∀B ∈B(R) に対して， {X ∈ B} ∈ G, (7.5)

ならば，Xは G-可測であるという．

∀B ∈B(R) と ∀A ∈ Gに対して， P({X ∈ B} ∩A) = P(X ∈ B)P(A) (7.6)

ならば，Xと Gは独立であるという．

補題 7.1 確率変数X,Y が G-可測ならば，定数 a, bに対して aX + bY も G-可測である．

証明 aX とX + Y が G-可測であることを示せばよい．a = 0ならば aX = 0であるから，
aXは G-可測である．a ≠ 0のとき，∀x ∈ Rに対して，

{aX ≤ x} = { {X ≤ x/a}, a > 0,
{X ≥ x/a}, a < 0,

であるから，{aX ≤ x} ∈ Gとなり，aXは G-可測である．次に，X + Y が G-可測である
ことを示す．このためには，∀x ∈ Rに対して，{X + Y ≤ x} ∈ Gを示せば十分である．各
整数 n ≥に対して，

Yn =
+∞
∑

i=−∞
i2−n1(i2−n < Y ≤ (i + 1)2−n)
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とおくと，

{X + Yn ≤ x} =
+∞
⋃

i=−∞
{X + i2−n ≤ x} ∩ {i2−n < Y ≤ (i + 1)2−n} ∈ G

であるから，X + Ynは G-可測である．一方，X + Yn ≤X + Y ≤X + Yn + 2−nであるから，

lim
n→∞
(X + Yn) =X + Y

が成り立つ．従って，X + Ynが G-可測であることから，X + Y も G-可測である．

演習問題 7.4 G-可測な確率変数列 {Xn;n ≥ 1}に対して，

(a) inf
ℓ≥1

sup
n≥ℓ

Xnが G-可測であることを証明せよ．

(b) Ω0 = {ω ∈ Ω; limn→∞Xn(ω) が存在し有限 }とおく．Ω0 ∈ Gを証明せよ．

Ω上の部分 σ-集合体 Gが与えられたとき，確率変数Xの条件付き期待値はどのように
定義すればよいだろうか？1つの考え方は，各A ∈ Gに対して，条件付き期待値E(X ∣A) ≡
E(X1A)/P(A)を対応させる方法である．しかし，P(A) = 0のとき，この方法は使えない．
そこで，A ∈ Gではなく，各 ω ∈ Ωに対して条件付き期待値を定義する．すなわち，条件
付き期待値を確率変数により表す次の定義である．

定義 7.3 確率空間 (Ω,F,P)において，Xを有限な期待値E(X)をもつ確率変数，GをΩ

上の部分 σ-集合体とするとき，確率変数Zが

(i) G-可測であり，

(ii) 任意のA ∈ Gに対して，E(Z1A) = E(X1A),

を満たすならば，Zを E(X ∣G)と表し，Xの Gの下での条件付き期待値と呼ぶ．条件付
き期待値は確率変数であるから ω ∈ Ωの関数であり，E(X ∣G)(ω)と書くこともある．ま
た，A ∈Fに対して，

P(A∣G) ≡ E(1A∣G),

により，P(A∣G)を定義し，事象Aの Gの下での条件付き確率と呼ぶ．

これらの定義は条件 (i)と (ii)を満たす Zが存在し唯 1つのときのみ有効である．唯１
つに関しては少し条件を緩める必要がある．初めに唯一つであることを確認しておこう．

補題 7.2 定義 7.3の条件 (i)と (ii)を満たす確率変数Zは確率 1でただ一つである．すな
わち，確率変数Z,Z ′が件 (i)と (ii)を満たすならば，P(Z = Z ′) = 1である．
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証明 　P(Z = Z ′) = 1はP(Z ≠ Z ′) = 0と同値であるから後者を示す．A = {ω ∈ Ω;Z > Z’}
とおくと，条件 (i)と補題 7.1より，A = {Z −Z ′ ≤ 0} ∈ Gである．一方，条件 (ii)より，

E(Z1A) = E(X1A), E(Z ′1A) = E(X1A),

であるから，E((Z−Z ′)1A) = 0である．P(A) > 0と仮定すると，E((Z−Z ′)1A) > 0であり，
矛盾である．従って，P(Z > Z ′) = P(A) = 0である．ZとZ ′を入れ換えれば，P(Z ′ > Z) = 0
である．従って，P(Z /= Z ′) = 0である．

この補題から (i)と (ii)を満たす Zがあれば確率 1で条件付き期待値が得られたことに
なる．このようなZを簡単な場合で考えてみよう．

例 7.3 (条件付き期待値の具体例) A ≠ ∅を満たすA ∈Fに対して，G = {∅,A,Ac,Ω}で
あり，確率変数Xが有限な期待値E(X)をもつとする．ここで，確率変数Zが G-可測で
あるから，Z(ω)は ω ∈ Aに対して一定の値を取る，すなわち，ZはA上で一定の値を取
ると推測される．同様に，Ac上でも一定の値を取ると推測する．これらの推測は簡単に
証明できるが，ここではZを定義するための方針として使うだけなので証明は必要ない．
以上のことをふまえ，P(C) > 0である C ∈ Fに対して E(X ∣C) = E(X1C)/P(C)とする
とき，

x1 = {
E(X ∣A), P(A) > 0,
0, P(A) = 0,

x2 = {
E(X ∣Ac), P(Ac) > 0,
0, P(Ac) = 0,

により，定数 x1, x2を定義し，

Z(ω) = x11A(ω) + x21Ac(ω)

によりΩからRへの関数Zを定義する．このとき，1A,1Acは G-可測であるから，補題 7.1

によりZは G-可測であり，

E(Z1A) = x1P(A) = E(X1A), E(Z1Ac) = x2P(Ac) = E(X1Ac),

が成り立つ．よって，Z = E(X ∣G)である．特に，P(A) = 0の場合には，任意の定数 aに対
して x1 = aとしても条件 (i)と (ii)が成り立つ．この場合のZをZaと表すと，A ≠ ∅より
Z ≠ Zaであるが，Zaは (i)と (ii)を満たすのでZa = E(X ∣G)である．従って，(i)と (ii)を
満たすZはωの関数としては唯一つではない．しかし，P(Z = Za) = P(Ac) = 1−P(A) = 1，
すなわち，確率 1でZaはZと一致する．

この例は，条件付き期待値を具体的に作る方法を示唆している．条件付き期待値の定義
は抽象的であるが，具体性をもった概念ともいえる．Zの存在について次の結果がある．

補題 7.3 定義 7.3の条件 (i)と (ii)を満たす確率変数Zが存在する．
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補題 7.3の証明は難しいので，Gが可算個の集合から生成される場合についてのみ証明
する．初めに，次の条件：

i ≠ j ⇒ Ai ∩Aj = ∅, ∪∞i=1Ai = Ω, (7.7)

を満たす i = 1,2, . . .に対するAi ∈Fに対して，Ωの部分集合の集まり Gを

G = {∪i∈BAi;B ⊂ N} (7.8)

により定義する．ここに，N = {1,2, . . .}である．この GはΩ上の σ-集合体である．

演習問題 7.5 (7.8)の GがΩ上の σ-集合体であることを証明せよ．

A1

A2

A3
A4

E(X|A1)

E(X|A2)

E(X|A3)

E(X|A4)

Ω = ∪
4

i=1
Ai

ω

ω
′

X(ω′)

X(ω)

図 7.1: G = {∪i∈BAi;B ⊂ {1,2,3,4}}の場合の条件付き期待値Z ≡ E(X ∣G)のイメージ

(7.8)の Gに対する補題 7.3の証明 　確率変数X が有限な期待値 E(X)をもつとする．
例 7.3と同様にして，条件付き期待値の定義の条件 (i)と (ii)を満たす確率変数 Zを具体
的に作り存在を証明する．このために，

xi = {
E(X ∣Ai), P(Ai) > 0,
0, P(Ai) = 0,

i = 1,2, . . . ,

とおき，Z(ω) =
∞
∑
i=1

xi1Ai
(ω)によりΩからRへの関数を定義する（図 7.1参照）．各 1Ai

は

G-可測であるから，Zは G-可測である．また，A ∈ GはあるB ⊂ Nに対してA = ∪i∈BAi

と表すことができるので，

E(Z1A) = E(∑
k∈B

Z1Ak
) = ∑

k∈B
E (Z1Ak

)

= ∑
k∈B

xkP(Ak)

= ∑
k∈B

E(X1Ak
) = E(X ∑

k∈B
1Ak
) = E(X1A)
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が成り立つ．従って，Zは条件 (i)と (ii)を満たす確率変数である．

Gが一般の場合には，Gを可算個の分割から生成された σ-集合体の極限として表し，具
体的に計算できる条件付き期待値の極限として Gの下での条件付き期待値の存在を証明
することができる．しかし，この極限操作は難しいので証明を省く．

演習問題 7.6 確率変数Xは有限な期待値をもつとする．
(a) Xが G-可測ならば，E(X ∣G) =Xが確率 1で成り立つことを示せ．
(b) Xと Gが独立ならば，E(X ∣G) = E(X)が確率 1で成り立つことを示せ．

条件付き期待値は期待値同様に非負性と線型性をもつ．すなわち，定数 a, b，有限な期
待値をもつ確率変数X,Y と部分 σ-集合体 Gに対して，

P(X ≥ 0) = 1 ならば E(X ∣G) ≥ 0, (7.9)

E(aX + bY ∣G) = aE(X ∣G) + bE(Y ∣G), (7.10)

が確率１で成り立つ．証明は条件付き期待値の定義に戻って確かめればよい．この際に役
立つ結果を証明しておこう．

補題 7.4 有限な期待値をもつ確率変数 X,Y と部分 σ-集合体 G に対して，E(X ∣G) =
E(Y ∣G)が確率 1で成り立つことは，次の条件が成り立つこと同値である．

E(X1A) = E(Y 1A), ∀A ∈ G. (7.11)

証明 条件付き期待値の定義から (7.11)の必要性は明らかである．十分性を示すために，
(7.11)が成り立つとする．このとき，条件付き期待値の定義から

E(E(X ∣G)1A) = E(X1A) = E(Y 1A) ∀A ∈ G.

である．E(X ∣G)は G-可測であり，Y の Gの下での条件付き期待値 E(Y ∣G)は確率 1で
唯１つ決まることから，E(X ∣G) = E(Y ∣G)が確率 1で成り立つ．

この結果を使うと (7.10)を確かめるためには

E(E(aX + bY ∣G)1A) = E((aE(X ∣G) + bE(Y ∣G))1A), ∀A ∈ G, (7.12)

を示せばよい．条件付き期待値の定義に戻れば，この式の左辺は

E((aX + bY )1A) = aE(X1A) + bE(Y 1A)
= aE(E(X ∣G)1A) + bE(E(Y ∣G))1A)

であるから，(7.12)を示すことができた．
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7.5＊ 最小２乗推定と条件付き期待値

条件付き期待値E(X ∣G)には別の顔がある．これは，条件付き期待値を最小２乗法から
求めるという考えである．与えられた情報は Gに対して，確率変数Xを最小の誤差で推
定する問題を考える．この推定値を確率変数 Y により表すと Y は G-可測であり，推定の
2乗誤差は E((Y −X)2)である．この誤差を最小とする Y が最適な推定量と考えられる．
このために，E(X2) <∞を仮定する．このとき，

E((Y −X)2) = E((Y −E(X ∣G) +E(X ∣G) −X)2)
= E((Y −E(X ∣G))2) +E((E(X ∣G) −X))2) + 2E((Y −E(X ∣G))(E(X ∣G) −X))

である．ここで，Y が G-可測であることから，Y −E(X ∣G)も G-可測であるので，

E((Y −E(X ∣G))(E(X ∣G) −X)) = E(E[(Y −E(X ∣G))(E(X ∣G) −X)∣G])
= E((Y −E(X ∣G))E[(E(X ∣G) −X)∣G])
= E((Y −E(X ∣G))[E(X ∣G) −E(X ∣G)]) = 0

である．従って，

E((Y −X)2) = E((Y −E(X ∣G))2) +E((E(X ∣G) −X))2).

この式は，Y = E(X ∣G)のとき最小の値を取る．従って，条件付き期待値E(X ∣G)とはX

の Gの下での最適な推定値である．E(X2) <∞の場合には，この事実を使って条件付き
期待値 E(X ∣G)の存在を証明する方法がある．
以上のことから，E(X ∣G)は G-可測の Y の中で 2乗誤差 E((Y −X)2)を最小とする確

率変数である．従って，確率変数Xを

X = E(X ∣G) +X −E(X ∣G)

と表すと，Xが Gの情報で予測できる部分 E(X ∣G)と予測できない部分X − E(X ∣G)に
分解できる．この予測できない部分は Gの情報からは得ることができないランダムな要
素であると見なすことができ，白色ノイズと呼ばれることもある．
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8 マルチンゲール

実数値を状態に取る確率過程を {Xn;n ≥ 0}，この確率過程の観測から得られる情報を
含むフィルトレーションを F = {Fn;n ≥ 0}により表す．すなわち，{Xn;n ≥ 0}は Fに適
合しているとする．この状況において，各時刻における状態XnをFnから予測できる項，
すなわち，Fn−1-可測である項と，予測できない項に分解したい．どのように分解すれば
よいか，この分解の役割が何かを考えることが本節の主題である．なお授業では＊のつい
た小節を省きます．

8.1 フィルトレーションと条件付き期待値

これまで条件付期待値を σ-集合体を与えた下で定義してきた．この定義を使って確率
変数を条件とする条件付期待値を定義しておこう．

定義 8.1 確率変数X,Y に対して，Xの期待値が有限であるとき，E(X ∣σ(Y ))を Y を与
えた下でのXの条件付き期待値と呼び，E(X ∣Y )と表す．ここに，σ(Y ) = {{Y ∈ B};B ∈
B(R)}とする．Y が複数の確率変数 Y1, Y2, . . . , Ynの列であるときには，同様に，

E(X ∣Y1, Y2, . . . , Yn) ≡ E(X ∣σ(Y1, Y2, . . . , Yn))

を，Y1, Y2, . . . , Ynを与えた下でのXの条件付き期待値とする．

補題 8.1 E(X ∣Y )は Y の関数である，すなわち，Y の値で E(X ∣Y )の値が決まる．

証明 {Y = y}上で E(X ∣Y )が異なる値 x1, x2を取ると仮定する．{E(X ∣Y ) = x1, Y = y} ∈
σ(Y )と {E(X ∣Y ) = x2, Y = y} ∈ σ(Y )より，ある B1,B2 ∈ σ(Y )に対して，{E(X ∣Y ) =
x1, Y = y} = {Y ∈ B1}と {E(X ∣Y ) = x2, Y = y} = {Y ∈ B2}が成り立つ．これらの式か
ら y ∈ B1 ∩ B2であるが，x1 ≠ x2であるから，B1 ∩ B2 = ∅となり矛盾である．従って，
{Y = y}上で E(X ∣Y )が異なる値を取ることはできない．

条件付期待値をより小さな σ-集合体の下で条件付期待値を取ると単純にこの σ-集合体
の下で条件付期待値に一致するという特性がある．すなわち，情報が少ないほど条件付き
期待値は平均化される．この特性を証明しよう．

補題 8.2 Xが有限な期待値をもつ確率変数であり，G1, G2が G1 ⊂ G2 ⊂Fを満たすΩ上
の σ-集合体ならば，

E(E(X ∣G2)∣G1) = E(X ∣G1) (8.1)

が成り立つ．両辺の期待値を取れば，

E(E(X ∣G2)) = E(X) (8.2)

であり，特に，G0 = {∅,Ω}とすると，E(X ∣G0) = E(X)である．
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証明 E(X ∣G2)の G1の下での条件付き期待値の定義より，

E(E(E(X ∣G2)∣G1)1A) = E(E(X ∣G2)1A), A ∈ G1, (8.3)

である．G1 ⊂ G2より，A ∈ G1ならばA ∈ G2であるから，(8.3)の右辺は E(X1A)に等し
いので

E(E(E(X ∣G2)∣G1)1A) = E(X1A) = E(E(X ∣G1)1A), A ∈ G1,

が成り立つ．一方，E(E(X ∣G2)∣G1)は G1-可測であるから，条件付き確率が確率１で唯一
つであることより，(8.1)が得られた．

(8.2)を使うと，条件付き期待値から期待値を計算できる．例えば，Y の分布を F とす
ると，E(X ∣Y )は Y の関数であるから，Y = yのとき E(X ∣Y )を E(X ∣Y = y)と表すと，

E(X) = E(E(X ∣Y )) = ∫
+∞

−∞
E(X ∣Y = y)F (dy). (8.4)

特に，Y が有限個の値 y1, y2, . . . , ymのみを正の確率で取る確率変数であるならば，

E(X) = E(E(X ∣Y )) =
m

∑
i=1

E(X ∣Y = yi)P (Y = yi) (8.5)

が得られる．これらの式は直接確認することもできるが，(8.2)がもつ意味を表している
と考えることができる．なお，E(X ∣Y )を E(X ∣Y = y)は P(Y = y) = 0の場合にも定義さ
れる．従って，E(X ∣Y = y)は E(X1(Y = y))/P(Y = y)と異なることがある．

演習問題 8.1 (a) gを [0,1]からRへの連続関数とする．確率変数 Y が [0,1]上の一様分
布に従うとき，(8.4)を用いて E(g(Y )) = ∫

1

0 g(y)dyを証明せよ．
(b) P(Y = y) > 0ならば，E(X ∣Y = y) = E(X1(Y = y))/P(Y = y)を証明せよ．
(c) (b)の結果を用いて (8.5)を直接証明せよ．

8.2 マルチンゲールとセミマルチンゲール

ここで，実数値を状態に取る確率過程 {Xn;n ≥ 0}から予測できないランダムな要素を
取り出す問題に戻る．F = {Fn;n ≥ 0}をフィルトレーションとし，{Xn;n ≥ 0}はFに適合
しているとする．このとき，7.5節の結果から E(Xn∣Fn−1)はFn−1の下でのXnの最適な
推定値であるから，

Xn = E(Xn∣Fn−1) +Xn −E(Xn∣Fn−1), n ≥ 0, (8.6)

と分解し，予測できない部分Xn −E(Xn∣Fn−1)を取り出すことが考えられる．一方，予測
できない部分を累積した量をMnにより表すと

Mn =M0 +
n

∑
ℓ=1
(Xℓ −E(Xℓ∣Fℓ−1)), n ≥ 0, (8.7)



確率論 II (2019年度授業資料 2(up6)) 53

である．ここに，M0はF0-可測とする．{Mn;n ≥ 0}は純粋にランダムな要素を表す確率
過程と見ることができる．ここで，

E(Mn∣Fn−1) =M0 +
n−1
∑
ℓ=1
(Xℓ −E(Xℓ∣Fℓ−1)) +E((Xn −E(Xn∣Fn−1))∣Fn−1))

=Mn−1 − (E(Xn∣Fn−1) −E(E(Xn∣Fn−1)∣Fn−1)) =Mn−1

が成り立つことに注目し，次の定義を行う．

定義 8.2 実数値を値取る確率過程 {Mn;n ≥ 0}が Fに適合し，すべての n ≥ 0に対して
E(Mn)が有限であり，

E(Mn∣Fn−1) =Mn−1, n ≥ 0, (8.8)

を満たすならば，{Mn;n ≥ 0}をF-マルチンゲール (martingale)と呼ぶ．条件 (8.8)におい
て，等号を ≥に置き換えた式，すなわち，E(Mn∣Fn−1) ≥Mn−1が成り立つならば，劣マル
チンゲール (submartingale)，≤に置き換えた式，すなわち，E(Mn∣Fn−1) ≤Mn−1が成り立
つならば，優マルチンゲール (supermartingale)と呼ぶ．

演習問題 8.2 U1, U2, . . .は独立で同一の分布に従い有限な期待値をもつ確率変数の列とす
る．X0 = 0，n ≥ 1に対してXn = ∑n

ℓ=1(Uℓ − E(Uℓ))により確率過程X● = {Xn;n ≥ 0}を
定義する．FX

n = σ(X0, . . . ,Xn)とおき FX = {FX
n ;n ≥ 0}とするとき，X●が FX-マルチン

ゲールであることを示せ．

定義 8.3 確率過程 {Yn;n ≥ 0}は，Y0がF0-可測であり，各 n ≥ 1に対して YnがFn−1可測
であるならば，F-予測可能であるという．

Xnを Ynを用いて分解することを考えてみよう．一般にこのような分解は 1つとは限ら
ない．しかし，予測できない部分にマルチンゲールを使うと確率１で唯 1つ決まる．これ
が次の結果である．

補題 8.3 {Xn;n ≥ 0}をFに適合した実数値確率過程とし，すべてのn ≥ 0に対してE(Xn)
が有限であるならば，

Xn = Yn +Mn, n ≥ 0, (8.9)

を満たす F-予測可能な確率過程 {Yn;n ≥ 0}と F-マルチンゲール {Mn;n ≥ 0}が存在し，
M0 = 0が与えられたとき，これらの確率過程は確率 1で唯一つ定まる．

証明 これまで述べてきたことから，M0 = 0とし，(8.7)により {Mn;n ≥ 0}を定義すれば，
F-マルチンゲールである．n ≥ 0に対して Yn =Xn −Mnにより確率過程 {Yn;n ≥ 0}を定義
する．(8.7)より，

Yn =Xn −
n

∑
ℓ=1
(Xℓ −E(Xℓ∣Fℓ−1)) = E(Xn∣Fn−1) −

n−1
∑
ℓ=1
(Xℓ −E(Xℓ∣Fℓ−1))
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であるから，YnはFn−1-可測である．従って，{Yn;n ≥ 0}は F-予測可能な確率過程であ
り，条件を満たす 2つの確率過程が得られた．確率 1で唯一つであることを示すために，
Xn = Y ′n +M ′

nをみたす F-予測可能な {Y ′n;n ≥ 0}と F-マルチンゲール {M ′
n;n ≥ 0}がある

とする．このとき，Yn +Mn =Xn = Y ′n +M ′
nであるから，

Yn − Y ′n =M ′
n −Mn, n ≥ 0, (8.10)

が成り立つ．両辺のFn−1の下での条件付き期待値を取ると，Yn, Y ′nがFn−1可測であるこ
ととMn,M ′

nが F-マルチンゲールであることから，

Yn − Y ′n = E(M ′
n −Mn∣Fn−1) =M ′

n−1 −Mn−1, n ≥ 1,

が成り立つ．従って，M ′
n −Mn =M ′

n−1 −Mn−1．この式を繰り返し使うと

Yn − Y ′n =Mn −M ′
n =M ′

0 −M0 = 0

が成り立つので，Yn = Y ′n，M ′
n =Mnとなり，確率 1での唯一性が言えた．

定義 8.4 実数値を取る確率過程 {Xn;n ≥ 0}に対して，(8.9)を満たす F-予測可能な確率
過程 {Yn;n ≥ 0}とM0 = 0を満たす F-マルチンゲール {Mn;n ≥ 0}が存在するならば，
{Xn;n ≥ 0}を F-セミマルチンゲール (semimartingale)と呼ぶ．

補題 8.3より，{Xn;n ≥ 0}が Fに適合し，各 n ≥ 0に対して有限な期待値 E(Xn)をも
つならば，F-セミマルチンゲールである．

8.3 停止時刻と随意選択 (Optional sampling)定理

確率過程の応用においては，観測結果に基づいて値が決まる時刻がある．この時刻を τ

とする．τ は確率変数であるが +∞も値に取るとする．これは有限の時間内に決まらない
場合を含めたいためである．このような τ を定義しよう．

定義 8.5 確率変数 τ がN ∪ {∞}に値を取り，条件：

{τ ≤ n} ∈Fn, n ≥ 0, (8.11)

を満たすならばF-停止時刻 (stopping time)と呼ぶ．この条件は時刻 nまでの情報で τ ≤ n
がであるかないかを判断できることを表している．

演習問題 8.3 τ をN ∪ {∞}に値を取る確率変数とする．∀n ∈ Nに対して {τ > n} ∈Fnな
らば，τ が F-停止時刻であることを示せ．

定義 8.6 F-停止時刻 τ に対して，

Fτ ≡ {A ∈F;∀n ∈ [0,∞],A ∩ {τ ≤ n} ∈Fn} (8.12)

を F-停止 σ集合体と呼ぶ．ここに，F∞ = ⋃∞n=0 Fnとする．
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演習問題 8.4 (a) F∞がFの部分 σ-集合体であることを示せ．
(b) τ が F-停止時刻のとき，Fτ がFの部分 σ-集合体であることを示せ．

補題 8.4 τ, ηがF-停止時刻ならば，τ ∧η，τ ∨η，τ +ηもF-停止時刻である．こに，a∧b =
min(a, b)，a ∨ b = max(a, b)とする．特に，整数の定数 k ≥ 1は F-停止時刻であるから，
τ ∧ k，τ ∨ k，τ + kも F-停止時刻である．

証明 n ≥ 0に対して {τ ≤ n} ∈Fn，{η ≤ n} ∈Fnであるから，

{τ ∧ η ≤ n} = {τ ≤ n} ∪ {η ∧ n} ∈Fn

より，τ ∧ ηは F-停止時刻である．τ ∨ η，τ + ηも同様に確かめられる．

k ≥ 0に対して τ + kは F-停止時刻であるが，

{τ − k ≤ n} = {τ ≤ n + k}

より，τ − kは必ずしも F-停止時刻ではない．同様に，F-停止時刻 τ, ηに対して，τ − ηは
必ずしも F-停止時刻ではない．
停止時刻の代表的な例はフィルトレーション Fに適合した確率過程 {Xn;n ≥ 0}が状態
の集合B ∈B(S)に到達する時刻である．この時刻を τBとすると，

τB = inf{n ≥ 1;Xn ∈ B}

であり，τBがF-停止時刻であることを確認できる．ここに，すべてのn ≥ 0に対してXn /∈ B
ならば，τB =∞である．例えば，{Xn;n ≥ 0}がランダムウォークで，E(Xn+1 −Xn) > 0
ならば，X0 = 0のとき，B = (−∞,0]に対して，τB =∞も起こりうる．このように，停止
時刻は∞となる可能性を常に考慮する必要がある．

定理 8.1 (随意選択 (optional sampling)定理) {Mn;n ≥ 0}がF-マルチンゲールであり，
F-停止時刻 τ が有界，すなわち，ある非負の整数mがあり，確率 1で τ ≤mならば，

E(Mτ ∣F0) =M0, n ≥ 0, (8.13)

が確率 1で成り立つ．

証明 τ = 0のときは明らかに成り立つので，1 ≤ τ ≤mとする．このとき，

Mτ =
τ

∑
ℓ=0

Mℓ −
τ−1
∑
ℓ=0

Mℓ =
m

∑
ℓ=0

Mℓ1(τ ≥ ℓ) −
m−1
∑
ℓ=0

Mℓ1(τ ≥ ℓ + 1))　

=
m

∑
ℓ=1
(Mℓ −Mℓ−1)1(τ ≥ ℓ) +M0 (8.14)
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です．ここで，{τ ≥ ℓ} = Ω∖ {τ ≤ ℓ− 1} ∈Fℓ−1であるから，{Mn;n ≥ 0}が F-マルチンゲー
ルであることより，ℓ ≥ 1に対して，

E ((Mℓ −Mℓ−1)1(τ ≥ ℓ)∣F0) = E (E[(Mℓ −Mℓ−1)1(τ ≥ ℓ)∣Fℓ−1]∣F0)
= E ((E[Mℓ∣Fℓ−1] −Mℓ−1)1(τ ≥ ℓ)∣F0) = 0

が成り立つ．従って，F0の下で (8.14)の両辺の条件付き期待値を取ると (8.13)が得られ
る．

演習問題 8.5 (a) {Mn;n ≥ 0}をF-マルチンゲール，τ をF-停止時刻とする．n ≥ 0に対し
てXn =Mτ∧nとするならば，{Xn;n ≥ 0}は F-マルチンゲールであることを示せ．
(b) (a)を用いて定理 8.1を証明せよ．

例 8.1 確率変数列 U1, U2, . . .が独立で同一の分布に従い，P(Un = 1) = P(Un = −1) = 1
2 を

満たすとする．このとき，X0 = 0, n ≥ 1に対してXn = U1 + U2 + . . . + Unにより，ランダ
ムウォーク {Xn;n ≥ 0}を定義する．このXnは偏りのないコインを n回投げたときの表
が出た回数から裏が出た回数を引いた結果と見ることもできる．Fn = σ({Xℓ; 0 ≤ ℓ ≤ n})
とし，F = {Fn;n ≥ 0}によりフィルトレーション Fを定義する．UnがFn−1と独立である
ことから，

E(Xn∣Fn−1) = E(Xn−1 +Un∣Fn−1) =Xn−1 +E(Un∣Fn−1) =Xn−1, n ≥ 1,

が成り立つ．また，E(∣Xn∣) <∞であるから，{Xn;n ≥ 0}はF-マルチンゲールである．こ
のマルチンゲールに対して，

τ = inf{n ≥ 1;Xn ≥ 2X0}

により τ を定義すれば，τ は停止時刻であり，τ は確率 1で有限であることが知られてい
る．Xnをコイン投げによる賭の時刻 nでの所持金とすると，X(0) ≥ 1ならば，τ は所持
金が 2倍となる時刻である．X(0) = a ≥ 1を最初の所持金とすると，E(Xτ) = 2aである．
τ は有界ではないが，定理 8.1が成り立つとすると

E(Xτ) = E(X0) = a

となり，E(Xτ) = 2aと矛盾する．従って，この場合定理 8.1は成り立たない．

上記の例から，定理 8.1において τ が有界であるという条件は一般に外すことができな
い．これは応用において大きな制約である．そこで，停止時刻 τ を非負の整数 nを用いて
τ ∧n ≡min(τ, n)で置き換えることを考える．このとき，τ ∧nは有界であり，補題 8.4よ
り F-停止時刻である．従って，定理 8.1において τ を τ ∧ nに置き換えると，

E(Mτ∧n∣F0) =M0, n ≥ 0, (8.15)

が確率 1で成り立つ．

一方，P(τ <∞) = 1ならば，確率 1で limn→∞Mτ∧n =Mτ であるから，定理 8.1を次の
ように拡張することができる．
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系 8.1 {Mn;n ≥ 0}を F-マルチンゲール，τ を確率 1で有限な F-停止時刻とする．ある有
限な期待値をもつ確率変数 Y に対して ∣Mn∣ ≤ Y がすべての 0 ≤ n ≤ τ に対して成り立つな
らば，(8.13)が成り立つ．

証明 (8.15)が確率 1で成り立つことは，

E(Mτ∧n1A) = E(E(Mτ∧n∣F0)1A) = E(M01A), ∀A ∈F0, n ≥ 0,

が成り立つことに等しい．仮定より ∣Mτ∧n1A∣ ≤ Y であるから，有界収束定理により

lim
n→∞

E(Mτ∧n1A) = E( lim
n→∞

Mτ∧n1A) = E(Mτ1A)

であるから，E(Mτ1A) = E(M01A)が成り立つ．従って，(8.13)が確率 1で成り立つ．

系 8.1において，停止時刻 τ が確率 1で有限という条件は取り除くことができる．しか
し，その証明にはMnの極限が存在することが必要である．この証明には，いくつかの準
備が必要なので節を小節に分けて行う．その前に，系 8.1が役立つ例を示そう．

例 8.2 確率過程 {Xn;n ≥ 0}を例 8.1で定義したコイン投げから作られたランダムウォー
ク，Fをフィルトレーションとする．a ≤ 0 < bを満たす整数 a, bに対して，n ≥ 1に対して
Xnが aに到達する前に bに到達する確率を求めたい．この問題は −aの資金をもってコイ
ンを投げ，表ならば 1ドルを得て裏ならば 1ドルを失う賭を行うとき，資金が尽きる前に
b − aドルに到達する確率を求めることに等しい．この問題を定理 8.1を適用して解くた
めに，k = a, bに対して τkを

τk = inf{n ≥ 1;Xn = k},

により定義すると，τa, τbは F-停止時刻である．従って，τ ≡ τa ∧ τbも F-停止時刻である．
更に，E(Xn) = 0，V (Xn) = 2であり， a

2
√
n
∨ b

2
√
n
≤ ∣ε∣を満たす ε > 0に対して，

P(τ > n) = P(a <Xℓ < b,∀ℓ[0, n]) ≤ P(a <Xn < b)

= P( a

2
√
n
< Xn

2
√
n
< b

2
√
n
) ≤ P(−ε < Xn

2
√
n
< ε)

が成り立つ．従って，中心極限定理により，

lim
n→∞

P(τ > n) ≤ lim
n→∞

P(−ε < Xn

2
√
n
< ε) = ∫

ε

−ε

1√
2π

e−
1
2
x2

dx ≤ 2ε ↓ 0

である．一方，{τ ≤ n} ↑ ∪∞n=1{τ ≤ n} = {τ <∞}であるから，

P(τ <∞) = lim
n→∞

P(τ ≤ n) = 1 − lim
n→∞

P(τ > n) = 1.

また，n ≤ τ のとき ∣Xn∣ ≤ ∣a∣ ∨ bであるから，マルチンゲール {Xn;n ≥ 0}と F-停止時刻 τ

に対して系 8.1を適用することができる．従って，Xτ = a1(τa < τb) + b1(τb < τa)より，

aP(τa < τb) + bP(τb < τa) = E(X0) = 0.

一方，P(τa < τb) + P(τb < τa) = P(τ <∞) = 1であるから，

P(τb < τa) =
−a
b − a

は，Xnが aに到達する前に bに到達する確率である．
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8.4＊ 凸関数と劣マルチンゲール

{Mn;n ≥ 1}が F-マルチンゲールならば，

E(∣Mn∣∣Fn−1) ≥ ∣E(Mn∣Fn−1)∣ = ∣Mn−1∣

が確率 1で成り立つので，{∣Mn∣;n ≥ 1}はF-劣マルチンゲールである．絶対値をより一般
的な関数 gで置き換えたとき，{g(Mn);n ≥ 1}はF-劣マルチンゲールなるような関数を定
義しよう．

定義 8.7 f をRのRからRへの関数とする．p + q = 1を満たす任意の p, q > 0に対して，
以下の条件を満たす f を凸関数と呼ぶ．

f(px + qy) ≤ pf(x) + qf(y), ∀x, y ∈ R. (8.16)

次の結果は凸関数のグラフがグラフ上の各点における接線上にあることを示している．

補題 8.5 f が凸関数であるとは，∀x ∈ Rに対してある cx ∈ Rがあり次の条件が成り立つ
ことに等しい．

cx(y − x) ≤ f(y) − f(x), ∀y ∈ R. (8.17)

証明 f が凸関数であるとする. 初めに x < yとする．このとき，p+ q = 1を満たす p, q > 0
に対して，w = y − p(y − x)とおくと

p = y −w
y − x

, q = w − x
y − x

, px + qy = w,

であるから，(8.16)は，x < w < yを満たすwに対して

f(w) ≤ y −w
y − x

f(x) + w − x
y − x

f(y), (8.18)

が成り立つことに等しい．この式は

(y − x)f(w) ≤ (y − x − (w − x))f(x) + (w − x)f(y),

に等しいので，(8.16)は，x < w < yを満たすwに対する

f(w) − f(x)
w − x

≤ f(y) − f(x)
y − x

. (8.19)

と同値である．ここで，g(w) = f(w) − f(x)
w − x

とおくと，g(w)はw > xに対して非減少で
ある．一方，z < x < wを満たす z, x,wに対して，(8.19)と同様に

f(x) − f(z)
x − z

≤ f(w) − f(x)
w − x

= g(w). (8.20)
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が成り立つので，g(w)は非減少であり，w ↓ xのとき下に有界であるから，cx = limw↓x g(w)
が存在し有限である．よって，(8.19)から (8.17)が得られた．次に x > yとする．この場
合は (8.16)が xと yを入れ換えても成り立つことから，y < x < wを満たす y, z,wと (8.20)

において z = yを代入した式から，

f(y) − f(x)
y − x

= f(x) − f(y)
x − y

≤ f(w) − f(x)
w − x

= g(w).

y − x < 0であるから，この式より

(y − x)g(w) ≤ f(y) − f(x)

従って，w ↓ xとすれば，(8.17)が得られる.

逆に (8.17)が成り立つとする．(8.17)において xにw ≡ px + qyを代入すると，

cw(y −w) ≤ f(y) − f(px + qy) (8.21)

であり，(8.17)の x, yを入れ換えた式 cy(x − y) ≤ f(x) − f(y)において，yにw ≡ px + qy
を代入すると，

cw(x −w) ≤ f(x) − f(px + qy) (8.22)

が得られる．(8.21)に qをかけ (8.22)に pをかけ，各辺を加えると，左辺の和は

qcw(y −w) + pcw(x −w) = cw(q(p(y − x) + p(q(x − y))) = 0

であるから，p + q = 1より (8.16)が得られる．

確率変数を変数とする凸関数の期待値について一般的に成り立つ不等式がある．

補題 8.6 (Jensen) 確率変数XとR上の凸関数 f に対して, E(X)とE(f(X))が有限な
らば

f(E(X)) ≤ E(f(X)). (8.23)

証明 補題 8.5において x = E(X)とすれば，

f(X) − f(E(X)) ≥ cE(X)(X −E(X))

である．この式の両辺の期待値を取ると

E(f(X) − f(E(X))) ≥ cE(X)E(X −E(X)) = 0.

次の結果はマルチンゲールの凸関数による写像が劣マルチンゲールとなることを示して
いる．
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補題 8.7 fをR上の凸関数とする. X● ≡ {Xn;n ≥ 0}がF-マルチンゲールであり，すべて
の n ≥ 0に対してE(Xn)とE(f(Xn))が有限ならば，{f(Xn);n ≥ 0}は F-劣マルチンゲー
ルである.

証明 Yn = E(Xn∣Fn−1)とおくと補題 8.5より

f(Xn) − f(Yn) ≥ cYn(Xn − Yn)

Fn−1の下でこの式の条件付き期待値を取ると，YnがFn−1であることから，

E(f(Xn)∣Fn−1) − f(E(Xn∣Fn−1)) ≥ cYnE(Xn − Yn∣Fn−1) = 0.

一方，X●が F-マルチンゲールであることから， E(Xn∣Fn−1) =Xn−1である．よって，上
記の式から

E(f(Xn)∣Fn−1) ≥ f(Xn−1),

が得られ，{f(Xn)}は F-劣マルチンゲールである.

補題 8.7において，X●をF-劣マルチンゲールに置き換えることは一般にできないが，f

に条件を追加することにより可能となる．

補題 8.8 X●が F-劣マルチンゲールであり，f が非減少な凸関数ですべての n ≥ 0に対し
てE(∣f(Xn)∣) <∞を満たすならば，{f(Xn);n ≥ 0}は F-劣マルチンゲールである．特に，
各 a ∈ Rに対して，{a + (Xn − a)+;n ≥ 0}は F-劣マルチンゲールである.

証明 補題 8.7の証明から，

E(f(Xn)∣Fn−1) − f(E(Xn∣Fn−1)) ≥ 0,

が得られる．ここで，X●が F-劣マルチンゲールであることから，E(Xn∣Fn−1) ≥ Xn−1で
あるから，f が非減少であることにより，E(f(Xn)∣Fn−1) ≥ f(Xn−1)が成り立つ．この不
等式と上記の不等式より，{f(Xn)}は F-劣マルチンゲールである.

8.5＊ マルチンゲールの極限と随意選択定理の拡張

マルチンゲールMnの期待値は一定であるが，純粋に（偏りのない）ランダムな量の累
積である．しかし，正の部分M+

n ≡Mn ∨ 0の期待値が有界ならば，n → ∞のときMnが
ある確率変数X∞に概収束する．これは直感的に理解しがたい結果である．この結果を証
明することが本節の目的である．初めに，予測可能な確率過程のマルチンゲールによる離
散的な積分がマルチンゲールと成ることを示す．
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補題 8.9 (離散的積分) X●が F-マルチンゲール（または，劣（優）マルチンゲール）な
らば，有界で F-予測可能な確率過程H● ≡ {Hn;n ≥ 0}に対して，

(H ⋅X)0 = 0, (H ⋅X)n =
n

∑
ℓ=1

Hℓ(Xℓ −Xℓ−1), n ≥ 1.

により (H ⋅X)● ≡ {H ⋅X)n;n ≥ 0}を定義すると，(H ⋅X)●は F-マルチンゲール（∀n ≥ 0
に対してHn ≥ 0のとき F-劣（優）マルチンゲール）である．

証明 Hn が有界であるから，E((H ⋅ X)n)は有限である．n ≥ 1に対して，(H ⋅ X)n =
(H ⋅X)n−1 +Hn(Xn −Xn−1)であり，HnはFn−1-可測であるから，X●が F-マルチンゲー
ルであることより，

E((H ⋅X)n∣Fn−1) = (H ⋅X)n−1 +HnE ((Xn −Xn−1)∣Fn−1) = (H ⋅X)n−1. (8.24)

従って，(H ⋅X)●は F-マルチンゲールである．X●が F-劣マルチンゲールであり，∀n ≥ 1
に対してHn ≥ 0ならば，

HnE ((Xn −Xn−1)∣Fn−1) =Hn (E(Xn∣Fn−1) −Xn−1) ≥ 0

であるから，(8.24)の 2番目の等号を “≥”に置き換えた式が成り立つので，(H ⋅X)●は F-
劣マルチンゲールである．優マルチンゲールの場合も同様に証明できる．

マルチンゲールXnの概収束を調べるために，Xnの値がどの程度ばらつくかを区間 (a, b)
（a < bとする）を下から上に横切る回数により評価する．a < bである任意の a, bに対し
て，n→∞のとき横切る回数が 0に近づけばXnが収束することが期待される．

a < bを満たす定数 a, bに対して，N0 = −1，k ≥ 1に対して

N2k−1 = inf{ℓ > N2k−2;Xℓ ≤ a}, N2k = inf{ℓ > N2k−1;Xℓ ≥ b},

により，上から a以下になる回数N2k−1と下から b以上になる回数N2nを定義する．この
とき，Un = sup{k ≥ 1;N2k ≤ n}とおく．Unは時刻 nまでに区間 (a, b)を下から上へと横
切る回数である．

補題 8.10 X●が F-劣マルチンゲールならば，a < bである任意の a, bに対して，

(b − a)E(Un) ≤ E((Xn − a)+) −E((X0 − a)+), n ≥ 0, (8.25)

ここに，x ∈ Rに対して x+ =max(0, x)とする．

証明 Hn = 1(∃k ≥ 1,N2k−1 < n ≤ N2k)，Yn = a+(Xn−a)+とおく．X●がF-劣マルチンゲー
ルであり，f(x) = a+ (x− a)+は非減少な凸関数であるから，補題 8.8より Y●は F-劣マル
チンゲールである．定義からH●は予測可能であり，0 ≤ Hn ≤ 1であるから，補題 8.9よ
り (H ⋅Y )●もF-劣マルチンゲールである．(H ⋅Y )nは時刻 nまでに区間 (a, b)を下から上
へと横切る回数に (b − a)をかけた数であるから，

(b − a)Un ≤ (H ⋅ Y )n
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図 8.1: X●が区間 (a, b)を下から上へと横切る回数が 3の場合

が成り立つ．Kℓ = 1 −Hℓとおくと

Yn − Y0 = (H ⋅ Y )n + (K ⋅ Y )n.

であり，補題 8.9より (K ⋅ Y )●も F-劣マルチンゲールである．従って， E((K ⋅ Y )n) ≥
E((K ⋅ Y )0) = 0であるから，(b− a)E(Un) ≤ E((H ⋅ Y )n) ≤ E(Yn − Y0).を得る．すなわち，
(8.25)が証明された．

定理 8.2 X●が F-劣マルチンゲールであり，supn≥0E(X+n) < ∞ならば，E(∣X∞∣) < ∞を
満たすある確率変数X∞があり，n→∞のときXn

a.s→ X∞が成り立つ．

証明 (Xn − a)+ ≤ ∣Xn∣ + ∣a∣であるから，補題 8.10より

E(Un) ≤
1

b − a
(∣a∣ +E(X+n)), n ≥ 0

が成り立つ．Unはnについて非減少であるから，あるUへ収束する．このUは区間 (a, b)
を下から上へ通過する総回数である．仮定より supn≥0E(X+n) <∞であるから，E(U) <∞
である．従って，U は確率 1で有限である．すなわち，ある時間以降区間 (a, b)を下から
上へ通過することはない．ここで，事象Aa,bを

Aa,b = {lim inf
n→∞

Xn < a < b < lim sup
n→∞

Xn}

により定義すると，ω ∈ Aa,bならば，無限に多くの nに対してXn(ω) ≤ aであり，無限に
多くのmに対してXm(ω) ≥ bであるから，P(Aa,b) = 0である．従って，Qを有理数を全
て集めた集合とすると，Qが可算であることから，P(⋂r,q∈QAr,q) = 0．従って，

P( lim inf
n→∞

Xn ≥ lim sup
n→∞

Xn) = 1 − P( lim inf
n→∞

Xn < lim sup
n→∞

Xn) = 1
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一方，lim inf
n→∞

Xn ≤ lim sup
n→∞

Xnは常に成り立つので，X∞ ≡ limn→∞Xnの存在が示された．

残された証明はE(∣X∞∣) <∞である．この条件は，X−∞ = (−X∞)+とすると，E(X+∞) <∞
かつ E(X−∞) <∞に等しい．limn→∞X+n =X+∞であるから，Fatouの補題より，

E(X+∞) = E (lim inf
n→∞

X+n) ≤ lim inf
n→∞

E(X+n) <∞.

である．X●は F-劣マルチンゲールであるから，E(X0) ≤ E(Xn)である．従って，

E(X−n) = E(X+n) −E(Xn) ≤ E(X+n) −E(X0).

よって，再び Fatouの補題より，

E(X−∞) = E (lim inf
n→∞

X−n) ≤ lim inf
n→∞

E(X−n) ≤ lim inf
n→∞

E(X+n) −E(X0) <∞.

従って，E(∣X∞∣) <∞が得られ，証明が完成した．

定理 8.3 {Mn;n ≥ 0}を F-マルチンゲール，τ を F-停止時刻とする．このとき，ある有
限な期待値をもつ Y に対して ∣Mn∣ ≤ Y がすべての 0 ≤ n ≤ τ に対して成り立つならば，
E(∣M∞∣) <∞を満たすF∞-可測な確率変数M∞が存在し，{Mn;n ∈ [0,∞]}は F-マルチン
ゲールであり，

E(Mτ ∣F0) =M0, n ∈ [0,∞], (8.26)

が確率 1で成り立つ．ここに，F∞ = ⋃∞n=0 Fnであることを再記する．

証明 仮定より supn≥0E(M+
n ) ≤ E(Y ) < ∞であるから，定理 8.2より，Mn

a.s.→ M∞かつ
E(M∞) < ∞を満たすF∞-可測な確率変数M∞が存在する．従って，{Mn;n ∈ [0,∞)}が
F-マルチンゲールであることから，{Mn;n ∈ [0,∞]}が F-マルチンゲールであることを示
すためには，E(M∞∣Fn) =Mnが確率 1で成り立つことを示せばよい．マルチンゲール性
より，k ≥ nならば E(Mk∣Fn) =Mnであるから，

E(Mn1A) = E(E(Mk∣Fn)1A) = E(Mk1A), A ∈Fn,

である．この式でk →∞とすれば，有界収束定理とMk
a.s.→ M∞よりE(Mn1A) = E(M∞1A)

である．従って，E(M∞∣Fn) =Mnが得られる．(8.26)の証明は系 8.1の証明と同様に τを
τ ∧ nに置き換え，n→∞とすればよいので詳細は省く．

条件 ∣Mn∣ ≤ Y がすべての 0 ≤ n ≤ τ に対して成り立つという条件は一様積分の条件：

lim
a→∞

sup
n≥0

E(∣Mn∣1(∣Mn∣ > a) = 0

に置き換えることができる．証明はマルチンゲールに関する本を参照してほしい．
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9 マルコフ連鎖と推移確率

状態空間 Sが可算集合である確率過程 {Xn;n = 0,1, . . .}の確率法則は，各 n ≥ 0に対す
る結合分布

P(X0 = i0,X1 = i1, . . . ,Xn = in), ij ∈ S,

により決まる．この結合分布の計算が簡単にできると解析的に扱いやすい．これから学ぶ
マルコフ連鎖は，マルコフ性と呼ばれる条件を仮定し，結合分布の計算を簡単にする．な
お，マルコフ（Markov）は最初にこのような確率過程を研究した人の名前である．マル
コフ連鎖やその時間連続型であるマルコフ過程は，解析的に扱いやすく，状態空間の取り
方により広く応用できるため，確率過程の基本モデルとして広く使われている．

9.1 マルコフ連鎖の定義

結合分布の計算において，P(X0 = i0,X1 = i1, . . . ,Xn−1 = in) ≠ 0のとき，

P(X0 = i0,X1 = i1, . . . ,Xn+1 = in+1)
= P(X0 = i0,X1 = i1, . . . ,Xn = in)P(Xn = in+1∣X0 = i0,X1 = i1, . . . ,Xn = in)

であるから，すべての n ≥ 1に対するすべての i, j, i0, i1, . . . , in−1 ∈ Sに対して

P(Xn+1 = j∣X0 = i0,X1 = i1, . . . ,Xn−1 = in−1,Xn = i) = P(Xn+1 = j∣Xn = i), n ≥ 0, (9.1)

が成り立つならば，結合分布が帰納的に計算できる．この条件は，時刻 nまでの観測結果
が得られた下でのXn+1の条件付き確率が，Xnの値のみを観測した下での条件付き確率
に等しいことを表している．

定義 9.1 離散的な状態空間Sをもつ確率過程 {Xn;n = 0,1, . . .}が，条件 (9.1)を満たすな
らば，マルコフ連鎖といい，(9.1)をマルコフ性と呼ぶ．更に，(9.1)の右辺が nに依らな
いならば，

pij = P(Xn+1 = j∣Xn = i), i, j ∈ S, (9.2)

とおくことができる．このとき，pijを状態 iから jへの推移確率と呼び，マルコフ連鎖は
定常な推移確率をもつという．

以下では，{Xn;n = 0,1, . . .}を状態空間 S と定常な推移確率をもつマルコフ連鎖とす
る．このとき，各 n ≥ 1に対してX0,X1, . . . ,Xnの結合分布をX0の分布と pijから計算す
ることができる．

補題 9.1 定常な推移確率をもつマルコフ連鎖 {Xn}において，任意の n ≥ 0と任意の
i0, i1, . . . , in ∈ Sに対して

P(X0 = i0,X1 = i1, . . . ,Xn = in) = ai0pi0i1 ×⋯ × pin−1in (9.3)

が成り立つ．ここに，ai = P(X0 = i)，i ∈ Sとする．
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証明 条件付き確率の定義より，

P(X0 = i0,X1 = i1, . . . ,Xn = in)
= P(X0 = i0, . . . ,Xn−1 = in−1)P(Xn = in∣X0 = i0, . . . ,Xn−1 = in−1)

である．右辺にマルコフ性の条件 (9.2)を適用すると，

P(X0 = i0,X1 = i1, . . . ,Xn = in)
= P(X0 = i0, . . . ,Xn−1 = in−1)P(Xn = in∣Xn−1 = in−1)
= P(X0 = i0, . . . ,Xn−1 = in−1)pin−1in

である．P(X0 = i0, . . . ,Xn−1 = in−1)に対して同様な操作を繰り返すと，最終的に (9.3)が
得られる．

補題 9.1により，マルコフ連鎖（正確には，マルコフ連鎖の確率分布）は，状態空間S，
推移確率 {pij; i, j ∈ S}と初期分布 {ai; i ∈ S}により決まる．初期分布は任意に与えること
ができるので，マルコフ連鎖が表す確率モデルは，状態空間Sと推移確率 {pij; i, j ∈ S}に
より決まると言うことができる．

補題 9.2 定常な推移確率をもつマルコフ連鎖 {Xn}において，ℓ = 0,1, . . . , n − 1である
Bℓ ⊂ Sに対してA = ∩n−1ℓ=1 {Xℓ ∈ Bℓ}とするならば，任意の i, j ∈ Sに対して，

P(Xn+1 = j∣A,Xn = i) = P(Xn+1 = j∣Xn = i), n ≥ 0, (9.4)

が成り立つ．

証明 (9.3)から

P(X0 = i0,X1 = i1, . . . ,Xn−1 = in−1,Xn = i,Xn+1 = j) = ai0pi0i1 ×⋯ × pin−2in−1pin−1,ipi,j

である．この式の両辺を ℓ = 0,1, . . . , n− 1に対して iℓ ∈ Bℓを満たす iℓについて和を取ると

P(A,Xn = i,Xn+1 = j) = P(A,Xn = i)pi,j

が成り立つ．この式の両辺を P(A,Xn = i)で割れば (9.4)が得られる．

状態空間と推移確率の与え方には，次の 3つの方法がある．

i) Sと pijを式で表す．

ii) pijを (i, j)要素とする S × S行列により表す．この行列を推移確率行列と呼ぶ．

iii) Sの要素を頂点とし，i, j ∈ Sに対して pij > 0ならば，頂点 iから頂点 jへの辺があ
り重み pijもつグラフを描く．このグラフを推移図と呼ぶ．
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例 9.1 (状態空間と推移確率) マルコフ連鎖 {Xn}の状態空間が S = {1,2,3,4,5}により
与えられ，推移確率 pijが以下のように与えられている．

p11 =
1

5
, p12 =

4

5
, p21 =

1

3
, p23 =

2

3
, p34 = 1, p43 =

1

2
, p45 =

1

2
, p55 = 1,

ここに，上記以外の pijはすべて 0に等しい．このマルコフ連鎖の推移行列をP とすると，

P =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1
5

4
5 0 0 0

1
3 0 2

3 0 0

0 0 0 1 0

0 0 1
2 0 1

2

0 0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

であり，推移図は下記のように表すことができる．

演習問題 9.1 状態空間が S = {1,2,3,4,5,6}であるマルコフ連鎖において推移確率 pijが，
p + q = 1を満たす p, q > 0に対して以下のように与えられている．

p12 = p23 = p34 = p45 = p56 = p, p65 = p54 = p43 = p32 = p21 = q, p11 = q, p66 = p.

このマルコフ連鎖の推移確率行列を求め，推移図を描け．

9.2 推移確率の計算

マルコフ連鎖 {Xn}によるモデル化の目的の１つは，現在の状態から将来の状態を推測
することである．このために，X0 = iが与えられたという条件の下でXnの確率分布を計
算する．この計算は行列の積の計算と同じように行うことができる．このために推移確率
行列を P により表す．

定義 9.2 n ≥ 0に対して，

p
(n)
ij = P(Xn = j∣X0 = i), i, j ∈ S,

により，p
(n)
ij を定義し，n次の推移確率と呼ぶ．また，p

(n)
ij を (i, j)要素とする S ×S行列

を P (n)により表し，n次の推移確率行列と呼ぶ．この定義から，Iを S ×S単位行列とす
ると，P (0) = Iであり，P の定義から P (1) = P である．
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2つの S × S行列A = {aij}とB = {bij}に対して，積ABを行列の積と同様に，

AB の (i, j)要素 =∑
k∈S

aikbkj

により定義する．Sは無限個の要素を持つ集合の場合もあるので，右辺の和が確定する場
合に限り，この定義は有効である．

補題 9.3 n ≥ 1に対して，P (n) = P nが成り立つ．ここに，P nはP をn乗した行列である．

証明 (9.2)において，i0 = i, in = jとおき，i1, i2, . . . , in−1 ∈ Sについて和を取れば，

P(X0 = i,Xn = j) = P(X0 = i) × P n の (i, j)要素

である．この式の両辺を P(X0 = i)で割れば，左辺は P (n)の (i, j)要素となり，証明でき
た．

この補題より，m,n ≥ 0に対して，

P (m+n) = Pm+n = PmP n = P (m)P (n)

であるから次の系が得られる．

系 9.1 (Chapman-Kormogorovの公式) ℓ,m ≥ 0に対して，

p
(ℓ+m)
ij =∑

k∈S
p
(ℓ)
ik p

(m)
kj , i, j ∈ S, (9.5)

が成り立つ．

例 9.2 (推移確率の計算) 例 9.1のマルコフ連鎖に対して，P (n)を n = 2,3に対して計算
すると

P (2) = P 2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

23
75

4
25

8
15 0 0

1
15

4
15 0 2

3 0

0 0 0 1
2

1
2

0 0 1
2 0 1

2

0 0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

, P (3) = P 3 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

23
75

4
25

8
15 0 0

43
375

92
375

8
75

8
15 0

23
225

4
75

31
90 0 1

2

0 0 0 1
4

3
4

0 0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

となる．これより，最初の 3行 3列の部分行列が複雑であることが見て取れる．しかし，
次の節で述べる理論により，n →∞のとき P (n)は 5列目がすべて 1の要素を持つ行列に
収束することを証明できる．

P (n)を解析的に求めるために行列母関数を使う方法がある．推移確率行列P に対して，

U(z) =
∞
∑
n=0

znP (n), ∣z∣ < 1,
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により，zを変数とする行列U(z)を定義し，行列母関数と呼ぶ．このU(z)を解析的に求
めることができれば，U(z)を zについて多項式展開し，znの係数としてP (n)が得られる．
P (n) = PP (n−1)であるから，この式の両辺に znをかけて n = 1,2, . . .について加えると，

U(z) − I = zPU(z)

である．従って，∣z∣ < 1ならば，∑∞n=0 znP nが収束することから，

U(z) = (I − zP )−1 (9.6)

が得られる．Sが有限集合，特に，状態数が 2または 3の場合には計算が可能である．し
かし，状態数が増えると，U(z)の計算は一般に困難である．

演習問題 9.2 演習問題 9.1のマルコフ連鎖に対して p
(4)
24 を求めよ．

演習問題 9.3 {Xn;n ≥ 0}が状態空間 S と推移行列 P をもつマルコフ連鎖であるとき，
Yn = X2nにより確率過程 {Yn;n ≥ 0}を定義する．この確率過程がマルコフ連鎖であるこ
とを示し，その推移行列を求めよ．

9.3 マルコフ連鎖の応用例

マルコフ連鎖は各種のシステムを表す確率モデルとして広く使われている．その中から
いくつかを紹介する.

本節の確率過程X● ≡ {Xn;n ≥ 0}はすべて，標準的なフィルトレーションを使う．すな
わち，

Fn = σ(X0,X1, . . . ,Xn)

とし，F = {Fn;n ≥ 0}によりフィルトレーションを定義する．

9.3.1 在庫管理と反射壁をもつランダムウォーク

小売店がある商品について，在庫量が sを下回ったとき S (> s)になるまで在庫量を増
やすように発注を行う方法があり，s−S政策と呼ばれている．1日ごとに発注をおこなう
ことができるとする．1日の販売数はランダムであり，各日ごとの販売数は独立であると
する．1日目から始め，n日目の需要数をAnとするとき，販売終了後に発注を行い翌日
までに納入されるとする．なお，需要数が在庫数より多いときには，在庫が空になるとす
る．1日目 の最初の在庫量を aとする．ここに，s ≤ a ≤ Sとする．このとき，X0 = a，

Xn = {
Xn−1 −An, Xn−1 −An ≥ s,
S, Xn−1 −An < s,

n ≥ 1, (9.7)
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により確率過程X● ≡ {Xn;n ≥ 0}を定義すれば，Xnは n日目の販売開始時の在庫量であ
る．日々の需要が独立で同一の分布に従うと仮定する．すなわち，各 n ≥ 1に対してAn

はFn−1と独立であり，nに依らない同一の分布に従うと仮定する．この分布を {ak;k ≥ 0}
により表す．すなわち，ak = P(An = k)である．
X●は状態空間が S = {s, s + 1, . . . , S}のマルコフ連鎖である．なぜならば，

P(Xn+1 = j∣Xn = i) = {
ai−j, s ≤ j ≤ i,
∑∞k=i−s+1 ak, j = S,

であるから，X●は定常な推移をもち，An+1はX0,X1, . . . ,Xnと独立であるから，

P(Xn+1 = j∣X0 = a,X1 = i1, . . . ,Xn−1 = in−1,Xn = i)
= P(j = i −An+1 ≥ s∣X0 = a,X1 = i1, . . . ,Xn−1 = in−1,Xn = i)
+ P(j = S, i −An+1 < s∣X0 = a,X1 = i1, . . . ,Xn−1 = in−1,Xn = i)

= 1(s ≤ j ≤ i)ai−j + 1(j = S)
∞
∑

k=i−s+1
ak

= P(Xn+1 = j∣Xn = i)

より，マルコフ性が成り立つからである．

在庫問題では最適な sと Sを求めることが問題である．最適を求めるためにの評価量
として売上高から需要に応じることができなかったことに依る損失を差し引いた利益を使
う．売れた商品 1つ当たりの利益を a円，売れ残った商品の在庫管理費を 1つ当たり h円
とする．なお，応じることができなかった需要よる損失もあるが考慮しないことにする．
このとき，n日目の利益をRnとすると，

Rn = amin(An,Xn−1) − h(Xn−1 −An)+

= a(Xn−1 +min(0,An −Xn−1)) − h(Xn−1 −An)+

= a(Xn−1 −max(0,Xn−1 −An)) − h(Xn−1 −An)+

= aXn−1 − (a + h)(Xn−1 −An)+, n ≥ 1,

である．ここに，x+ = max(0, x)とする．少し複雑な式であるが，Rnの期待値により期
待利益を計算できる．この場合には，s,Sに関係なく E(Rn∣Xn−1 = x)を最小にする xの
値を求める単純な在庫問題が考えられる．

演習問題 9.4 この在庫問題において，E(Rn∣Xn−1 = x)を最小とする xを求めよ．

一方，発注を行った場合に経費K円がかかるとすると，1日当たりの総経費 Tnは

Tn = amin(An,Xn−1) − h(Xn−1 −An)+ − 1(Xn−1 −An < s)K
= a(Xn−1 +min(An −Xn−1,0)) − h(Xn−1 −An)+ − 1(Xn−1 −An < s)K
= aXn−1 − (a + h)(Xn−1 −An)+ − 1(Xn−1 −An < s)K, n ≥ 1,
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である．この場合には時間平均

T ≡ lim
n→∞

1

n

n

∑
ℓ=1

E(Tℓ∣X0 = a)

などを評価量として計算し，最小とする s,Sを求めることが問題である．この式の計算は
複雑そうに見えるが，n → ∞のときのXnの極限分布が存在し，この分布を使って T を
求めることができる，

9.3.2 出生死滅過程

生物の個体数は出生と死滅により変化する．各時刻で個体数が iのとき，個体数が 1増
える確率を p(i)，1減る確率を q(i)，変化しない確率を r(i)とし，p(i) + q(i) = 1とする．
ただし，個体数が 0のときは，q(0)は個体数が変わらない確率とする．このとき，時刻 n

での個体数をXnとし，X●は推移確率が

P(Xn = j∣Xn−1 = i) = {
p(i), j = i + 1,
q(i), j = (i − 1)+,

により与えられたマルコフ連鎖とする．その状態空間は S = {0,1, . . .}である．このマル
コフ連鎖を出生死滅過程と呼ぶ．例えば，正の整数 aに対して，

p(i) = a

i + a
, q(i) = i

i + a
, i ≥ 0,

とすると，0 ≤ i ≤ aならば個体数が増加し，i > aならば減少する傾向があることを表して
いる．この場合，時間の経過による個体数の分布はXnの分布を計算することにより求め
ることができる．この場合にも，n→∞のときXnの分布がある分布に近づくことを証明
することができる．

9.3.3 分枝過程

生物の個体数の変化をより詳細に調べるモデルがある．このモデルにおいては，個々の
個体は各時刻で与えられた分布に従う数の子供を産み死滅する．この分布を {p(k);k ≥ 0}
とし，X0 = 1，

Xn+1 =
Xn

∑
k=1

An,k, n ≥ 0, (9.8)

により確率過程X● ≡ {Xn;n ≥ 0}を定義する．Xnは時刻 nにおける総個体数を表してい
る．ここに，{An,k;k ≥ 1}は独立な確率変数列であり，Fnと独立であるとする．n, kに依
らない同一の分布 {p(k);k ≥ 0}に従うと仮定する．このとき，

P(Xn+1 = j∣X0 = 1,X1 = i1, . . . ,Xn = i) = P
⎛
⎝

Xn

∑
k=1

An,k = j
RRRRRRRRRRR
Xn = i

⎞
⎠

= P
⎛
⎝

i

∑
k=1

An,k = j
⎞
⎠
= P(Xn+1 = j∣Xn = i)
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が成り立つ．従って，X●は定常な推移をもつマルコフ連鎖である．このマルコフ連鎖を
分枝過程と呼ぶ．

分枝過程では，個体が消滅する確率や消滅するまでの時間の分布を求めることが問題で
ある．λ = E(An,k)とおき，(9.8)の期待値を取ると

E(Xn+1) = E(
Xn

∑
k=1

An,k) = E(
∞
∑
i=1

i

∑
k=1

An,k1(Xn = i))

=
∞
∑
i=1

iE(An,k)P(Xn = i) = λE(Xn)

が成り立つ．従って，X0 = 1より，E(Xn) = λnである．これより，λ < 1のときに限り，
n →∞のとき E(Xn)は 0へ収束する．Xnは非負であるから，これより，Xnは 0へ確率
収束する．これは，1個体当たりの平均出生数，すなわち，出生率 λが 1より小さいなら
ば個体全体がいつか消滅することを表している．

F0 = {∅,Ω}，n ≥ 1に対してFn = σ(A1,k,A2,k, . . . ,An−1,k;k ≥ 1)とし，F ≡ {Fn;n ≥ 0}を
フィルトレーションとするならば，X●はFに適合した確率過程である．このとき，Xnが
Fn-可測であり，FnとAn,kが独立であることから，λ = E(An,k) < 1ならば，

E(Xn+1∣Fn) =
Xn

∑
k=1

E(An,k∣Fn) = λXn ≤Xn

が確率 1で成り立つ．すなわち，X●はF-優マルチンゲールである．よって，{−Xn;n ≥ 0}
は F-劣マルチンゲールとなり，Xn ≥ 0より E((−Xn)+) = 0であるから，定理 8.2より，
n→∞のときXnはあるX∞へ概収束する．このとき，XnはX∞へ確率収束もする．一
方，Xnは 0へ確率収束するので，X∞ = 0である．従って，Xnは 0へ概収束する．

以上をまとめると，1個体から生まれる平均の子供数が 1より小ならば，確率 1で全て
の個体が消滅するという結果が得られた．

9.3.4 待ち行列過程

サービスを受けるための待ち行列は日常よく見かける．1つのサービス窓口があり 1つ
の待ち行列に並び先着順にサービスを受けるシステムにおける待ち行列長の変化を確率
過程で表してみよう．簡単のために書く離散的な時刻 nにおいて到着する客数をAn各時
刻で 1人のサービスを行うとする．時刻 nでのサービス中も含めた客数をXnとすると，

Xn+1 =max(0,Xn +An − 1), n ≥ 0 (9.9)

と表すことができる．ここに，AnはFnと独立であり，nに依らない同一の分布に従うと
する．このとき，X●が F-マルコフ連鎖であることを確かめることができる．
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(9.9)において，X0 = 0として，繰り返し代入すると，

Xn+1 =max(0,max(0,Xn−1 +An−1 − 1) +An − 1)
=max(0,An − 1,Xn−1 +An−1 +An − 2)
⋮

=max(0,An − 1,An +An−1 − 2, . . . ,An +An−1 + . . . ,A1 − n)

が得られる．仮定から，A1,A2, . . . ,Anは独立で同一の分布に従う．これより．An,An +
An−1, . . . ,An +An−1 + . . . ,A1の同時分布はA1,A1 +A2, . . . ,A1 +A2 + . . .+Anの同時分布に
等しい．従って，ℓ ≥ 1に対して Sℓ = A1 + . . .Aℓ − ℓとおき，等しい分布を持つことを

d∼に
より表すと，

Xn+1
d=max(0, S1, S2, . . . , Sn)

である．λ = E(A1)とおくと，E(S1) = λ− 1であり，Snは独立で同一の分布に従う確率変
数の列 {An − 1;n ≥ 1}であるから，大数の強法則により，

lim
n→∞

1

n
Sn = λ − 1

が確率 1で成り立つ．

従って，λ < 1，すなわち，平均到着数がサービス能力より小さいときには，λ− 1 < 0よ
り，確率 1で

lim
n→∞

Sn = −∞

が成り立つ．これより，Yn =max(0, S1, S2, . . . , Sn)とおくと，Ynは非減少であるから，有
限な確率変数 Y∞ ≡max(0, S1, S2, . . .)へ収束する．
以上をまとめると，λ < 1ならば，待ち行列の長さXnの極限分布は

lim
n→∞

P(Xn ≤ x) = lim
n→∞

P(Yn ≤ x) = P(Y∞ ≤ x), x ≥ 0,

により与えられる．一方，λ > 1ならば，Yn →∞であるから，

lim
n→∞

P(Xn > x) = 1, x ≥ 0,

である．すなわち，待ち行列長は無限に大きくなる．

演習問題 9.5 (9.9)により定義された待ち行列長過程 {Xn;n ≥ 0}が F-マルコフ連鎖であ
ることを証明せよ．
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10 マルコフ連鎖とフィルトレーション

これまで状態空間 Sをもつマルコフ連鎖 {Xn;n ≥ 0}をX0,X1, . . . ,Xnの値を与えた下
でのXn+1の条件付き確率を用いて定義してきた（(9.1)と (9.2)参照）．この定義をフィル
トレーションを使って拡張すると共に，マルコフ性の条件 (9.1)において時刻 nを停止時
刻に置き換えらることを示す．

10.1 フィルトレーションとテスト関数

X● ≡ {Xn;n ≥ 0}を離散的な状態空間 S をもつ確率過程とする．フィルトレーション
FX ≡ {FX

n ;n ≥ 0}を

FX
n = σ(X0,X1, . . . ,Xn), n ≥ 0,

により定義する．多くの場合このフィルトレーションで十分であるが，より多くの情報が
観測できる場合にはよりおおきなフィルトレーションを使う．このフィルトレーションを
F ≡ {Fn;n ≥ 0}より表す．ここに，FX

n ⊂Fnとする．すなわち，X●は Fに適合する．
フィルトレーションにより観測結果を記述できるが，状態は一般に数ではない．このた
め状態の変化を計算をしたり比較するためには都合がよくない．そこで，状態を数に対応
させることを考える．この対応を SからRへの関数を用いて表す．この関数をテスト関
数と呼ぶ．Sが数の集合のときにはこのような対応は必要ないが，状態の評価値を考える
際にはテスト関数が役立つ．

一般に１つのテスト関数では状態の情報を十分に表すことができない．そこで，テスト
関数の集合を使う．この集合として，SからRへの有界な関数すべての集合Kb(S)を使
う．i ∈ Sに対して f(x) = 1(x = i)とすれば，f ∈ Kb(S)である．このとき，E(f(Xn)) =
P(Xn = i)であるから，Xnの分布はこのようなテスト関数を使って求められる．従って，
すべての f ∈Kb(S)を使えばXnの分布を求めることができる．

有界でないテスト関数を使うこともある．例えば，S = {a1, a2, . . .}であるとき，f(an) = n
はそのようなテスト関数である．各テスト関数 f に対して，{f(Xn);n ≥ 0}も Fに適合し
た確率過程である．この確率過程は実数を値に取るので，マルチンゲールやセミマルチン
ゲールを使うことができる．テスト関数は確率過程X●を解析する上で重要な道具である．

10.2 マルコフ連鎖のフィルトレーションによる再定義

フィルトレーション Fとテスト関数の集合Kb(S)を使ってマルコフ連鎖を再定義する
ことを考える．まず，条件 (9.1)は

E(f(Xn+1)∣FX
n ) = E(f(Xn+1)∣Xn), f ∈Kb(S), (10.1)

が確率 1で成り立つことに置き換えることができる．なぜならば，Fnは互いに背反な事象：

An,i1,i2,...,in−1,i ≡ {Xℓ = iℓ, ℓ = 0,1, . . . , n,}, i0, i1, . . . , in−1, i ∈ S,
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から生成された σ-集合体であるからである．このとき，f(x) = 1(x = j) とすれば，
P(An,i1,i2,...,in) > 0ならば，事象 An,i1,i2,...,in 上における E(f(Xn+1)∣FX

n )の値は (9.1)の左
辺に等しい．また，{Xn = i}上における E(f(Xn+1)∣Xn)の値は (9.1)の右辺に等しい．
{Xn = i} ⊃ An,i1,i2,...,in−1,iであるから，(9.1)は (10.1)がAn,i1,i2,...,in−1,i上で成り立つことに
等しい．従って，(9.1)と (10.1)は同値な条件式である．

この条件の比較において，P(An,i1,i2,...,in) > 0を仮定したが，これは (9.1)の条件に必要
なためである．(9.1)では明記していないが，この仮定は暗黙のうちに使われている．こ
れに対して，(10.1)ではこのような仮定は必要ない．これは，確率変数や σ-集合体の下で
の条件付き期待値の大きな利点である．

同様に，定常な推移をもつ条件 (9.2)は

E(f(Xn+1)∣Xn) =∑
i∈S

pXn,if(i) (10.2)

を満たす推移確率 {pi,j; i, j ∈ S}が存在すると言い換えることができる．
これらの条件をまとめると，状態空間 Sをもつ確率過程 {Xn;n ≥ 0}が定常な推移をも

つマルコフ過程とは，pi,j ≥ 0と∑j∈S pi,j = 1を満たすある {pi,j; i, j ∈ S}があり，

E(f(Xn+1)∣FX
n ) =∑

i∈S
pXn,if(i), f ∈Kb(S), (10.3)

が成り立つことを言う．

マルコフ連鎖を観測したとき，時刻 nで得られる情報がFX
n より多いこともある．この

場合を含めるためマルコフ連鎖を次のように拡張する．

定義 10.1 確率過程 {Xn;n ≥ 0}がフィルトレーション F ≡ {Fn;n ≥ 0}に適合し，すな
わち，すべての n ≥ 0に対してFX

n ⊂ Fn であり，pi,j ≥ 0と ∑j∈S pi,j = 1を満たすある
{pi,j; i, j ∈ S}に対して，

E(f(Xn+1)∣Fn) =∑
i∈S

pXn,if(i), f ∈Kb(S), (10.4)

が成り立つならば，X●を定常な推移をもつF-マルコフ連鎖といい，S×S行列P ≡ {pi,j; i, j ∈
S}を推移確率行列と呼ぶ．

演習問題 10.1 定常な推移をもつF-マルコフ連鎖X●について，(a) ℓ ≥ 0,m ≥ 1に対して，

E(E(f(Xℓ+m)∣Fℓ) = E(f(Xℓ+m)∣Xℓ), f ∈Kb(S),

を証明せよ．(b) この結果を用いてChapman-Kormogorovの公式 (9.5)を証明せよ．

マルコフ連鎖において，ある停止時刻後は同じ状態に止まるように状態推移を変えた
い場合がある．例えば，賭をマルコフ連鎖で表すとき，破産して賭を途中で止める場合に
適用できる．この場合には定常な推移をもつ条件は必ずしも満たされない．そこで，定
義 10.1を以下のように拡張する．
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定義 10.2 確率過程 {Xn;n ≥ 0}がフィルトレーション F ≡ {Fn;n ≥ 0}に適合し，

E(f(Xn+1)∣Fn) = E(f(Xn+1)∣Xn), f ∈Kb(S), (10.5)

が成り立つならば，X●を F-マルコフ連鎖と呼ぶ．

定義 10.1との違いは，定義 10.2においては定常な推移をもつことを仮定していないこ
とである．

10.3 強マルコフ性

X● ≡ {Xn;n ≥ 0}が定常な推移をもつ F-マルコフ連鎖であるとき，時刻 1以上で初めて
状態 i ∈ Sに到達する時刻を τiとする．すなわち，

τi = inf{n ≥ 1;Xn = i} (10.6)

により，τiを定義する．ここに，すべての n ≥ 1に対してXn ≠ iならば，τi = ∞とする．
この τiは F-停止時刻である．

演習問題 10.2 τiは F-停止時刻であることを証明せよ．

この τiが有限であるとき，マルコフ性

E(f(Xτi+1)∣Fτi) =∑
j∈S

pXτ ,jf(j), f ∈Kb(S), (10.7)

は成り立つであろうか？ここに，

Fτi = {A ∈F;∀n ≥ 0,A ∩ {τi ≤ n} ∈Fn}

であることを思い出してほしい（定義 8.6参照）．(10.7)が成り立つと，τi時間以降もマ
ルコフとなるので好都合である．そこで，次の定義を行う．

定義 10.3 X● ≡ {Xn;n ≥ 0}が定常な推移確率 {pi,j; i, j ∈ S}をもつ F-マルコフ連鎖であ
るとき，任意の有限な F-停止時刻 τ に対して，

E(f(Xτ+1)∣Fτ) =∑
j∈S

pXτ ,jf(j), f ∈Kb(S), (10.8)

が成り立つならば，X●を定常な推移をもつ F-強マルコフ連鎖（または F-強マルコフ過
程）と呼ぶ．

演習問題 10.3 X● が定常な推移をもつ F-強マルコフ連鎖であるとき，任意の k ≥ 1と
f ∈Kb(S)に対して，E(f(Xτ+k)∣Fτ) = ∑j∈S p

(k)
Xτ ,j

f(j)が成り立つことを証明せよ．



確率論 II (2019年度授業資料 2(up6)) 78

補題 10.1 X●が定常な推移をもつF-マルコフ連鎖ならば，定常な推移をもつF-強マルコ
フ連鎖である．

証明 τ を任意の有限な F-停止時刻とする．P(τ <∞) = 1であるから，任意の n ≥ 0に対
して，{τ = n}上で (10.8)が成り立つことを示せばよい．これは，

E(f(Xτ+1)1A∩{τ=n}) = E(∑
j∈S

pXτ ,jf(j)1A∩{τ=n}) , A ∈Fτ , f ∈Kb(S),

すなわち，

E(f(Xn+1)1A∩{τ=n}) = E(∑
j∈S

pXn,jf(j)1A∩{τ=n}) , A ∈Fτ , f ∈Kb(S), (10.9)

を示すことと同値である．この式の右辺はX●が F-マルコフ連鎖であることから，

∑
j∈S

E(pXn,j1A∩{τ=n})f(j) = E(E(f(Xn+1)∣Xn)1A∩{τ=n})

= E(E(f(Xn+1)∣Fn)1A∩{τ=n})

に等しい．A ∩ {τ = n} ∈Fnであるから，最後の項は

E(E(f(Xn+1)∣Fn)1A∩{τ=n}) = E(E(f(Xn+1)1A∩{τ=n}∣Fn))

となり，(10.8)の左辺に一致する．

補題 10.1と同様に次のことが成り立つ．

系 10.1 F-マルコフ連鎖は F-強マルコフ連鎖である．

補題 10.2 F-マルコフ連鎖X●と F-停止時刻 τ に対して，Yn = Xτ∧nにより確率過程 Y● ≡
{Yn;n ≥ 0}を定義すれば，Y●は F-マルコフ連鎖である．

証明 Y●が F-マルコフ連鎖であることを示すためには，任意の f ∈Kb(S)に対して，

E(f(Xτ∧(n+1))∣Fn) = E(f(Xτ∧(n+1))∣Xτ∧n), , (10.10)

を証明すればよい．これは，条件付き期待値の定義より，

E(f(Xτ∧(n+1))1A) = E(E(f(Xτ∧(n+1))∣Xτ∧n)1A), A ∈Fn, (10.11)

を示すことに等しい．ここに，

σ(Xτ∧n) = σ(∪nℓ=0({τ = ℓ} ∩ σ(Xℓ)) ∪ ({τ > n} ∩ σ(Xn))) ⊂Fn
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より，{τ ≤ n},{τ > n} ∈ σ(Xτ∧n)であるから，(10.11)の右辺は，

E(E(f(Xτ∧(n+1))∣Xτ∧n)1A)
= E(E(f(Xτ∧(n+1))(1(τ ≤ n) + 1(τ > n))∣Xτ∧n)1A)
= E(E(f(Xτ∧n)1(τ ≤ n) + f(X(τ∧n)+1)1(τ > n))∣Xτ∧n)1A)
= E(f(Xτ∧n)1(τ ≤ n)1A) +E(f(X(τ∧n)+1)∣Xτ∧n)1(τ > n)1A) (10.12)

である．ここに，最後の等式ではE(f(Xτ∧n)1(τ ≤ n)∣Xτ∧n) = f(Xτ∧n)1(τ ≤ n)を用いた．
(10.12)の最後の右辺の 2番目の項に強マルコフ性を適用すると右辺は

E(f(Xτ∧n)1(τ ≤ n)1A) +E(f(X(τ∧n)+1)∣Fτ∧n)1{τ>n}∩A)

と書くことができるが，{τ > n} ∩A ∈Fτ∧nであるから，条件付き期待値の定義より，

E(f(Xτ∧n)1(τ ≤ n)1A) +E(f(X(τ∧n)+1))1{τ>n}∩A)
= E(f(Xτ∧(n+1))1(τ ≤ n)1A) +E(f(Xτ∧(n+1)))1(τ > n)1A)
= E(f(Xτ∧(n+1))1A)

となり，(10.11)の左辺に一致する．

この補題の Y●は τ -停止 F-マルコフ連鎖と呼ばれる．一般に Y●は定常な推移をもたな
い．例えば，正の整数 kに対して，τ ≡ kとすると，τ はどんなフィルトレーションに対
しても停止時刻であるが，Yn = Xτ∧n = Xk∧nであるから，n ≥ kに対して Yn = Xkであり，
時刻 kより前と後では推移確率が異なる．なお，この τ -停止 F-マルコフ連鎖 Y●のフィル
トレーション Fを Fτ ≡ {Fτ∧n;n ≥ 0}によって定義したフィルトレーション Fτ に置き換え
ることもできる（演習問題 10.5参照)．

以上のことから，マルコフ連鎖はマルチンゲールと同様に停止時刻により停止しても
同じ種類の確率過程である．このような確率過程を停止時刻による局所化（localization）
に対して安定であるという．

10.4 マルコフ連鎖とマルチンゲール

マルコフ連鎖をテスト関数を使ってセミマルチンゲールとして表し，予測可能な部分と
純粋にランダムな部分に分けることを考えてみよう．

X● ≡ {Xn;n ≥ 0}は定常な推移確率 {pi,j; i, j ∈ S}をもつ F-マルコフ連鎖であるとする．
テスト関数 f ∈Kb(S)に対して，実数値の確率過程 {f(Xn);n ≥ 0}にセミマルチンゲール
分解を適用する．(8.7)と同様に

Mn =M0 +
n

∑
ℓ=1
(f(Xℓ) −E(f(Xℓ)∣Fℓ−1)), n ≥ 0,
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によりMnを定義すればM(⋅) ≡ {Mn;n ≥ 0}は F-マルチンゲールである．M0 = 0とする
と，予測可能な部分 Ynは

Yn = f(Xn) −Mn

= E(f(Xn)∣Fn−1) −
n−1
∑
ℓ=1
(f(Xℓ) −E(f(Xℓ)∣Fℓ−1))

=
n

∑
ℓ=1
(E(f(Xℓ)∣Xℓ−1) − f(Xℓ−1)) + f(X0)

= f(X0) +
n−1
∑
ℓ=0
∑
j∈S

pXℓj(f(j) − f(Xℓ))

である．従って，セミマルチンゲール表現

f(Xn) = f(X0) +
n−1
∑
ℓ=0
∑
j∈S

pXℓj(f(j) − f(Xℓ)) +Mn (10.13)

が得られた．この式における予測可能な部分は時刻 n − 1までの状態変化量の推移確率に
よる重みつきの累積である．(10.13)は標本関数の式を変形したものであるから，標本関
数を推移確率移を用いて表した式であるという見方もできる．

Kb(S)からKb(S)への関数Aを

Af(i) =∑
j∈S

pij(f(j) − f(i)), i ∈ S, f ∈Kb(S), (10.14)

により定義し生成作用素と呼ぶ．この関数は線形関数であるから，生成作用素は線型作用
素である．このとき，(10.13)は

f(Xn) = f(X0) +
n−1
∑
ℓ=0

Af(Xℓ) +Mn (10.15)

と表すことができる．この式から，Af(Xℓ)は時刻 ℓでの可測によって得られる情報量で
あると解釈することができる．

演習問題 10.4 Aを推移確率行列 P をもつマルコフ連鎖の生成作用素とする．(10.14)を
第 i要素が f(i)であるベクトル f に対する行列Aの定義式とみなすとき，行列AをP を
用いて表し，A1 = 0が成り立つことを示せ．ここに，1はすべての要素が 1である S-次
元ベクトルとする．

演習問題 10.5 補題 10.2の Y●は Fτ -マルコフ連鎖であることを証明せよ．ここに，Fτ ≡
{Fτ∧n;n ≥ 0}とする．



確率論 II (2019年度授業資料 2(up6)) 81

11 状態の分類

X● ≡ {Xn;n ≥ 0}を定常な推移をもつマルコフ連鎖とする．その状態空間 Sや次数 nが
大きくなると推移確率 p

(n)
ij の計算が難しい．そこで，n →∞のとき一定の値に収束する

ことが証明できれば，p
(n)
ij を近似的に求めることが可能となる．このために，各 i, j ∈ S

に対して

1) n→∞のとき p
(n)
ij の極限が存在するのはどのようなときか？

2) 1)の極限の値を求めることができるか？

という問題がある．本節では，この問題に答えるために次の 3つの観点から状態を分類
する．

1○ 状態 iから状態 jが到達可能か？

2○ p
(n)
ii > 0となる nに周期はあるか？

3○ 状態 iから出発したとき状態 iへ確率 1で戻るのか，戻るならば，戻るまでの平均時
間は有限か？

11.1 到達可能性

定義 11.1 i, j ∈ Sに対して，ある n ≥ 1があり，p
(n)
ij > 0ならば，jは iから到達可能で

あるといい，i⇒ jと表す．i⇒ jかつ j ⇒ iならば，i, iは互いに到達可能であるといい，
i⇔ jと表す．更に，C ⊂ Sに対して，

(i) 任意の i, j ∈ Cに対して，i⇔ jならば，Cは既約であるという．特に，Sが既約な
らば，マルコフ連鎖が既約であるという．

(ii) 任意の i ∈ Cと任意の j ∈ S ∖Cに対して，pij = 0ならば，Cを閉集合という．特に，
i ∈ Sに対して，{i}が閉集合であるとき，iを吸収状態と呼ぶ．

この定義より，i⇒ jかつ j ⇒ kならば，ある ℓ,m ≥ 1があり，p
(ℓ)
ij > 0かつ p

(m)
jk > 0で

ある．従って，系 9.1より，

p
(ℓ+m)
ik = ∑

j′∈S
p
(ℓ)
ij′ p

(m)
j′k ≥ p

(ℓ)
ij p

(m)
jk > 0

であるから，i⇒ kである．また，i ∈ Cに対して i⇒ iならば，i⇔ iである．特に空で
ないCが既約な閉集合ならば，i ∈ Cに対して i⇒ iであるから，既約な閉集合上で⇒は
同値関係を表す．既約と閉集合により状態空間 Sを次のように分割することができる．

補題 11.1 マルコフ連鎖の状態空間 Sは互いに排反である既約な閉集合と既約な閉集合
を部分集合として含まない状態の集合に分割することができる．
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証明 各 i ∈ Sに対して，C(i) = {j ∈ S; i⇔ j}により状態の集合を定義する．i, j ∈ Sに対
して，C(i) ∩C(j) ≠ ∅ならば，上記で述べた同値関係よりC(i) = C(j)である．各 i ∈ S
に対して，

T = S ∖ (∪i∈SC(i))

とおく．このとき，Sは T と空集合でない異なるC(i), i ∈ Sに分割される．

この結果より，p
(n)
ij を計算するためには，既約な閉集合または既約な閉集合を部分集合

としてもたない集合 T について調べれば十分であることがわかる．更に，j ∈ T ならば，
いつか jへ戻ることができない状態に到達するので，n→∞のとき p

(n)
jj は 0へ収束するこ

とが予想され，p
(n)
ij も 0へ収束することが予想される．従って，既約な閉集合について，

p
(n)
ij を考えれば十分である．

例 11.1 例 9.1のマルコフ連鎖の状態を補題 11.1に従って分類すると，

C(5) = {5}, T = {1,2,3,4}

である．なお，{1,2}と {3,4}は既約であるが閉集合ではない．

演習問題 11.1 図 11.1を推移図とするマルコフ連鎖の状態を補題 11.1に従って分類せよ．

1
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1

図 11.1: 演習問題 11.1の推移図

2○と 3○の問題を考える際に状態 jに初めて到達するまでの時間が役立つ．この時間を，

τj = inf{n ≥ 1;Xn = j}, i ∈ S,

により定義する．ここに，すべての n ≥ 1に対してXn ≠ jならば，τj = ∞とする．状態
i, j ∈ Sに対して，X0 = iの下での τjの分布を

f
(n)
ij = P(τj = n∣X0 = i), n ≥ 1, (11.1)

により表す．次の補題は f
(n)
ij と p

(n)
ij の関係を表す重要な結果である．
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補題 11.2 任意の n ≥ 0と i, j ∈ Sに対して次の式が成り立つ．

p
(n)
ij =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1(i = j), n = 0,
n

∑
ℓ=1

f
(ℓ)
ij p

(n−ℓ)
jj , n ≥ 1. (11.2)

証明 n = 0のとき，p
(0)
ij = 1(i = j)であるから (11.2)が成り立つ．n ≥ 1のときは，τjの定

義より，A1,ℓ−1 = {Xm ≠ j,m = 1,2, . . . , ℓ − 1}とおくと，

{τj = ℓ} = A1,ℓ−1 ∩ {Xℓ = j}

であるから，

P(Xn = j∣X0 = i) =
n

∑
ℓ=1

P(τj = ℓ,Xn = j∣X0 = i)

=
n

∑
ℓ=1

P(τj = ℓ∣X0 = i)P(Xn = j∣τj = ℓ,X0 = i)

=
n

∑
ℓ=1

f
(n)
ij P(Xn = j∣A1,ℓ−1,Xℓ = j)

=
n

∑
ℓ=1

f
(n)
ij P(Xn = j∣Xℓ = j) =

n

∑
ℓ=1

f ℓ
ijp
(n−ℓ)
jj

となり，(11.2)が得られる．

11.2 周期

定義 11.2 i ∈ Sに対して，

d(i) = {n ≥ 1;p(n)ii > 0} の最大公約数

により d(i)を定義し，状態 iの周期と呼ぶ．なお，p
(n)
ii > 0を満たす n ≥ 1が存在しない場

合には，d(i) =∞とする．

この定義より，i⇔ iならば，ある ℓに対して p
(ℓ)
ii > 0である．これより，1 ≤ d(i) ≤ ℓで

ある．従って，d(i) <∞である．

補題 11.3 i, j ∈ Sに対して，i⇔ jならば，d(i) = d(j) <∞である．

証明 i⇔ jより，i⇔ i，j⇔ jであるから，d(i), d(j) <∞である．従って，i = jならば，
補題が成り立つのは自明である．i ≠ jと仮定する．i⇔ jより，ある ℓ,m ≥ 1で，p

(ℓ)
ij > 0

かつ p
(m)
ji > 0となるものが存在する．このとき，p

(n)
jj > 0を満たす任意の n ≥ 0に対して，

p
(ℓ+n+m)
ii ≥ p(ℓ)ij p

(n)
jj p

(m)
ji > 0
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であるから，ℓ + n +mは d(i)の倍数である．特に，n = 0のときは，p
(0)
ii = 1であるから，

ℓ +mも d(i)の倍数である．従って，p
(n)
jj > 0を満たす任意の n ≥ 1は d(i)の倍数である．

これは，d(j)が d(i)の倍数であることを示している．iと jの役割を入れ換えれば逆も成
り立つので補題が証明された．

周期を求めるためには p
(n)
jj > 0であるすべての nを求める必要があるが，状態空間 Sが

大きい場合には必ずしも容易ではない．そこで，p
(n)
jj > 0の換わりに f

(n)
jj > 0を使う方法

がある．

補題 11.4 {n ≥ 1; f (n)jj > 0}の最大公約数を f(j)とするならば，f(j)は jの周期 d(j)に
等しい．

証明 f
(n)
jj > 0ならば p

(n)
jj > 0であるから，f(j)は d(j)の倍数である．逆に，p

(n)
jj > 0を満

たす任意の n ≥ 1に対して，補題 11.2よりある正の整数 ℓ1 ≤ nがあり，

f
(ℓ1)
jj p

(n−ℓ1)
jj > 0

が成り立つ．n−ℓ1 > 0ならば，同様に，ある正の整数 ℓ2 ≤ nに対して，f (ℓ2)jj p
(n−ℓ1−ℓ2)
jj > 0で

ある．このような操作を有限回繰り返すと，ある正の整数 kに対して，n = ℓ1 + ℓ2 + . . .+ ℓk
かつ

f
(ℓ1)
jj f

(ℓ2)
jj ×⋯ × f

(ℓk)
jj > 0

を満たす正の整数 ℓ1, ℓ2, . . . , ℓkが存在する．従って，nはf(j)で割り切れる．よって，f(j) =
d(j)である．

例 11.2 例 9.1のマルコフ連鎖の状態の周期は，1⇔ 2，3⇔ 4であるから，

d(1) = d(2) = 1, d(3) = d(4) = 2, d(5) = 1

である．

演習問題 11.2 演習問題 11.1の図 11.1を推移図とするマルコフ連鎖について，各状態の
周期を求めよ．

11.3 再帰性

3○の問題を考えるために次の記号を定義する．i, j ∈ Sに対して，

f
(∗)
ij = P(τj <∞∣X0 = i),

µij =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

E(τj ∣X0 = i), f
(∗)
ij = 1,

∞ f
(∗)
ij < 1.

ここに，f
(∗)
ij = 1の場合でも，E(τj ∣X0 = i) =∞となる場合がある．
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演習問題 11.3 f
(∗)
ij =

∞
∑
ℓ=1

f
(ℓ)
ij を証明せよ．

定義 11.3 (a) f
(∗)
ii < 1ならば，iを一時的状態，

(b) iが一時的でない，すなわち，f
(∗)
ii = 1ならば，iを再帰的状態，

(c1) f
(∗)
ii = 1かつ µii <∞ならば，iを正再帰的状態，

(c2) f
(∗)
ii = 1かつ µii =∞ならば，iを零再帰的状態と呼ぶ．

補題 11.2を使って，f
(n)
ij を p

(n)
ij と p

(n)
jj から求めるために次の積率母関数を定義する．

Fij(z) =
∞
∑
n=1

f
(n)
ij zn, Uij(z) =

∞
∑
n=0

p
(n)
ij zn, i, j ∈ S.

補題 11.5 i, j ∈ Sと 0 < z < 1である zに対して，次の式が成り立つ．

Uij(z) − 1(i = j) = Fij(z)Ujj(z), (11.3)

Uii(z) =
1

1 − Fii(z)
, ∣z∣ < 1, (11.4)

lim
z↑1

Fii(z) = f (∗)ii , (11.5)

lim
z↑1

1 − Fii(z)
1 − z

= µii, (11.6)

が成り立つ．

証明 (11.2)の両辺に znをかけてn = 1,2, . . .について加えると，これらの積率母関数より，

Uij(z) − 1(i = j) =
∞
∑
n=1

zn
n

∑
ℓ=1

f
(ℓ)
ij p

(n−ℓ)
jj

=
∞
∑
ℓ=1

n

∑
n=ℓ

zℓf
(ℓ)
ij zn−ℓp

(n−ℓ)
jj = Fij(z)Ujj(z).

よって，(11.3)が示せた．この式で j = iとすると，∣z∣ < 1に対して ∣1 − Fii(z)∣ > 0である
から，(11.4)を得る．(11.5)は τiの定義より明らかである．iが一時的ならば，µii =∞で
あり，Fii(1) = f (∗)ii < 1であるから (11.6)を得る．iが再帰的ならば，Fii(1) = f (∗)ii = 1であ
るから，

1 − Fii(z)
1 − z

= 1

1 − z

∞
∑
ℓ=1
(1 − zℓ)f (ℓ)ii =

∞
∑
ℓ=1

ℓ−1
∑
n=0

znf
(ℓ)
ii .

z ↑ 1のとき，∑ℓ−1
n=0 z

n ↑ ℓであるから，有界収束定理より (11.6)を得る．

定理 11.1 状態を一時的，正再帰的，零再帰的に分類するとき，異なる i, j ∈ Sに対して，
i⇔ jならば，iと jは共に同じ種類に分類される．
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証明 補題 11.3の証明と同様に，i⇔ jより，ある ℓ,m ≥ 1で，p
(ℓ)
ij > 0かつ p

(m)
ji > 0とな

るものが存在するので，任意の n ≥ 0に対して，

p
(ℓ+n+m)
ii ≥ p(ℓ)ij p

(n)
jj p

(m)
ji

が成り立つ．この式の両辺に zℓ+n+mをかけて，n = 0,1, . . .について加えると

Uii(z) ≥
∞
∑
n=0

zℓ+n+mp
(ℓ+n+m)
ii ≥ p(ℓ)ij p

(m)
ji zℓ+mUjj(z).

この式に (11.4)を適用すると，

(1 − Fjj(z)) ≥
∞
∑
n=0

zℓ+n+mp
(ℓ+n+m)
ii ≥ p(ℓ)ij p

(m)
ji zℓ+m(1 − Fii(z)) ≥ 0. (11.7)

よって，jが再帰的ならば，Fjj(1) = 1であり，この式から Fii(1) = 1となるので，iも再
帰的である．i, jが再帰的のとき，(11.7)の両辺を 1− zで割り，z ↑ 1とすれば，(11.6)よ
り，E(τj ∣X0 = j) <∞ならば，E(τi∣X0 = i) <∞である．従って，jが正再帰的ならば，i

も正再帰的である．iと jを入れ換えれば逆も言えるので定理が証明された．

状態が一時的であることは，推移図から直感的にわかることが多い．しかし，直感的な
ことを式で確認することも大事である．このために，次の式が役立つ．i ∈ Sに対して，

f
(∗)
ii = pii + ∑

j∈S∖{i}
pijf

(∗)
ji (11.8)

が成り立つ．この式を示すために，状態 iから初めて iへ戻る事象を時刻 1での状態で分
類し確率を求める．

P(τi <∞∣X0 = i) =∑
j∈S

P(τi <∞∣X1 = j)pij

= P(τi <∞∣X1 = i)pii +∑
j≠i

P(τi <∞∣X1 = j)pij

P(τi <∞∣X1 = i) = 1，P(τi <∞∣X0 = i) = fiiであり，j ≠ iのとき，

P(τi <∞∣X1 = j) = P(τi <∞∣X0 = j) = fji

であるから，(11.8)が得られる．

例 11.3 例 9.1のマルコフ連鎖について再帰性に関する分類を行う．例 11.2と同様に，
1⇔ 2，3⇔ 4であるから，状態空間を {1,2}，{3,4}，{5}に分け，答えればよい．状態
5は明らかに正再帰的である．状態 4については，(11.8)より，

f
(∗)
44 = p43f

(∗)
34 + p45 × 0 ≤ p43 =

1

2
< 1

であるから，状態 3,4は一時的である．同様に，状態 2について，

f
(∗)
22 = p21f

(∗)
12 + p23 × 0 ≤ p21 =

1

3
< 1

であるから，状態 1,2も一時的である．
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演習問題 11.4 Sをマルコフ連鎖の状態空間とする．C,DをC ∩D = ∅かつC ∪D = Sを
満たす空でない Sの部分集合とする，すなわち，Sを空でない部分集合C,Dに分割する．
Cが既約な集合，Dが閉集合であり，あるCの状態からあるDの状態へ到達可能ならば，
Cの状態はすべて一時的であることを証明せよ．
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12 極限分布と定常分布

定常な推移をもつマルコフ連鎖X● ≡ {Xn;n ≥ 0}に対して，p
(n)
ij が n → ∞としたとき

収束するか，収束するならば，その極限値はどのように求められるかについて答えたい．
このために，これから使う次の結果を証明しておこう．

補題 12.1 (Fatouの補題) 各 n = 1,2, . . .に対して fnを可算集合 S上の非負値関数とす
るとき，

∑
i∈S

lim inf
n→∞

fn(i) ≤ lim inf
n→∞

∑
i∈S

fn(i) (12.1)

が成り立つ．

証明 Sは可算集合であるから，ℓ→∞のとき，Sℓ ↑ Sとなる有限集合 Sℓの列，S1, S2, . . .

が存在する．Sℓは有限集合であり，fn(i) ≥ 0であるから，

∑
i∈Sℓ

lim inf
n→∞

fn(i) = lim inf
n→∞

∑
i∈Sℓ

fn(i) ≤ lim inf
n→∞

∑
i∈S

fn(i).

この式の左辺で ℓ→∞とすれば (12.1)が得られる．

補題 12.2 (離散型有界収束定理) νを可算集合 S上の非負値関数とする．各 n = 1,2, . . .
に対して fnを S上の実数値関数とするとき，

lim
n→∞

fn(i) = g(i), i ∈ S, (12.2)

を満たす S上の関数 gがあり，ある S上の非負値関数 hに対して，

∣fn(i)∣ ≤ h(i), ∀n ≥ 1, i ∈ S, (12.3)

∑
i∈S

ν(i)h(i) <∞, (12.4)

が満たされるならば，次の式が成り立つ．

lim
n→∞
∑
i∈S

ν(i)fn(i) =∑
i∈S

ν(i)g(i). (12.5)

証明 Sℓを ℓ→∞のとき Sℓ ↑ Sとなる有限集合の列とする．このとき，(12.2)より，

lim
n→∞
∑
i∈Sℓ

ν(i)fn(i) = ∑
i∈Sℓ

ν(i)g(i) (12.6)

が成り立つ．(12.4)より，任意の ϵ > 0に対して，十分大きな ℓ0を選ぶと，任意の ℓ ≥ ℓ0
に対して，

∑
i∈S∖Sℓ

ν(i)h(i) < ϵ
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とすることができる．従って，(12.3)より，

∑
i∈S∖Sℓ

ν(i)∣fn(i)∣ ≤ ∑
i∈S∖Sℓ

ν(i)h(i) < ϵ, ℓ ≥ ℓ0,

であり，

∑
i∈Sℓ

ν(i)fn(i) − ϵ ≤∑
i∈S

ν(i)fn(i) ≤ ∑
i∈Sℓ

ν(i)fn(i) + ϵ, ℓ ≥ ℓ0,

が成り立つ．この式において，n→∞として (12.6)を適用すると，

∑
i∈Sℓ

ν(i)g(i) − ϵ ≤ lim inf
n→∞

∑
i∈S

ν(i)fn(i) ≤ lim sup
n→∞

∑
i∈S

ν(i)fn(i) ≤ ∑
i∈Sℓ

ν(i)g(i) + ϵ

よって，ℓ→∞とした後に，ϵ ↓ 0とすれば，(12.5)が得られる．

12.1 一時的な場合の極限

状態が一時的な場合には p
(n)
ij の極限は比較的簡単である．

定理 12.1 jが一時的状態ならば，任意の i ∈ Sに対して，

lim
n→∞

p
(n)
ij = 0 (12.7)

である．

証明 初めに，i = jの場合について証明する．jが一時的であるから，Fjj(1) < 1．従って，
(11.4)より，

∞
∑
n=0

p
(n)
jj = limz↑1 Ujj(z) =

1

1 − Fjj(1)
<∞.

lim
n→∞

n

∑
ℓ=0

p
(ℓ)
jj =

∞
∑
ℓ=0

p
(ℓ)
jj <∞であるから，

lim
n→∞

p
(n)
jj = lim

n→∞
(

n

∑
ℓ=0

p
(ℓ)
jj −

n−1
∑
ℓ=0

p
(ℓ)
jj ) = lim

n→∞

n

∑
ℓ=0

p
(ℓ)
jj − lim

n→∞

n−1
∑
ℓ=0

p
(ℓ)
jj = 0 (12.8)

である．従って，i = jに対して (12.7)が得られた．i ≠ jのときは，補題 11.2より

p
(n)
ij =

∞
∑
ℓ=1

f
(ℓ)
ij 1(ℓ ≤ n)p(n−ℓ)jj (12.9)

である．1(ℓ ≤ n)p(n−ℓ)jj ≤ 1であるから，この式で n→∞とすると，(12.8)と有界収束定理
（補題 12.2）より (12.7)を得る．

演習問題 12.1 定常な推移をもつマルコフ連鎖において，状態空間 Sが有限集合ならば
再帰的な状態が存在することを証明せよ．
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12.2 再生定理

推移確率 p
(n)
ij の極限を jが再帰的な場合に求めるために，確率分布 {fn;n ≥ 0}に対して，

un = {
1, n = 0
∑n

ℓ=1 fℓun−ℓ, n ≥ 1,
(12.10)

により数列 {un;n ≥ 0}を帰納的に定義する．

例 12.1 定常な推移をもつマルコフ連鎖において，状態 j ∈ Sが再帰的である場合，jへ
初めて戻るまでの時間を τj とする．このとき，fℓ = f

(ℓ)
jj ≡ P(τj = ℓ∣X0 = j)とおくと，

{fℓ; ℓ ≥ 0}は確率分布である．また，p
(0)
jj = 1であり，補題 11.2より，

p
(n)
jj =

n

∑
ℓ=1

fℓp
(n−ℓ)
jj , n ≥ 1

が成り立つので，un = p(n)jj とすれば，(12.10)が成り立つ．このとき，unは時刻 nで jに
戻っている確率を表している．これを状態 jの再生と見ることができることから，(12.10)

は再生方程式と呼ばれている．

p
(n)
ij の極限を求めるための最も基本的結果を述べよう．

定理 12.2 (再生定理) 確率分布 {fn;n ≥ 0}が非周期的，すなわち，{n ≥ 1; fn > 0}の最大
公約数が 1ならば，再生方程式 (12.10)の解 {un;n ≥ 0}の極限は

lim
n→∞

un = 1/µ (12.11)

により与えられる．ここに，µ = ∑∞ℓ=1 ℓfℓであり，µ =∞ならば，1/µ = 0とする．

この定理の証明に次の補題を使う．

補題 12.3 正の整数 a1, a2, . . . , amの最大公約数が 1ならば，ある正の整数 n0があり，任
意の n ≥ n0に対して，

n = k1a1 + k2a2 + . . . + kmam

を満たす非負の整数 k1, k2, . . . , kmが存在する．

証明 一般性を失うことなく，0 < a1 < a2 < . . . < amと仮定する．初めに，

1 = h1a1 + h2a2 + . . . + hmam (12.12)

を満たす整数 h1, h2, . . . , hmが存在するならば，補題が得られることを確認する．

a0 = ∣h1∣a1 + ∣h2∣a2 + . . . + ∣hm∣am
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とおく．n ≥ a0a1に対して，nを a1で割った商を b0余りを c0とすると

n = a1b0 + c0 = a1b0 + c0(h1a1 + h2a2 + . . . + hmam)
= (b0 − a0)a1 + (a1∣h1∣ + c0h1)a1 + (a1∣h2∣ + c0h2)a2 + . . . + (a1∣hm∣ + c0hm)am

である．b0 ≥ a0，0 ≤ c0 < a1であるから，任意の n ≥ n0 ≡ a0a1に対して，k1 = b0 − a0 +
a1∣h1∣ + c0h1と ℓ = 2,3, . . . ,mに対する kℓ = (a1∣hℓ∣ + c0hℓ)は条件を満たす非負の整数で
ある．

(12.12)を帰納法で証明しよう．m = 1のときは，a1 = 1であるから h1 = 1とすれば成り
立つ．帰納法の証明ではm = 2の場合を使うので，m = 2について証明する．a2を a1で
割った商を b1，余りを c1とすると，

a2 = b1a1 + c1, 0 ≤ c1 ≤ a1 − 1,

である．a2, a1 の約数は a1, c1 の約数でありその逆も言えるので，a2, a1 の最大公約数が
1であることから，a1, c1の最大公約数も 1である．特に，c1 = 0ならば，a1 = 1であり，
(12.12)が成り立つ．c1 ≠ 0ならば，1 ≤ c1 ≤ a1 − 1である．このとき，a1を c1で割った商
を b2，余りを c2とすると，

a1 = b2c1 + c2, 0 ≤ c2 ≤ c1 − 1 ≤ a1 − 2,

である．先の場合と同様にして，c1, c2の最大公約数は 1である．よって，c2 = 0ならば，
c1 = 1である．c1 ≠ 1ならばさらに同様な操作を繰り返すと，c1 > c2 > . . . > cℓ = 1となる
ℓ ≤ a1が存在する．c1, c2, . . . , cℓは a1と a2の線型和で表すことができ，cℓ = 1であるから，
m = 2に対して (12.12)が示せた．

m = i ≥ 2で成り立つとする．このとき，a1, a2, . . . , aiの最大公約数が 1ならば，m = i+1
でも成り立つ．a1, a2, . . . , aiの最大公約数が 1より大きな数 j であるとする．このとき，
ℓ = 1,2, . . . , iに対して bℓ = aℓ/jとおくと，b1, b2, . . . , biの最大公約数は 1であるから，

j = j(k′1b1 + k′2b2 + . . . + k′ibi) = k′1a1 + k′2a2 + . . . + k′iai (12.13)

を満たす k′1, k
′
2, . . . , k

′
iが存在する．一方，jと ai+1の最大公約数は 1であるから，帰納法

の仮定より，1 = d1j + d2ai+1を満たす整数 d1, d2がある．この式の式に (12.13)の jを代入
すれば求める表現がm = i + 1に対して得られる．

定理 12.2の証明 unの定義式 (12.10)より，帰納的に un ≤ 1が成り立つ．従って，

u = lim sup
n→∞

un ≤ 1

が存在する．よって，{un;≥ 0}の部分列で k → ∞のとき un(k) → uとなるものが存在す
る．fi > 0を満たす iに対して k →∞のとき un(k)−i → uを示そう．rj = ∑∞n=j+1 fnとおく．
∑∞n=0 fn = 1 <∞であるから，limj→∞ rj = 0である．従って，任意の ε > 0に対して十分大
きな j0を選ぶと rj0 < εである．十分大きな kに対して，∣un(k) − u∣ < εであることから，

u − ε ≤ un(k) =
n(k)

∑
j=1

fjun(k)−j ≤ rj0 +
j0

∑
j=1

fjun(k)−j ≤ ε + fiun(k)−i + (1 − fi)(u + ε)
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である．従って，fiu ≤ fiun(k)−i + 3εとなるので，

u ≤ lim inf
k→∞

un(k)−i ≤ lim sup
k→∞

un(k)−i ≤ u

が成り立つので，limk→∞ un(k)−i = uである．同様な論証を繰り返すと，任意の正の整数m

に対して，limk→∞ un(k)−mi = uである．
初めに f1 > 0の場合について証明する．この場合には i = 1であるから，

lim
k→∞

un(k)−m = u, m ≥ 0, (12.14)

である．一方，f0 = 0と (12.10)より，

n

∑
ℓ=0

rn−ℓuℓ =
n

∑
ℓ=0
(rn−ℓ−1 − fn−ℓ)uℓ =

n

∑
ℓ=0

rn−ℓ−1uℓ − un =
n−1
∑
ℓ=0

rn−ℓ−1uℓ = . . . = r0u0 = 1,

であるから，∑n
ℓ=0 rℓun−ℓ = 1である．この式より，各 ℓ0 ≥ 1に対して n→∞とすると，

1 ≥
ℓ0

∑
ℓ=0

rℓun−ℓ →
ℓ0

∑
ℓ=0

rℓu

∑∞ℓ=0 rℓ = ∑∞ℓ=1 ℓfℓ = µであるから，µ = ∞ならば，u = 0，µ < ∞ならば，u ≤ 1/µである．
µ <∞の場合に同様な論証を u = lim infn→∞ unに対して行うと，

1 ≤
ℓ0

∑
ℓ=0

rℓun−ℓ +
∞
∑

ℓ=ℓ0+1
rℓ →

ℓ0

∑
ℓ=0

rℓu +
∞
∑

ℓ=ℓ0+1
rℓ.

µ <∞より，ℓ0 →∞のとき∑∞ℓ=ℓ0+1 rℓ → 0であるから，u ≥ 1/µが得られる．従って，i = 1
のとき，(12.11)が証明された．

残された f1 = 0の場合について証明する．この場合は {i ≥ 1; fi > 0}の最大公約数が 1

である．この集合の要素を小さいものから大きいものへ a1, a2, . . .と並べると，あるm ≥ 1
に対して a1, a2, . . . , ajの最大公約数は 1に等しい．なぜならば，どんな jに対しても最大
公約数が 2以上ならば {i ≥ 1; fi > 0}の最大公約数の 2以上となるからである．これらの
a1, a2, . . . , ajに対して，先に示した，任意の正の整数mに対して，limk→∞ un(k)−mi = uを
導いた方法を適用すれば，任意の正の整数m1,m2, . . . ,mjに対して，

lim
k→∞

un(k)−(m1a1+m2a2+...+mjaj) = u

を導くことができる．補題 12.3より，あるm0 ≥ 1があり，

lim
k→∞

un(k)−m = u, ∀m ≥m0,

が得られる．この結果は (12.14)とm ≥m0の制限がある点が異なるが，n(k)を n(k)+m0

で置き換えれば同じ結果と見なすことができる．従って，(12.14)に基づいた証明から，
u = 1/µ，µ <∞ならば u = 1/µであり，(12.11)が証明された．
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12.3 再帰的な場合の極限

状態 j ∈ Sが再帰的な場合に，再生定理を使って p
(n)
ij の極限を求めよう．以下の結果で

は jへ初めて到達するまでの時間 τjの期待値を使う．なお，f∗ij = P(τj <∞∣X0 = i)である．

定理 12.3 状態 j ∈ Sが非周期的かつ再帰的ならば，

lim
n→∞

p
(n)
jj =

1

µjj

, (12.15)

lim
n→∞

p
(n)
ij = f

(∗)
ij

1

µjj

, i ∈ S, (12.16)

が成り立つ．ここに，µjj = E(τj ∣X0 = j)とし，µjj =∞ならば，1/µjj = 0とする．

証明 例 12.1で述べたように，fℓ = f (ℓ)jj ，un = p(n)jj とすれば，(12.10)を満たす．一方，j

は非周期的であるから，補題 11.4より {ℓ ≥ 1; f (ℓ)jj > 0}の最大公約数は 1である．従って，
定理 12.2より (12.15)を得る．(12.16)の証明には，補題 11.2の

p
(n)
ij =

n

∑
ℓ=1

f
(ℓ)
ij p

(n)
jj , n ≥ 0,

を使う．この式で，n→∞とすると，(12.15)と有界収束定理より，

lim
n→∞

p
(n)
ij = lim

n→∞

∞
∑
ℓ=1

f
(ℓ)
ij p

(n)
jj 1(ℓ ≤ n) =

∞
∑
ℓ=1

f
(ℓ)
ij lim

n→∞
p
(n)
jj 1(ℓ ≤ n) = f (∗)ij

1

µjj

となり，(12.16)が得られた．

状態 jの周期を dとするとき，Yn =Xndとおくと，X0 = jの下で，Y● ≡ {Yn, n = 0,1, . . .}
はマルコフ連鎖であり，その推移確率は {p(d)ij ; i, j ∈ S}である．このマルコフ連鎖におい
て jは非周期的である．Y●が初めて jに戻る時間を τ

(d)
j とすると，i = jに対する定理 12.3

の (12.15)から，jが再帰的ならば，

lim
n→∞

p
(nd)
jj = 1

E(τ (d)j ∣X0 = j)
(12.17)

である．X0 = Y0 = jの下で，τi = d τ (d)i であるから，定理 12.3から次の結果が得られる．

系 12.1 状態 j ∈ Sが再帰的ならば，jの周期を dとするとき，

lim
n→∞

p
(nd)
ij = f (∗)ij

d

µjj

(12.18)

が成り立つ．ただし，jが零再帰的の場合は右辺は 0に等しいとする．

例 12.2 (出生死滅過程) 9.3.2節で述べた出生死滅過程の状態空間は S = {0,1, . . .}であ
る．簡単な場合として，推移確率が p+ q = 1である正の数 p, qに対して，p00 = q，i ≥ 0に
対して，pi(i+1) = p, p(i+1)i = q，その他の i, j ∈ Sに対して，pij = 0であるとする．このモ
デルの推移図は下記のようになる．

この図より，既約で非周期的であることがわかる．従って，定理 12.3により，n → ∞
のとき p

(n)
ij の極限が存在する．しかし，極限の値を求めることは難しそうである．
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図 12.1: 出生死滅過程の推移図

12.4 定常測度と定常分布

定義 12.1 すべての i ∈ Sに対して π(i) ≥ 0のとき {π(i); i ∈ S}を S上の測度と呼ぶ．S

上の測度 {π(i); i ∈ S}が，

π(j) =∑
i∈S

π(i)pij, j ∈ S, (12.19)

を満たすとき，{π(i); i ∈ S}を定常測度，(12.19)を定常方程式と呼ぶ．更に，

∑
i∈S

π(i) = 1 (12.20)

を満たすならば，{π(i); i ∈ S}を定常分布と呼ぶ．

(12.19)が成り立つならば，両辺に pjkをかけて jについて加えると

∑
j∈S

π(j)pjk =∑
j∈S
∑
i∈S

π(i)pijpik =∑
i∈S

π(i)∑
j∈S

pijpjk =∑
i∈S

π(i)p(2)ik

であるから，(12.19)を i = j, j = kに対して適用すると，

π(k) =∑
i∈S

π(i)p(2)ik

が得られる．同様な計算を繰り返すことにより，任意の正の整数 nに対して，

π(j) =∑
i∈S

π(i)p(n)ij , j ∈ S, (12.21)

が成り立つ．これより，定常測度を初期測度に選ぶとどんな時刻でも測度が変わらない．
これが，定常測度と呼ぶ理由である．

定理 12.4 状態空間 Sと推移確率 {pij}をもつマルコフ連鎖 {Xn}が既約かつ非周期的で
あるとする．このとき，次の 2つの条件は同値である．

(i) 定常分布が存在する．

(ii) 全ての状態が正再帰的である．

これらのいずれかが成り立つならば，定常分布は唯１つであり，定常分布を πとすると，

lim
n→∞

p
(n)
ij = π(j) =

1

µjj

. i, j ∈ S, (12.22)

が成り立つ．
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注 12.1 この定理において非周期性の仮定は除くことができる（注12.2参照）．ただし，定
常分布の一意性は成り立たなくなる．例えば，周期を dとすると，推移確率 {p(d)ij ; i.j ∈ S}
をもつマルコフ連鎖は非周期的であるから，定常分布 π(d)をもつ．このとき，

π(j) =
d−1
∑
ℓ=0
∑
k∈S

π(d)(k)p(ℓ)kj , j ∈ S,

により πを定義すると

∑
j′∈S

π(j′)pj′,j = ∑
j′∈S

d−1
∑
ℓ=0
∑
k∈S

π(d)(k)p(ℓ)kj′pj′,j =
d−1
∑
ℓ=0
∑
k∈S

π(d)(k)p(ℓ+1)kj

=
d−1
∑
ℓ=1
∑
k∈S

π(d)(k)p(ℓ)kj +∑
k∈S

π(d)(k)p(d)kj

=
d−1
∑
ℓ=1
∑
k∈S

π(d)(k)p(ℓ)kj + π
(d)(j) = π(j)

であるから，πは確かに定常分布である．一方，π′を

π′(j) =
d

∑
ℓ=1
∑
k∈S

π(d)(k)p(ℓ)kj , j ∈ S,

により定義すれば，π′も定常分布である．一般に π ≠ π′であるから，定常分布の一意性
は一般に成り立たない．

証明 (i)が成り立つとし，定常分布を πにより表す．(ii)が成り立たないと仮定する．こ
れより，一時的または零再帰的状態が存在する．既約の仮定から，全ての状態が一時的ま
たは零再帰的である．従って，定理 12.1と定理 12.3より

lim
n→∞

p
(n)
ij = 0

である．これを (12.21)に適用すると，有界収束定理（補題 12.2）より，任意の j ∈ Sに
対して，

π(j) = lim
n→∞
∑
i∈S

π(i)p(n)ij =∑
i∈S

π(i) lim
n→∞

p
(n)
ij = 0

となり，πが確率分布であることに矛盾する．従って，(i)ならば (ii)である．
次に，(ii)を仮定する．定理 12.3より，

lim
n→∞

p
(n)
ij =

1

µjj

(12.23)

が成り立つ．π(j) = 1/µjjとおく．ここで，定理 12.3と Fatouの補題 12.1より，

∑
j∈S

1

µjj

=∑
j∈S

lim
n→∞

p
(n)
ij =∑

j∈S
lim inf
n→∞

p
(n)
ij ≤ lim inf

n→∞
∑
j∈S

p
(n)
ij = 1
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であるから，∑j∈S
1

µjj
≤ 1 <∞である．一方，

p
(n+1)
ik =∑

j∈S
p
(n)
ij pij

であるから，n→∞とすると，

π(k) = lim inf
n→∞

∑
j∈S

p
(n)
ij pjk ≥∑

j∈S
lim inf
n→∞

p
(n)
ij pjk =∑

j∈S
π(j)pjk (12.24)

両辺を k ∈ Sについて加えると，

∑
k∈S

π(k) ≥∑
k∈S
∑
j∈S

π(j)pjk =∑
j∈S

π(j)

である．よって，∑k∈S π(k) = ∑j∈S
1

µjj
<∞より，不等式 (12.24)は等式となり，定常方程

式 (12.19)が成り立つ．(12.21)と有界収束定理より，

π(j) = lim
n→∞
∑
i∈S

π(i)p(n)ij =∑
i∈S

π(i) lim
n→∞

p
(n)
ij =∑

i∈S
π(i) 1

µjj

= π(j)∑
i∈S

π(i) (12.25)

が成り立つので，∑i∈S π(i) = 1．従って，πは確率分布であり，(12.24)は等号で成り立つ
ので，πは定常分布である．すなわち，(i)が成り立つ．最後に，(i)または (ii)が成り立
つとき，定常分布がただ一つであることを証明する．ν ≡ {ν(i); i ∈ S}を任意の定常分布
とするとき，(12.21)より，

ν(j) =∑
i∈S

ν(i)p(n)ij , j ∈ S,

が成り立つ．この式で n→∞とすれば，(12.23)が成り立つので，有界収束定理より，

ν(j) = lim
n→∞
∑
i∈S

ν(i)p(n)ij =∑
i∈S

ν(i) 1

µjj

= 1

µjj

である．従って，定常分布は唯１つである．(12.22)は (12.25)において既に証明されてい
る．

例 12.3 (出生死滅過程の続き) 例 12.2で述べた出生死滅過程の定常方程式 (12.21)をた
てると，

ν(0) = qν(0) + qν(1),
ν(i) = pν(i − 1) + qν(i + 1), i ≥ 1,

である．第 2式より，

qν(i) − pν(i − 1) = qν(i + 1) − pν(i)
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である．この式を i = 1,2, . . . , j − 1まで，繰り返し使うと，

qν(1) − pν(0) = qν(2) − pν(1)
= qν(3) − pν(2)

. . .

= qν(j) − pν(j − 1)

が得られる．定常方程式の第 1式より，qν(1) − pν(0) = 0であるから，ρ = p
q とおくと，

ν(j) = ρν(j − 1) = . . . = ρjν(0).

となる．従って，νは定常測度である．νが定常分布となることは，条件 ρ < 1が成り立つ
ときのみである．このとき，定常分布 πは

π(j) = (1 − ρ)ρj, j = 0,1,2, . . . .

により与えられる．

演習問題 12.2 定常な推移をもつマルコフ連鎖の状態空間 Sが有限であるとき，
(a) 既約かつ非周期的ならば，定常分布が存在し唯一つであることを証明せよ．
(b) 一般に少なくとも 1つの正再帰的状態が存在することを証明せよ．

演習問題 12.3 演習問題 11.1の図 11.1を推移図とするマルコフ連鎖について，
(a) 定常分布を求めよ．
(b) 一時的状態の集合，零再帰的状態の集合，正再帰的状態の集合を求めよ．

12.5 定常測度の存在

定理 12.4により正再帰的な場合に限り定常分布が存在することが分かったが，零再帰
的な場合にはどのようなことが言えるだろうか？定常分布に換わるものがあるだろうか？
この疑問に答えるのが次の結果である．

定理 12.5 状態空間 Sと推移確率 {pij}をもつマルコフ連鎖 {Xn}が既約かつ再帰的であ
るとする．このとき，任意に選んだ k ∈ Sに対して，SからR+への関数 νを

ν(j) = E(
∞
∑
ℓ=1

1(Xℓ = j, ℓ ≤ τk)∣X0 = k), j ∈ S, (12.26)

により定義すれば，νはS上の定常測度である．すなわち，0 ≤ ν(j) <∞であり，(12.19)π

を νで置き換えた式：

ν(j) =∑
i∈S

ν(i)pij, j ∈ S, (12.27)

を満たす．特に正再帰的ならば，π(j) = 1
µkk

ν(j)とおくと，{π(j); j ∈ S}は定常分布で
ある．
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注 12.2 この定理は非周期性を仮定していない．従って，正再帰的ならば，周期的な場合
にも定常分布が存在することが再確認される（注 12.1参照）．

証明 定義より ν(k) = 1であり，既約であることから，任意の j ∈ Sに対してある ℓ ≥ 1が
あり，p

(ℓ)
kj > 0であるから，(12.27)が j = kに対して成り立つならばすべての ν(i)は有限

である．{ℓ ≤ τk} ∈Fℓ−1であるから，

ν(j) = E(
∞
∑
ℓ=1

1(Xℓ = j, ℓ ≤ τk)∣X0 = k)

= pkj +
∞
∑
ℓ=2
∑

i∈S∖{k}
P(Xℓ−1 = i,Xℓ = j, ℓ ≤ τk∣X0 = k)

= pkj +
∞
∑
ℓ=2
∑

i∈S∖{k}
P(Xℓ−1 = i, ℓ ≤ τk∣X0 = k)P(Xℓ = j∣X0 = k,Xℓ−1 = i, ℓ ≤ τk)

= pkj +
∞
∑
ℓ=1
∑

i∈S∖{k}
P(Xℓ = i, ℓ + 1 ≤ τk∣X0 = k)pij

である．ここで，{ℓ + 1 ≤ τk} = {ℓ ≤ τk} ∖ {ℓ = τk}と

　　 ∑
i∈S∖{k}

P(Xℓ = i, ℓ = τk∣X0 = k)pij = 0

より，

ν(j) = pkj +
∞
∑
ℓ=1
∑

i∈S∖{k}
P(Xℓ = i, ℓ ≤ τk∣X0 = k)pij

=
∞
∑
ℓ=1
∑
i∈S

P(Xℓ = i, ℓ ≤ τk∣X0 = k)pij =∑
i∈S

ν(i)pij

であり，(12.27)が得られた．

ここまで来ると，定常測度は再帰的な場合にのみ存在するのかという疑問が出てくる．
答えは否定的である．すなわち，一時的な場合には定常測度がある例とない例を作ること
ができる．

12.6 定常分布の意味

定常分布は応用上広く使われている．これは定常分布が安定なシステムを長時間にわた
り稼働したときの平均的な特性を表すことによる．次の結果はこれを表すものである．

定理 12.6 定常な推移をもつ既約かつ非周期的なマルコフ連鎖 {Xn;n ≥ 0}が定常分布も
つならば，定常分布を π ≡ {π(i); i ∈ S}とするとき任意の SからR+への関数 f に対して，

lim
n→∞

1

n

n

∑
ℓ=1

f(Xℓ) =∑
i∈S

f(i)π(i) (12.28)

が確率 1で成り立つ．X を分布 πに従う Sに値を取る確率変数とするならば，この式の
右辺は E(f(X))と表すことができる．なお，(12.28)の右辺は発散してもよい．
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注 12.3 (12.28)は時間平均（左辺）が空間平均（右辺）に等しいことを表している．一
般にこの 2つの平均が一致することをエルゴード的であるという．

注 12.4 この定理では f(i) ≥ 0を仮定しているが，期待値の定義における場合と同様に，
非負であることは本質的な仮定（絶対に必要な仮定）ではない．本質的な仮定は，∞も
含めた期待値の存在である．一般の場合に証明は期待値の定義のときと同様に行う．すな
わち，f+(i) = max(0, f(i))と f−(i) = max(0,−f(i))を定義し，f(i) = f+(i) − f−(i)と表
す．f+, f−は非負値であるから，それぞれに上記の定理の結果が適用できる．これらの結
果を組み合わせれば (12.28)が一般の f に対して得られる．

証明 各 i ∈ Sに対して，X0 = iのとき (12.28)を証明すればよい．定常分布をもつことか
ら，定理 12.4よりすべての状態が正再帰的である．従って，τi(n)を n ≥ 1回目に状態 i

を訪れる時刻とすると，確率 1で有限であり，マルコフ性より，Ti(n) ≡ τi(n) − τi(n − 1)
は n = 1,2, . . .に対して独立で同一の分布に従う確率変数列である．ここに，τi(0) = 0と
する．更に，正再帰的であることから，µii = E(Ti(n)∣X0 = i) <∞である．次に，

Yn =
τi(n)

∑
ℓ=τi(n−1)+1

f(Xℓ), n = 1,2, . . . ,

とおく．マルコフ性によりn = 1,2, . . .に対して独立で同一の分布に従う．以下では，E(Y1) <
∞の場合と E(Y1) =∞の場合に分けて証明する．初めに E(Y1) <∞を仮定する．この場
合には，大数の強法則により，

lim
m→∞

1

n

m

∑
ℓ=1

Yℓ = E(Y1) (12.29)

が確率 1で成り立つ．任意の n ≥ 1に対して，τi(n0 − 1) ≤ n < τi(n0)を満たす n0があり，
n→∞のとき n0 →∞である．更に，大数の強法則より，

lim
n→∞

n0

n
= lim

n0→∞

n0

τi(n0)
= 1

µii

(12.30)

が確率 1で成り立つ．一方，

n0 − 1
n

1

n0 − 1

n0−1
∑
m=1

Ym ≤
1

n

n

∑
ℓ=1

f(Xℓ) ≤
n0

n

1

n0

n0

∑
m=1

Ym

であるから，この式の各辺を n→∞とすれば，(12.29)と (12.30)より

lim
n→∞

1

n

n

∑
ℓ=1

f(Xℓ) =
1

µii

E(Y1) (12.31)
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が確率 1で成り立つ．一方，

1

µii

E(Y1) =
1

µii

E(
τi

∑
ℓ=1

f(Xℓ)∣X0 = i)

= 1

µii

E(
∞
∑
ℓ=1

f(Xℓ)1(ℓ ≤ τi)∣X0 = i)

= 1

µii

E(
∞
∑
ℓ=1
∑
j∈S

f(Xℓ)1(Xℓ = j, ℓ ≤ τi)∣X0 = i)

= 1

µii
∑
j∈S

f(j)E(
∞
∑
ℓ=1

1(Xℓ = j, ℓ ≤ τi)∣X0 = i)

=∑
j∈S

f(j)π(j) (12.32)

である．ここに最後の等式は，定理 ??と 12.4より得られる．従って，(12.31)より (12.28)

が確率 1で成り立つ．なお，このとき，∑j∈S f(j)π(j) < ∞である．最後に，E(Y1) = ∞
の場合を証明する．(12.32)より，∑j∈S f(j)π(j) =∞である．この場合には，正の整数 k

に対して関数 f (k)を f (k)(i) = min(k, f(i))により定義し，関数 f を関数 f (k)と入れ換え
る．このとき，

∑
j∈S

f (k)(j)π(j) ≤ k <∞

であるから，∑j∈S f(j)π(j)が有限の場合の結果が適用でき，

lim
n→∞

1

n

n

∑
ℓ=1

f (k)(Xℓ) =∑
j∈S

f (k)(j)π(j)

が確率 1で成り立つ．従って，f(i) ≥ f (k)(i)より

lim inf
n→∞

1

n

n

∑
ℓ=1

f(Xℓ) ≥ lim inf
n→∞

1

n

n

∑
ℓ=1

f (k)(Xℓ) =∑
j∈S

f (k)(j)π(j)

が得られる．この式の右辺は k →∞のとき単調収束定理により∑j∈S f(j)π(j)に収束する
ので発散する．従って，この場合も (12.28)が確率 1で成り立つ．

12.7 定常分布の存在条件

既約で非周期的マルコフ連鎖の状態空間 Sが有限ならば，演習問題 12.2より定常分布
が唯 1つ存在し，全ての状態が正再帰的である．一般に，状態空間が有限である限り，定
常分布の存在は有限個の連立方程式である定常方程式を解くことにより容易に確かめる
ことができる．しかし，∣S∣ =∞の場合は簡単ではない．定常方程式を解くことは一般に
できないので，何か別の方法が必要である．この場合に定常分布の存在を確かめる方法を
考えてみよう．
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マルコフ連鎖 {Xn;n ≥ 0}は状態空間 Sと定常な推移確率 {pij; i, j ∈ S}をもち，既約か
つ非周期的であるとする．定理 12.6により，定常分布は各状態が正再帰的な場合のみに
存在する．従って，ある i ∈ Sに対して µii ≡ E(τi∣X0 = i) <∞が証明できれば良い．これ
は状態 iから出発したマルコフ連鎖が確率 1で十分に速く iへ戻って来れば良いと考えら
れる．これを，以下の 2条件を満たす SからR+への関数 f を使って調べる．

(i) ある δ > 0に対して，Aδ ≡ {i ∈ S; f(i) ≤ δ}が有限集合である．

(ii) i ∈ Sに対して f(i)は状態 iから原点への距離を表す．

この関数 f に対して，n→∞のとき f(Xn)が δ以内になればXn ∈ Aδとなるので，i ∈ Aδ

に対して µii < ∞が期待できる．一般に，条件 (i), (ii)を満たす関数を Lyapunov関数と
呼ぶ．

定理 12.7 状態空間 Sと推移確率 {pij ∶ i, j ∈ S}をもつマルコフ連鎖 {Xn;n ≥ 0}が既約か
つ非周期的であるとする．このとき，上記の条件 (i)を満たす SからR+への関数 f に対
して，すべての n ≥ 1に対して E(f(Xn))が有限であり，ある ε > 0があり，

∀n ≥ 0,Xn /∈ Aδ ならば， E(f(Xn+1)∣Xn) − f(Xn) ≤ −ε (12.33)

が確率 1で成り立つならば，マルコフ連鎖は正再帰的である．

証明 このマルコフ連鎖が適合するフィルトレーションをFとし，σδ = inf{n ≥ 1; f(Xn) ≤ δ}
とおく．σδは F-停止時刻である．初めに，任意の i ∈ Aδに対して E(σδ ∣X0 = i) <∞を証
明しよう．任意の n ≥ 1に対して，{n ≤ σδ} = {σδ ≤ n − 1}c ∈ Fn−1であるから，マルコフ
性と (12.33)を用いると，

E(f(Xn)1(n ≤ σδ)∣Fn−1) − f(Xn−1)1(n − 1 ≤ σδ)
= E(f(Xn)∣Fn−1)1(n ≤ σδ) − f(Xn−1)1(n − 1 ≤ σδ)
= E(f(Xn)∣Xn−1)1(n ≤ σδ) − f(Xn−1)1(n − 1 ≤ σδ)
≤ (f(Xn−1) − ε)1(n ≤ σδ) − f(Xn−1)1(n − 1 ≤ σδ)
= −ε1(n ≤ σδ) − f(Xn−1)1(n − 1 = σδ) ≤ −ε1(n ≤ σδ)

が得られる．この式の両辺をX0 = iの下で条件付期待値を取り，ℓ ≥ 1に対してn = 1,2, . . . , ℓ
まで加えると，

E(f(Xn)1(ℓ ≤ σδ)∣X0 = i) −E(f(X0)∣X0 = i) ≤ −ε
ℓ

∑
n=1

E(1(n ≤ σδ)∣X0 = i)

である．左辺の第 1項は非負であり，∑ℓ
n=1E(1(n ≤ σδ)∣X0 = i) = E(ℓ ∧ σδ ∣X0 = i)である

から，

εE(ℓ ∧ σδ ∣X0 = i) ≤ E(f(X0)∣X0 = i) = f(i) ≤ δ
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が成り立つ．この式で ℓ →∞とすれば，E(σδ ∣X0 = i) ≤ δ/ε <∞が任意の i ∈ Aδ対して成
り立つ．従って，Aδが有限集合であることから，

max
i∈Aδ

(E(σδ ∣X0 = i) <∞ (12.34)

が得られる．この結果を用いて，ある j ∈ Aδ に対して，E(τj ∣X0 = j) < ∞であることを
示そう．σδは F-停止時刻であるから，σδ(0) = 0，σδ(n)を n回目にAδへ戻った時刻とし
Yn = Xσδ(n)とおくと，強マルコフ性により {Yn;n ≥ 0}もマルコフ連鎖であり，その状態
空間 Aδ は有限である．従って，正再帰的状態が少なくとも 1つある（演習問題 12.2参
照)．この状態を jとし，τYj = inf{n ≥ 1;Yn = j}とおく．正再帰性より E(τYj ∣Y0 = j) <∞
である．このとき，{Yn;n ≥ 0}が適合しマルコフ性の条件を満たすフィルトレーションを
FY ≡ {FY

n ;n ≥ 0}とすれば，{n ≤ τYj はFY
n−1可測であるから，

E(τj ∣X0 = j) = E
⎛
⎜
⎝

τYj

∑
n=1

σδ(n)
RRRRRRRRRRRRR
Y0 = j

⎞
⎟
⎠

= E(
∞
∑
n=1

1(n ≤ τYj )E(σδ(n)∣Yn−1)∣Y0 = j)

≤max
i∈Aδ

(E(σδ(n)∣Yn−1 = i))E(
∞
∑
n=1

1(n ≤ τYj )∣Y0 = j)

≤max
i∈Aδ

(E(σδ ∣X0 = i))E (τYj ∣Y0 = j)

となる．この式の最後の右辺は (12.34)より有限であるから，µjj ≡ E(τj ∣X0 = j) <∞が示
せた．


