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§1. 波動方程式

(1) ∂2
t u− c2∆u = 0

を波動方程式という. ここで, c > 0 は定数, u = u(x, t) は x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn

と t ∈ R を独立変数とする実数値関数である. また

∂t =
∂

∂t
, ∂j =

∂

∂xj

, ∆ =
n∑

j=1

∂2
j .

波動方程式は様々な物理現象を記述するモデルとして現れる. 例えば

• n = 1 のとき：弦の微小振動 (弦楽器),

• n = 2 のとき：膜の微小振動 (太鼓),

• n = 3 のとき：空気の微小振動 (音波), 電磁波 (Maxwell 方程式).

これらの物理現象から波動方程式を導くことについては, 例えば, 金子 [7] を参照

せよ. 数学の問題としては, まず, 初期データ (ϕ, ψ) が与えられたとき

(2) ∂2
t u− c2∆u = 0, (x, t) ∈ Rn × [0,∞),

(3) u(x, 0) = ϕ(x), ∂tu(x, 0) = ψ(x), x ∈ Rn

の解 u を求めることが重要である. n = 1 の場合, 初期値問題 (2)-(3) の解を簡単

に求めることができる.

定理 1 n = 1, k ≥ 2, F , G ∈ Ck(R) とする. このとき

(4) u(x, t) = F (x + ct) + G(x− ct), (x, t) ∈ R× R

とおくと, u ∈ Ck(R× R) であり, u は (2) をみたす.
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定理 1は直接計算すれば確かめられる. F (x + ct) は速さ c で左に進む波を,

G(x− ct) は速さ c で右に進む波を表す. そこで, c を伝播速度という. (4) が初期

条件 (3) をみたすように (F,G) を決めれば次を得る.

定理 2 n = 1, k ≥ 2, (ϕ, ψ) ∈ Ck(R)× Ck−1(R) とする. このとき

(5) u(x, t) =
ϕ(x + ct) + ϕ(x− ct)

2
+

1

2c

∫ x+ct

x−ct

ψ(y) dy, (x, t) ∈ R× [0,∞)

とおくと, u ∈ Ck(R× [0,∞)) であり, u は (2)-(3) をみたす.

(5) を d’Alembert の公式という. n = 2, 3 の場合の解の公式については後で

述べる. n ≥ 4 の場合は, クーラン・ヒルベルト [2] を参照せよ.

D ⊂ Rn × R とするとき, u ∈ C2(D) であり, ∀(x, t) ∈ D に対して, u が方程

式 (1) をみたすとき, u を D における古典解という. 後で, ∀n ∈ N に対して, 初

期値問題 (2)-(3) の古典解の一意性, すなわち, 初期データ (ϕ, ψ) が与えられた

とき, (2)-(3) の古典解は高々１つであることを証明する. よって, n = 1 のとき,

(ϕ, ψ) ∈ C2(R)×C1(R) ならば, 初期値問題 (2)-(3) の古典解は一意的に存在して,

それは d’Alembert の公式 (5) で与えられることが分る.

問 3 v = v(x, t) を

(6)

{
∂2

t v − c2∆v = 0, (x, t) ∈ Rn × [0,∞),

v(x, 0) = 0, ∂tv(x, 0) = ϕ(x), x ∈ Rn

の滑らかな解とする.このとき, u = ∂tv は

u(x, 0) = ϕ(x), ∂tu(x, 0) = 0, x ∈ Rn

をみたす (2) の古典解である.

次に, 非斉次方程式

(7) ∂2
t u− c2∆u = f(x, t), (x, t) ∈ Rn × [0, T )

について考える.

定理 4 (Duhamel の原理) T > 0, f ∈ C(Rn × [0, T )) とする. v = v(x, r, s) を

{
∂2

rv − c2∆xv = 0, (x, r, s) ∈ Rn × [0, T )× [0, T ),

v(x, 0, s) = 0, ∂rv(x, 0, s) = f(x, s), (x, s) ∈ Rn × [0, T )
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の古典解とする. このとき

(8) u(x, t) =

∫ t

0

v(x, t− s, s) ds, (x, t) ∈ Rn × [0, T )

とおくと, u は u(x, 0) = ∂tu(x, 0) = 0 (x ∈ Rn) をみたす (7) の古典解である.

証明 (x, t) ∈ Rn × [0, T ) に対して

(9) ∂tu(x, t) = v(x, 0, t) +

∫ t

0

∂rv(x, t− s, s) ds =

∫ t

0

∂rv(x, t− s, s) ds,

∂2
t u(x, t) = ∂rv(x, 0, t) +

∫ t

0

∂2
rv(x, t− s, s) ds

= f(x, t) + c2

∫ t

0

∆xv(x, t− s, s) ds,

∆u(x, t) =

∫ t

0

∆xv(x, t− s, s) ds

だから, u は (7) をみたす. また,
∫ 0

0
(被積分関数) ds = 0 だから, (8), (9) より,

u(x, 0) = ∂tu(x, 0) = 0 (x ∈ Rn) が成り立つ. ¤

問 3と定理 4から,特別な初期値問題 (6)の解の公式が求まれば,一般の非斉次初

期値問題 (7)-(3) の解の公式が得られることが分る. 定理 2と定理 4から次が分る.

定理 5 n = 1, (ϕ, ψ) ∈ C2(R)× C1(R), f , ∂xf ∈ C(R× [0, T )) とする. このとき

u(x, t) =
ϕ(x + ct) + ϕ(x− ct)

2
+

1

2c

∫ x+ct

x−ct

ψ(y) dy

+
1

2c

∫ t

0

(∫ x+c(t−s)

x−c(t−s)

f(y, s) dy

)
ds, (x, t) ∈ R× [0, T )

とおくと, u ∈ C2(R× [0, T )) で, u は (7)-(3) をみたす.

(9) に関する補足 0 ≤ t ≤ T に対して, 積分の順序交換をすると
∫ t

0

(∫ τ

0

∂rv(x, τ − s, s) ds

)
dτ =

∫ t

0

(∫ t

s

∂rv(x, τ − s, s) dτ

)
ds

=

∫ t

0

{∫ t

s

∂

∂τ
v(x, τ − s, s) dτ

}
ds =

∫ t

0

{v(x, t− s, s)− v(x, 0, s)} ds.

これを t に関して微分すれば, (9) のはじめの等式が得られる. ¤
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§2. エネルギー不等式と解の一意性

以下では, 簡単のため, 伝播速度は c = 1 とする. また

∇ = (∂1, · · · , ∂n), ∂ = (∇, ∂t), ¤ = ∂2
t −∆

とおく. さらに, (x0, t0) ∈ Rn × (0,∞) に対して

Γ(x0, t0) := {(x, t) ∈ Rn × [0,∞) : |x− x0| ≤ t0 − t}

とおく.

定理 1 (エネルギー不等式) m ≥ 0, (x0, t0) ∈ Rn × (0,∞), f ∈ C(Γ(x0, t0)) とす

る. また, u を ¤u + mu = f(x, t) の Γ(x0, t0) における古典解とし

ε(x, t) =
1

2
|∂u(x, t)|2 +

m

2
|u(x, t)|2, E(t) =

∫

|x−x0|≤t0−t

ε(x, t) dx

とおく. このとき, 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ t0 なる任意の t1, t2 に対して

(1) E(t2) ≤ E(t1) +

∫ t2

t1

∫

|x−x0|≤t0−t

f(x, t)∂tu(x, t) dx dt.

証明

Ω = {(x, t) : |x− x0| ≤ t0 − t, t1 ≤ t ≤ t2},
A(x, t) = (−∂tu(x, t)∇u(x, t), ε(x, t))

に対して, 発散定理 ∫

Ω

∂ · Adx dt =

∫

∂Ω

A · ~n dσ

を用いる. ここで, ~n は Ω の境界 ∂Ω 上の外向き単位法線ベクトル場.

C := {(x, t) : |x− x0| = t0 − t, t1 ≤ t ≤ t2},
Dj := {(x, tj) : |x− x0| ≤ t0 − tj}, j = 1, 2

とおくと, ∂Ω = C ∪D1 ∪D2 で, D1 上では ~n = (0,−1), D2 上では ~n = (0, 1), C

上では

~n =
1√
2

(
x− x0

|x− x0| , 1
)

.
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また, ∂ · A = ∂tε−∇ · (∂tu∇u) = (¤u + mu)∂tu = f∂tu だから
∫ t2

t1

∫

|x−x0|≤t0−t

f(x, t)∂tu(x, t) dx dt

= E(t2)− E(t1) +
1√
2

∫

C

(ε− x− x0

|x− x0| · ∇u∂tu) dσ.

ここで ∣∣∣∣
x− x0

|x− x0| · ∇u∂tu

∣∣∣∣ ≤ |∇u||∂tu| ≤ 1

2
(|∇u|2 + |∂tu|2) ≤ ε

だから (1) を得る. ¤

定理 2 (解の一意性) T > 0, (x0, t0) ∈ Rn× (0, T ), g ∈ C(Rn× [0, T )×R×Rn+1)

とし

(2)





∀M > 0, ∃L > 0 : |x|+ |t|+
∑
j=1,2

(|rj|+ |~qj|) ≤ M

⇒ |g(x, t, r1, ~q1)− g(x, t, r2, ~q2)| ≤ L{|r1 − r2|+ |~q1 − ~q2|}
を仮定する. また, u1, u2 を

(3) ¤u = g(x, t, u, ∂u)

の Γ(x0, t0) における古典解とする. このとき

(4) u1(x, 0) = u2(x, 0), ∂tu1(x, 0) = ∂tu2(x, 0) for |x− x0| ≤ t0

ならば, ∀(x, t) ∈ Γ(x0, t0), u1(x, t) = u2(x, t) が成り立つ.

例 (i) bj, c, f ∈ C(Rn × [0, T )) に対して

g(x, t, r, ~q) =
n+1∑
j=1

bj(x, t)qj + c(x, t)r + f(x, t)

とおくと, g ∈ C(Rn × [0, T )× R× Rn+1) で, (2) をみたす.

(ii) p ≥ 1 のとき, g(r) = |r|p は (2) をみたす.

定理 2の証明 u = u1 − u2 とおくと, u は

¤u + u = g̃(x, t, u, ∂u), (x, t) ∈ Γ(x0, t0)

をみたす. ここで, g̃(x, t, u, ∂u) = u + g(x, t, u1, ∂u1)− g(x, t, u2, ∂u2)とおいた. ま

た, u1, u2 ∈ C1(Γ(x0, t0)) だから

sup
(x,t)∈Γ(x0,t0)

{|x|+ |t|+
∑
j=1,2

(|uj(x, t)|+ |∂uj(x, t)|)} < ∞.
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よって, (2) より, ∃C1 > 0 :

|g̃(x, t, u(x, t), ∂u(x, t))| ≤ C1(|u(x, t)|+ |∂u(x, t)|), ∀(x, t) ∈ Γ(x0, t0).

ここで

E(t) :=
1

2

∫

|x−x0|≤t0−t

(|∂u(x, t)|2 + |u(x, t)|2) dx

とおくと, (4) より E(0) = 0. また, 定理 1より, ∀t ∈ [0, t0] に対して

E(t) ≤ E(0) +

∫ t

0

∫

|x−x0|≤t0−s

g̃(x, s, u(x, s), ∂u(x, s))∂tu(x, s) dxds

≤ C1

∫ t

0

∫

|x−x0|≤t0−s

(|u(x, s)|+ |∂u(x, s)|)|∂tu(x, s)| dxds ≤ C2

∫ t

0

E(s) ds.

ここで, I(t) :=

∫ t

0

E(s) ds とおくと, I ′(t) ≤ C2I(t) が成り立つ. これから

{e−C2tI(t)}′ = e−C2t{I ′(t)− C2I(t)} ≤ 0.

よって, ∀t ∈ [0, t0], I(t) ≤ 0 が成り立つ. I(t) ≥ 0 だから, 特に

I(t0) =
1

2

∫∫

Γ(x0,t0)

(|∂u(x, s)|2 + |u(x, s)|2) dxds = 0.

よって, ∀(x, t) ∈ Γ(x0, t0), u(x, t) = 0, すなわち, u1(x, t) = u2(x, t) が成り立つ. ¤

定理 2から次が分る.

定理 3 (有限伝播性) x0 ∈ Rn, T > 0, R > 0, g ∈ C(Rn × [0, T ) × R × Rn+1) と

し, (2) 及び

g(x, t, 0, 0) = 0, (x, t) ∈ Rn × [0, T )

を仮定する. また, u を Rn × [0, T ) における (3) の古典解とする. このとき,

u(x, 0) = ∂tu(x, 0) = 0 for |x− x0| ≥ R ならば

u(x, t) = 0 for |x− x0| ≥ t + R, 0 ≤ t < T.
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§3. Kirchhoff の公式

∇ = (∂1, · · · , ∂n), α = (α1, · · · , αn) ∈ {0, 1, 2, · · · }n に対して, ∇α = ∂α1
1 · · · ∂αn

n ,

|α| = α1 + · · ·+ αn とおく. また, Rn 内の単位球面 Sn−1 = {ω ∈ Rn : |ω| = 1} 上
の積分を ∫

Sn−1

g(ω) dSω または
∫

|ω|=1

g(ω) dSω

と表す. 例えば, S1 = {(cos θ, sin θ) : 0 ≤ θ ≤ 2π} だから
∫

S1

g(ω) dSω =

∫ 2π

0

g(cos θ, sin θ) dθ.

また, S2 = {(sin φ cos θ, sin φ sin θ, cos φ) : 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ φ ≤ π} だから
∫

S2

g(ω) dSω =

∫ π

0

∫ 2π

0

g(sin φ cos θ, sin φ sin θ, cos φ) sin φ dθ dφ.

定理 1 (Kirchhoff の公式) ψ ∈ C2(R3) に対して

(1) u(x, t) =
t

4π

∫

S2

ψ(x + tω) dSω, (x, t) ∈ R3 × [0,∞)

とおくと, u ∈ C2(R3 × [0,∞)) で

(2) ¤u = 0, (x, t) ∈ R3 × [0,∞),

(3) u(x, 0) = 0, ∂tu(x, 0) = ψ(x), x ∈ R3

をみたす.

証明 u ∈ C2(R3 × [0,∞)) であることは, (1) から分る. まず, |α| ≤ 2 のとき

∇αu(x, t) =
t

4π

∫

|ω|=1

∇αψ(x + tω) dSω.

また

(4) ∂tu(x, t) =
1

4π

∫

|ω|=1

ψ(x + tω) dSω +
t

4π

∫

|ω|=1

ω · ∇ψ(x + tω) dSω.

ここで, 発散定理を用いると

t2
∫

|ω|=1

ω · ∇ψ(x + tω) dSω =

∫

|x−y|=t

y − x

t
· ∇ψ(y) dSy

=

∫

|x−y|≤t

∆ψ(y) dy =

∫ t

0

∫

|ω|=1

∆ψ(x + sω)s2 dSω ds.
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よって

∂tu(x, t) =
1

t
u(x, t) +

1

4πt

∫

|x−y|≤t

∆ψ(y) dy.

さらに, ∂2
t u(x, t)

= − 1

t2
u(x, t) +

1

t
∂tu(x, t)− 1

4πt2

∫

|x−y|≤t

∆ψ(y) dy +
1

4πt
∂t

∫

|x−y|≤t

∆ψ(y) dy

=
1

4πt
∂t

∫

|x−y|≤t

∆ψ(y) dy =
t

4π

∫

|ω|=1

∆ψ(x + tω) dSω.

よって, u は (2) をみたす. また, (1), (4) から (3) が分かる. ¤

(ϕ, ψ) ∈ C1(R3)× C(R3), f ∈ C(R3 × [0, T )) に対して

J3[ψ](x, t) =
t

4π

∫

S2

ψ(x + tω) dSω, x ∈ R3 × [0,∞),

K3[ϕ, ψ](x, t) = J3[ψ](x, t) + ∂tJ3[ϕ](x, t), x ∈ R3 × [0,∞),

L3[f ](x, t) =

∫ t

0

t− s

4π

∫

S2

f(x + (t− s)ω, s) dSω ds, (x, t) ∈ R3 × [0, T )

とおくと, Kirchhoffの公式と §1問 3, Duhamelの原理, 解の一意性より, 次が分る.

定理 2 (ϕ, ψ) ∈ C3(R3)× C2(R3), ∇αf ∈ C(R3 × [0, T )) (|α| ≤ 2) とすると

{
¤u = f(x, t), (x, t) ∈ R3 × [0, T ),

u(x, 0) = ϕ(x), ∂tu(x, 0) = ψ(x), x ∈ R3

の一意的な古典解 u ∈ C2(R3 × [0, T )) は

u(x, t) = K3[ϕ, ψ](x, t) + L3[f ](x, t), (x, t) ∈ R3 × [0, T )

で与えられる.

2次元の解の公式は, 3次元の Kirchhoff の公式から導かれる.

問 3 S2 = {(ξ,
√

1− |ξ|2) : ξ ∈ R2, |ξ| ≤ 1} ∪ {(ξ,−
√

1− |ξ|2) : ξ ∈ R2, |ξ| ≤ 1}
を用いて

∫

S2

g(ω) dSω =

∫

|ξ|<1

g(ξ,
√

1− |ξ|2)√
1− |ξ|2 dξ +

∫

|ξ|<1

g(ξ,−
√

1− |ξ|2)√
1− |ξ|2 dξ

を示せ. また, ψ ∈ C(R2) に対して

φ(x, z) = ψ(x), (x, z) ∈ R2 × R
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とおくと, ∀(x, z, t) ∈ R2 × R× [0,∞) に対して

J3[φ](x, z, t) =
t

2π

∫

|ξ|<1

ψ(x + tξ)√
1− |ξ|2 dξ

が成り立つことを示せ.

(ϕ, ψ) ∈ C1(R2)× C(R2), f ∈ C(R2 × [0, T )) に対して

J2[ψ](x, t) =
t

2π

∫

|ξ|<1

ψ(x + tξ)√
1− |ξ|2 dξ, (x, t) ∈ R2 × [0,∞),

K2[ϕ, ψ](x, t) = J2[ψ](x, t) + ∂tJ2[ϕ](x, t), (x, t) ∈ R2 × [0,∞),

L2[f ](x, t) =

∫ t

0

t− s

2π

∫

|ξ|<1

f(x + (t− s)ξ, s)√
1− |ξ|2 dξ ds, (x, t) ∈ R2 × [0, T )

とおくと, 次が成り立つ.

定理 4 (ϕ, ψ) ∈ C3(R2)× C2(R2), ∇αf ∈ C(R2 × [0, T )) (|α| ≤ 2) とすると
{

¤u = f(x, t), (x, t) ∈ R2 × [0, T ),

u(x, 0) = ϕ(x), ∂tu(x, 0) = ψ(x), x ∈ R2

の一意的な古典解 u ∈ C2(R2 × [0, T )) は

u(x, t) = K2[ϕ, ψ](x, t) + L2[f ](x, t), (x, t) ∈ R2 × [0, T )

で与えられる.

球対称な場合は, 次の公式が成り立つ.

定理 5 n = 2, 3, g ∈ C([0,∞)) とし, g̃(x) = g(|x|) (x ∈ Rn), r = |x| とおくと,

∀(x, t) ∈ Rn × [0,∞) に対して

J3[g̃](x, t) =
1

2r

∫ r+t

|r−t|
λg(λ) dλ,

J2[g̃](x, t) =
2

π

∫ t

0

ρ√
t2 − ρ2

(∫ r+ρ

|r−ρ|

λg(λ)√
(r + ρ)2 − λ2

√
λ2 − (r − ρ)2

dλ

)
dρ.

証明 n = 3 の場合, ω = (sin φ cos θ, sin φ sin θ, cos φ) ∈ S2 に対して, λ = |x + tω|
とおくと, λ2 = t2 sin2 φ + (r + t cos φ)2 = t2 + r2 + 2rt cos φ. このとき, φ : 0 → π

のとき λ : r + t → |r − t| で, λdλ = −rt sin φdφ だから

t

4π

∫

S2

g(|x + tω|) dSω =
t

4π

∫ π

0

∫ 2π

0

g(λ) sin φ dθ dφ =
1

2r

∫ r+t

|r−t|
λg(λ) dλ.

n = 2 の場合も同様の方針で計算すればできるが, 詳細は省略する. ¤
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§4. 非線形波動方程式

n ∈ N, p > 1 とし,

(1)

{
¤u = |u|p, (x, t) ∈ Rn × [0, T ),

u(x, 0) = ϕ(x), ∂tu(x, 0) = ψ(x), x ∈ Rn

について考える. 初期値問題 (1) の解 u が存在する T の上限を u の最大存在時

間といい, T ∗(ϕ, ψ) と表す. T ∗(ϕ, ψ) = ∞ のとき, u は時間大域的に存在するとい

い, T ∗(ϕ, ψ) < ∞ のとき, u は有限時間で爆発するという. 主な既知の結果をまと

める. n ≥ 2 に対して, p0(n) を, (n− 1)p2 − (n + 1)p− 2 = 0 の正根, すなわち

p0(n) =
n + 1 +

√
n2 + 10n− 7

2(n− 1)

とする. 例えば, p0(2) = (3 +
√

17)/2, p0(3) = 1 +
√

2, p0(4) = 2, · · · .

• H. Levine (1974) : large data blowup for ∀n ∈ N, ∀p > 1.

• F. John (1979) : n = 3 のとき, small data global existence for p > p0(3);

small data blowup for 1 < p < p0(3).

• T. Kato (1980) : small data blowup for ∀n ∈ N, (n− 1)p ≤ (n + 1).

特に, small data blowup for n = 1 and ∀p > 1.

• R. Glassey (1981) : n = 2 のとき, small data global existence for p > p0(2);

small data blowup for 1 < p < p0(2).

• J. Schaeffer (1985) : small data blowup for n = 2, 3 and p = p0(n).

• T. Sideris (1984) : small data blowup for n ≥ 4 and 1 < p < p0(n).

• V. Georgiev, H. Lindblad and C. Sogge (1997) :

small data global existence for n ≥ 4 and p > p0(n).

• B. Yordanov and Q. S. Zhang (2006)：

small data blowup for n ≥ 4 and p = p0(n).

10



§5. 小さいデータに対する大域存在定理

n = 3, p > 1 +
√

2 とし, 初期データ (ϕ, ψ) が小さい場合に

(1)

{
¤u = |u|p, (x, t) ∈ R3 × [0,∞),

u(x, 0) = ϕ(x), ∂tu(x, 0) = ψ(x), x ∈ R3

または “同値な” 積分方程式

(2) u = K3[ϕ, ψ] + L3[|u|p], (x, t) ∈ R3 × [0,∞)

の時間大域解の存在について考える. 以下, 〈y〉 := 1 + |y| とおく. また, µ, κ ∈ R,

f ∈ C(R3 × [0,∞)) に対して

‖f‖X(µ,κ) := sup
(x,t)∈R3×[0,∞)

〈|x|+ t〉µ〈|x| − t〉κ|f(x, t)|

とおく. また, (ϕ, ψ) ∈ C1(R3)× C(R3) に対して

‖(ϕ, ψ)‖Y (κ) := sup
x∈R3

{〈x〉1+κ|ϕ(x)|+ 〈x〉2+κ(|∇ϕ(x)|+ |ψ(x)|)}.

定理 1 p > 1 +
√

2 のとき, ∃ε0 = ε0(p) > 0, ∃C1 = C1(p) > 0 :

(ϕ, ψ) ∈ C1(R3)× C(R3), ‖(ϕ, ψ)‖Y (p−2) ≤ ε0 ならば, 積分方程式 (2) の解が

{v ∈ C(R3 × [0,∞)) : ‖v‖X(1,p−2) ≤ 2C1ε0}

において一意的に存在する.

注意 C1 は次の命題 2に現れる正定数である.

命題 2 p > 1 +
√

2 のとき, ∃C1 = C1(p) > 0, ∃C2 = C2(p) > 0 :

‖K3[ϕ, ψ]‖X(1,p−2) ≤ C1‖(ϕ, ψ)‖Y (p−2), ‖L3[f ]‖X(1,p−2) ≤ C2‖f‖X(p,p(p−2)).

問 3 k > 0 のとき, 次が成り立つ.

min{1, k}(1− s) ≤ 1− sk ≤ max{1, k}(1− s), (0 ≤ s ≤ 1).

補題 4 ∀k > 0, ∃C > 0 :

∫ r+t

|r−t|

dρ

〈ρ〉1+k
≤ C min{r, t}
〈r + t〉〈r − t〉k , (r, t) ∈ [0,∞)2.

11



証明 一般性を失うことなく, r ≥ t と仮定してよい.

∫ r+t

r−t

dρ

(1 + ρ)1+k
=

[−1

k
(1 + ρ)−k

]r+t

r−t

=
1

k(1 + r − t)k

{
1−

(
1 + r − t

1 + r + t

)k
}

.

ここで, 問 3より

1−
(

1 + r − t

1 + r + t

)k

≤ max{1, k}
(

1− 1 + r − t

1 + r + t

)
=

2 max{1, k}t
1 + r + t

.

min{r, t} = t だから, C = 2 max{1, k}/k として望みの不等式を得る. ¤

命題 5 κ > 0 のとき, ∃C = C(κ) > 0 :

‖K3[ϕ, ψ]‖X(1,κ) ≤ C‖(ϕ, ψ)‖Y (κ).

証明 (x, t) ∈ R3 × [0,∞) に対して, r = |x| とおくと, §3 定理 5より

|K3[ϕ, ψ](x, t)|
≤ 1

4π

∫

S2

|ϕ(x + tω)| dSω +
t

4π

∫

S2

(|∇ϕ(x + tω)|+ |ψ(x + tω)|) dSω

≤ ‖(ϕ, ψ)‖Y (κ)

(
1

2rt

∫ r+t

|r−t|

ρ dρ

〈ρ〉1+κ
+

1

2r

∫ r+t

|r−t|

ρ dρ

〈ρ〉2+κ

)
.

ここで, 補題 4より

1

r

∫ r+t

|r−t|

ρ dρ

〈ρ〉2+κ
≤ 1

r

∫ r+t

|r−t|

dρ

〈ρ〉1+κ
≤ C

〈r + t〉〈r − t〉κ ,

1

rt

∫ r+t

|r−t|

ρ dρ

〈ρ〉1+κ
≤ r + t

rt

∫ r+t

|r−t|

dρ

〈ρ〉1+κ
≤ C

(r + t) min{r, t}
rt〈r + t〉〈r − t〉κ ≤

C

〈r + t〉〈r − t〉κ .

これから望みの不等式を得る. ¤

命題 6 µ > 2, κ > 1 のとき, ∃C = C(µ, κ) > 0 :

‖L3[f ]‖X(1,µ−2) ≤ C‖f‖X(µ,κ).

証明 (x, t) ∈ R3 × [0,∞) に対して, r = |x| とおくと, §3 定理 5より

|L3[f ](x, t)| ≤ ‖f‖X(µ,κ)I(r, t), I(r, t) =
1

2r

∫∫

D(r,t)

λ dλ ds

〈λ + s〉µ〈λ− s〉κ .

ここで, D(r, t) = {(λ, s) ∈ [0,∞)2 : 0 ≤ s ≤ t, |r− t+ s| ≤ λ ≤ r + t− s}. よって

(3) I(r, t) ≤ C

〈r + t〉〈r − t〉µ−2
, (r, t) ∈ [0,∞)2

12



を示せばよい. ここで, ξ = s + λ, η = s− λ とおくと

I(r, t) ≤ C

r

∫ r+t

|r−t|

(∫ ξ

−ξ

dη

〈η〉κ
)

dξ

〈ξ〉µ−1
.

κ > 1 だから,

∫ ∞

−∞
〈η〉−κ dη < ∞. よって, 補題 4から (3) を得る. ¤

p > 1 +
√

2 のとき, p > 2, p(p− 2) > 1 だから, 命題 5, 6から命題 2が成り立つ.

定理 1の証明 Xε0 := {v ∈ C(R3 × [0,∞)) : ‖v‖X(1,p−2) ≤ 2C1ε0} とおく. また,

写像 Φ : Xε0 → C(R3 × [0,∞)) を

Φ[v] := K3[ϕ, ψ] + L3[|v|p], v ∈ Xε0

と定める. このとき, C2p2p+1(C1ε0)
p−1 ≤ 1 ならば

(A) ∀v ∈ Xε0 , ‖Φ[v]‖X(1,p−2) ≤ 2C1ε0

(B) ∀v1, v2 ∈ Xε0 , ‖Φ[v1]− Φ[v2]‖X(1,p−2) ≤ 1

2
‖v1 − v2‖X(1,p−2)

が成り立つことを示す. Xε0 は d(v1, v2) := ‖v1 − v2‖X(1,p−2) を距離として完備だ

から, (A), (B) が示されれば, 縮小写像の原理により, Φ の不動点が Xε0 において

一意的に存在し, 積分方程式 (2) の一意解を与えることが分る.

まず, (A) を示す. v ∈ Xε0 とすると, 命題 2より

‖Φ[v]‖X(1,p−2) ≤ ‖K3[ϕ, ψ]‖X(1,p−2) + ‖L3[|v|p]‖X(1,p−2)

≤ C1‖(ϕ, ψ)‖Y (p−2) + C2‖|v|p‖X(p,p(p−2))

≤ C1ε0 + C2‖v‖p
X(1,p−2) ≤ C1ε0 + C2(2C1ε0)

p.

よって, C22
p(C1ε0)

p−1 ≤ 1 ならば, (A) が成り立つ.

最後に, (B) を示す. v1, v2 ∈ Xε0 とすると, 命題 2より

‖Φ[v1]− Φ[v2]‖X(1,p−2) = ‖L3[|v1|p − |v2|p]‖X(1,p−2) ≤ C2‖|v1|p − |v2|p‖X(p,p(p−2)).

ここで, ∀s, t ∈ R, ||s|p − |t|p| ≤ p(|s|p−1 + |t|p−1)|s− t| だから

‖Φ[v1]− Φ[v2]‖X(1,p−2) ≤ C2p‖(|v1|p−1 + |v2|p−1)|v1 − v2|‖X(p,p(p−2))

≤ C2p‖|v1|p−1 + |v2|p−1‖X(p−1,(p−1)(p−2))‖v1 − v2‖X(1,p−2)

≤ C2p{‖v1‖p−1
X(1,p−2) + ‖v2‖p−1

X(1,p−2)}‖v1 − v2‖X(1,p−2).

よって, C2p2p+1(C1ε0)
p−1 ≤ 1 ならば, (B) が成り立つ. ¤
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初期データの滑らかさを仮定すれば, 初期値問題 (1) の時間大域的な古典解の存

在を示すことができる.

定理 7 p > 1 +
√

2 のとき, 初期データ (ϕ, ψ) ∈ C3(R3) × C2(R3) に対して,

max
|α|≤2

‖(∇αϕ,∇αψ)‖Y (p−2) が十分小さければ, 初期値問題 (1) の時間大域的な古典

解が一意的に存在する.

定理 7は, 定理 1とほぼ同様に証明することができる. 詳しくは, John (1979) [6],

Asakura (1986) [1] を参照せよ. また, n = 2 の場合の大域存在定理については,

Glassey (1981) [5], Kubota (1993) [9], Tsutaya (1993) [14] を参照せよ.

§6. 解の爆発

John (1979) [6], Zhou (1992) [16], Takamura (1994) [13] などを参考にして,

n = 2, 3, 1 < p ≤ p0(n) のとき
{

¤u = |u|p, (x, t) ∈ Rn × [0, T ),

u(x, 0) = 0, ∂tu(x, 0) = ψ(x), x ∈ Rn

または “同値な” 積分方程式

(1) u = Jn[ψ] + Ln[|u|p], (x, t) ∈ Rn × [0, T )

の解の爆発について考察する. ここで, m = (n− 1)/2 とおくと, p0(n) は

p{m(p− 1)− 1} = 1

の正根で, p0(2) = (3 +
√

17)/2, p0(3) = 1 +
√

2 である.

定理 1 n = 2, 3, 1 < p ≤ p0(n) とし

(H) ψ ∈ C(Rn), ψ(x) ≥ 0 (x ∈ Rn), ψ(0) > 0

を仮定する. このとき, 積分方程式 (1) の解は有限時間で爆発する.

注意 仮定 (H) より, u(x, t) ≥ 0, ∀(x, t) ∈ Rn × [0, T ). また

(2) ∃C0 > 0, ∃δ ∈ (0, 1) : ψ(x) ≥ C0χ[0,δ](|x|), x ∈ Rn.

補題 2 n = 2, 3, G ∈ C(Rn), g ∈ C([0,∞)), G(x) ≥ g(|x|) ≥ 0 for ∀x ∈ Rn のと

き, r = |x| とおくと

Jn[G](x, t) ≥ 1

2rm

∫ r+t

|r−t|
λmg(λ) dλ, (x, t) ∈ Rn × [0,∞).
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証明 n = 3 の場合は, §3 定理 5から直ちに従う. n = 2 の場合は, §3 定理 5より

J2[G](x, t) ≥ 2

π

∫ t

0

ρ√
t2 − ρ2

(∫ r+ρ

|r−ρ|

λg(λ)√
(r + ρ)2 − λ2

√
λ2 − (r − ρ)2

dλ

)
dρ.

さらに, g(r) ≥ 0 (r ≥ 0) だから

J2[G](x, t) ≥ 2

π

∫ r+t

|r−t|
λg(λ)

(∫ t

|r−λ|

ρ dρ√
t2 − ρ2

√
ρ2 − (r − λ)2

√
(r + λ)2 − ρ2

)
dλ

で, ρ ≥ |r − λ| のとき, (r + λ)2 − ρ2 ≤ 4rλ だから

J2[G](x, t) ≥ 2

π

1

2
√

r

∫ r+t

|r−t|

√
λg(λ)

(∫ t

|r−λ|

ρ dρ√
t2 − ρ2

√
ρ2 − (r − λ)2

)
dλ.

ここで, 0 ≤ a < b に対して
∫ b

a

ρ√
b2 − ρ2

√
ρ2 − a2

dρ =
π

2

(Kubota [9, Lemma 2.4]) だから, n = 2 の場合も示された. ¤

補題 2と Duhamel の原理より次が成り立つ.

補題3 n = 2, 3, F ∈ C(Rn× [0, T )), f ∈ C([0,∞)× [0, T )), F (x, t) ≥ f(|x|, t) ≥ 0

for ∀(x, t) ∈ Rn × [0, T ) のとき, r = |x| とおくと

Ln[F ](x, t) ≥ 1

2rm

∫∫

D(r,t)

λmf(λ, s) dλ ds,

D(r, t) = {(λ, s) ∈ [0,∞)2 : 0 ≤ s ≤ t, |r − t + s| ≤ λ ≤ r + t− s}.
問 4 ∀k ∈ R, ∃C = C(k) > 0 :

∫ t+r

t−r

dρ

ρ1+k
≥ Cr

(t + r)(t− r)k
, t > r > 0.

以下, r = |x| とし, Q ⊂ [0,∞)2 に対して

Q̃ = {(x, t) ∈ Rn × [0,∞) : (r, t) ∈ Q}

とおく.

定理 1の証明 ４段階に分ける.

Step 1 D1 = {(r, t) ∈ [0,∞)2 : 0 ≤ t− r ≤ δ/2, t + r ≥ δ} とおくと

∃C > 0 : u(x, t) ≥ C

rm
, (x, t) ∈ D̃1.
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実際, Ln[|u|p](x, t) ≥ 0 だから, (2) と補題 2より, ∀(x, t) ∈ D̃1 に対して

u(x, t) ≥ Jn[ψ](x, t) ≥ C0

2rm

∫ t+r

t−r

λmχ[0,δ](λ) dλ

≥ C0

2rm

∫ δ

δ/2

λm dλ =
C

rm
.

Step 2 p∗ = m(p− 1)− 1 とおく. また, y ≥ 1 に対して

Σ(y) = {(r, t) ∈ [0,∞)2 : t− r ≥ y}

とおく. このとき, ∃C1 > 0 :

u(x, t) ≥ C1r
1−m

(t + r)(t− r)p∗ , (x, t) ∈ Σ̃(1).

実際, Step 1と補題 3より, ∀(x, t) ∈ Σ̃(1) に対して

u(x, t) ≥ Ln[|u|p](x, t) ≥ C

rm

∫∫

D(r,t)∩D1

dλ ds

λm(p−1)

≥ C

rm

∫∫

D(r,t)∩D1

dλ ds

(s + λ)m(p−1)
.

ここで, ξ = s + λ, η = s− λ とおくと, 問 4より

u(x, t) ≥ C

rm

∫ t+r

t−r

dξ

ξm(p−1)

∫ δ/2

0

dη ≥ Cr1−m

(t + r)(t− r)m(p−1)−1
.

Step 3 y ≥ 1 に対して

U(y) = inf{r−(1−m)(t + r)(t− r)p∗u(x, t) : (x, t) ∈ Σ̃(y)}

とおくと, Step 2より, ∀y ≥ 1, U(y) ≥ U(1) ≥ C1. また, b = m + (1 −m)p とお

くと, ∃C2 > 0 :

(3) U(y) ≥ C2

∫ y

1

(
1− η

y

)b
U(η)p

ηpp∗ dη, ∀y ≥ 1.

実際, y ≥ 1 とすると, ∀(x, t) ∈ Σ̃(y) に対して

u(x, t) ≥ Ln[|u|p](x, t) ≥ 1

2rm

∫∫

D(r,t)∩Σ(1)

λbU(s− λ)p

(s + λ)p(s− λ)pp∗ dλ ds.
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ここで, ξ = s + λ, η = s− λ とおくと

u(x, t) ≥ C

rm

∫ t−r

1

(∫ t+r

t−r

(ξ − η)bU(η)p

ξpηpp∗ dξ

)
dη

≥ C

rm

∫ t+r

t−r

dξ

ξp

∫ t−r

1

(t− r − η)bU(η)p

ηpp∗ dη

≥ Cr1−m

(t + r)(t− r)p−1

∫ t−r

1

(t− r − η)bU(η)p

ηpp∗ dη

=
Cr1−m

(t + r)(t− r)p∗

∫ t−r

1

(
1− η

t− r

)b
U(η)p

ηpp∗ dη.

また, y 7→
∫ y

1

(
1− η

y

)b
U(η)p

ηpp∗ dη は非減少だから, ∀(x, t) ∈ Σ̃(y) に対して

r−(1−m)(t + r)(t− r)p∗u(x, t) ≥ C

∫ y

1

(
1− η

y

)b
U(η)p

ηpp∗ dη

となり, (3) が成り立つ.

Step 4 1 < p ≤ p0(n) のとき, pp∗ ≤ 1 だから, Step 3より

U(y) ≥ C1, U(y) ≥ C2

∫ y

1

(
1− η

y

)b
U(η)p

η
dη, ∀y ≥ 1.

ここで, F (s) = U(es) とおくと

F (s) ≥ C1, F (s) ≥ C2

∫ s

0

(
1− e−(s−σ)

)b
F (σ)p dσ, s ≥ 0

が成り立つ. よって, 次の補題 5から定理 1が従う. ¤

補題 5 C1, C2 > 0, p > 1, b ≥ 0 とすると

(4) F (s) ≥ C1, F (s) ≥ C2

∫ s

0

(
1− e−(s−σ)

)b
F (σ)p dσ, s ≥ 0

の解 F (s) は有限時間で爆発する.

証明 主張 1 ∀A > 0, ∃S = S(A) > 0 : s ≥ S ⇒ F (s) ≥ A.

実際, (4) より

F (s) ≥ Cp
1C2

∫ s

0

(
1− e−(s−σ)

)b
dσ = Cp

1C2

∫ s

0

(
1− e−τ

)b
dτ →∞ (s →∞).

主張 2 A > 0, S > 0, 0 < h ≤ 1, F (s) ≥ A (s ≥ S) ならば

F (s) ≥ C2(1− e−1)b

b + 1
hb+1Ap (s ≥ S + h).
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実際, s ≥ S + h のとき

F (s) ≥ C2A
p

∫ s

s−h

(
1− e−(s−σ)

)b
dσ = C2A

p

∫ h

0

(
1− e−τ

)b
dτ.

0 ≤ τ ≤ 1 のとき 1− e−τ ≥ (1− e−1)τ だから

F (s) ≥ C2(1− e−1)bAp

∫ h

0

τ b dτ =
C2(1− e−1)b

b + 1
hb+1Ap

となり, 主張 2が示された.

ここで, γ = max{1, b + 1

C2(1− e−1)b
} とおき, 数列 {Aj}, {Sj} を

Aj+1 =
Ap

j

γj2(b+1)
, Sj+1 = Sj +

1

j2
(j = 1, 2, · · · )

と定める. 但し, A1, S1 は後で決める. このとき, ∀j ∈ N に対して

log Aj+1 = pj

(
log A1 −

j∑

k=1

log γ

pk
− 2(b + 1)

j∑

k=1

log k

pk

)

≥ pj

(
log A1 − log γ

p− 1
− 2(b + 1)

∞∑

k=1

log k

pk

)
.

ここで

A1 = exp

(
1 +

log γ

p− 1
+ 2(b + 1)

∞∑

k=1

log k

pk

)

ととると, 主張 1より, ∃S1 > 0 : F (s) ≥ A1 (s ≥ S1). また, 主張 2より, ∀j ∈ N
に対して, F (s) ≥ Aj (s ≥ Sj) が成り立つ. さらに

Aj ≥ exp(pj−1), Sj = S1 +

j−1∑

k=1

1

k2
(j ∈ N)

だから, F (s) の最大存在時間は lim
j→∞

Sj = S1 +
∞∑

k=1

1

k2
< ∞ 以下である. ¤
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