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1. 序

本稿では, デルタ関数をポテンシャルとして含む次の空間 1次元の非線

形シュレディンガー方程式

i∂tu = −∂2
xu + γδ(x)u− |u|p−1u = 0, (t, x) ∈ R× R (1)

の定在波解の軌道安定性について考える. ここで, u : R×R→ C は未知
関数, γ ∈ R, 1 < p < ∞ は定数で, δ(x) は x = 0 に台をもつデルタ関数

を表す. 形式的な表現 −∂2
x + γδ(x) は, H1(R) 上の 2次形式

aγ(u, v) = Re

{∫

R
∂xu(x)∂xv(x) dx + γu(0)v(0)

}
, u, v ∈ H1(R)

から定まる作用素 Aγ または Hγ により定式化される. まず

|u(0)| ≤ ‖u‖L∞ ≤ C‖u‖1/2

L2 ‖∂xu‖1/2

L2 , u ∈ H1(R)

より, |aγ(u, v)| ≤ C‖u‖H1‖v‖H1 for u, v ∈ H1(R). よって,

〈Aγu, v〉 = aγ(u, v), u, v ∈ H1(R)

をみたす有界線形作用素 Aγ : H1(R) → H−1(R) が一意的に定まる. 次

に, L2(R) における線形作用素 Hγ を

D(Hγ) = {v ∈ H2(R \ {0}) ∩H1(R) : ∂xv(+0)− ∂xv(−0) = γv(0)},
1本稿は, 福泉麗佳氏, 小澤徹氏との共同研究 [8] に基づく.
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Hγv = −∂2
xv for v ∈ D(Hγ) と定める. このとき, Hγ は L2(R) における

自己共役作用素で, (Hγu, v)L2 = aγ(u, v) for u, v ∈ D(Hγ) をみたす. ま

た, 次のスペクトルの性質が知られている: σess(Hγ) = σac(Hγ) = [0,∞),

σsc(Hγ) = ∅. γ ≥ 0 のとき σp(Hγ) = ∅. γ < 0 のときは σp(Hγ) =

{−γ2/4} で, 対応する正規化された正値の固有関数は (|γ|/2)1/2e−|γ||x|/2.

詳しくは, [1, Chapter I.3] を参照のこと.

本稿では, γ < 0 の場合に, (1) の定在波解 eiωtϕω(x) の構造と軌道安定

性について考察する. ここで, ω ∈ R はパラメータで, ϕω ∈ H1(R) は定

常問題

Aγϕ + ωϕ− |ϕ|p−1ϕ = 0 in H−1(R) (2)

の非自明解とする. エネルギー

E(v) =
1

2
‖∂xv‖2

L2 +
γ

2
|v(0)|2 − 1

p + 1
‖v‖p+1

Lp+1

からも分かるように, 本稿では, ポテンシャルも非線形性も引力として働

く場合を考えている. p = 3 の場合は, Goodman, Holmes and Weinstein

[9] で考察されているが, 本稿では, 一般に 1 < p < ∞ の場合を考える.

また, γ > 0 の場合, すなわち, ポテンシャルは斥力, 非線形性は引力とし

て働く場合は, Fukuizumi and Jeanjean [7] で考察されている.

さて, 定在波解の軌道安定性を議論するためには, 方程式 (1) に対する

初期値問題のエネルギー空間 H1(R) における時間局所適切性が必要があ

るが, これは Cazenave [4] にあるエネルギー法を用いた抽象的な結果か

ら従う. すなわち, 任意の u0 ∈ H1(R) に対して, T ∗ = T ∗(u0) ∈ (0,∞] 及

び u(0) = u0 ∈ H1(R) を初期値とする (1) の解 u ∈ C([0, T ∗), H1(R)) ∩
C1([0, T ∗), H−1(R)) が一意的に存在する. ここで, T ∗ は解 u(t) の最大存

在時間で, T ∗ < ∞ ならば limt→T ∗ ‖u(t)‖H1 = ∞ が成り立つ. さらに, 電

荷及びエネルギーの保存則

‖u(t)‖L2 = ‖u0‖L2 , E(u(t)) = E(u0), ∀t ∈ [0, T ∗)

が成り立つ. 詳しくは, [4] の Theorem 3.7.1, Corollary 3.3.11 を参照の

こと. ここで, Hγ + γ2/4 は非負自己共役作用素であり, ω > γ2/4 の
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とき, {aγ(u, u) + ω‖u‖2
L2}1/2 は H1(R) における通常のノルム ‖u‖H1 =

(‖∂xu‖2
L2 + ‖u‖2

L2)1/2 と同値であることに注意する.

2. 定常問題

この §では, 定常問題 (2) の解の構造について考察する. γ, ω ∈ R とす
る. まず, Sω : H1(R) → R を

Sω(v) = E(v) +
ω

2
‖v‖2

L2

=
1

2
‖∂xv‖2

L2 +
γ

2
|v(0)|2 +

ω

2
‖v‖2

L2 − 1

p + 1
‖v‖p+1

Lp+1

と定めると, ϕ ∈ H1(R) に対して, ϕ が (2) をみたすことと S ′ω(ϕ) = 0 は

同値であることに注意する. 定常問題 (2) の非自明解全体を Aω とおく:

Aω = {ϕ ∈ H1(R) : S ′ω(ϕ) = 0, ϕ 6= 0}.

γ = 0 のときは, ω > 0 ならばAω = {eiθψω(·+ y) : θ, y ∈ R}, ここで

ψω(x) =

(
(p + 1)ω

2

)1/(p−1) {
cosh

(
(p− 1)

√
ω

2
x

)}−2/(p−1)

(3)

であることはよく知られている (たとえば, [4, Theorem 8.1.6]). ω ≤ 0 な

らば Aω = ∅ である.

γ 6= 0 のとき, ϕ ∈ Aω は

ϕ ∈ C(R) ∩ C2(R \ {0}), (4)

−ϕ′′ + ωϕ− |ϕ|p−1ϕ = 0, x ∈ R \ {0}, (5)

ϕ′(+0)− ϕ′(−0) = γϕ(0), (6)

ϕ(x) → 0, ϕ′(x) → 0 (|x| → ∞) (7)

をみたすことが分かる. x > 0, x < 0 において, それぞれ, (5), (7) を解

き, x = 0 における境界条件 (6) をみたすようにすると, ω > γ2/4 のと

き, (4)–(7) は正値解

ϕω(x) =

(
(p + 1)ω

2

)1/(p−1) {
cosh

(
(p− 1)

√
ω

2
|x|+ b(ω)

)}−2/(p−1)

(8)
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をもち, Aω = {eiθϕω : θ ∈ R} であることが分かる. ここで, b(ω) =

tanh−1(−γ/2
√

ω). また, ω ≤ γ2/4 のときは Aω = ∅ である.

次に, γ < 0, ω > γ2/4 の場合に, (1) の定在波解 eiωtϕω の (軌道)安定

性を考察する.

定義 次が成り立つとき, (1) の定在波解 eiωtϕω は安定であるという:

∀ε > 0, ∃δ > 0 s.t. u0 ∈ Uδ(ϕω) ならば u(0) = u0 なる (1) の解 u(t) は

時間大域的に存在して, ∀t ≥ 0 に対して u(t) ∈ Uε(ϕω). ここで,

Uδ(ϕ) = {v ∈ H1(R) : inf
θ∈R

‖v − eiθϕ‖H1 < δ}.

安定でないとき, 不安定であるという.

次の定理 1が本稿の主結果である.

定理 1 γ < 0, ω > γ2/4, 1 < p < ∞ とする. 1 < p ≤ 5 のとき,

∀ω ∈ (γ2/4,∞) に対して, (1) の定在波解 eiωtϕω は安定である. また,

p > 5 のときは, ∃ω∗ = ω∗(γ, p) ∈ (γ2/4,∞) s.t. ∀ω ∈ (γ2/4, ω∗) に対し

て, eiωtϕω は安定で, ∀ω ∈ (ω∗,∞) に対して, eiωtϕω は不安定である.

注意 2 γ = 0 のときは, 1 < p < 5 のとき, ∀ω > 0 に対して, eiωtψω は安

定で, p ≥ 5 のとき, ∀ω > 0 に対して, eiωtψω は不安定である ([2, 5, 4]).

eiωtϕω の安定性は, d(ω) = Sω(ϕω)の 2階微分の符号により決定される.

すなわち, 次が成り立つ ([13, 14, 10, 11]).

命題 3 γ < 0, ω > γ2/4, 1 < p < ∞ とする. このとき, d′′(ω) > 0 なら

ば eiωtϕω は安定であり, d′′(ω) < 0 ならば eiωtϕω は不安定である.

一般には, d′′(ω) の符号の計算は困難であることが多いが, 本稿で考察

している方程式 (1) に対しては, 定常解 ϕω の具体的な表示式 (8) を用い

て, d′′(ω) を計算することが可能である. 実際,

d′(ω) = 〈S ′ω(ϕω), ∂ωϕω〉+
1

2
‖ϕω‖2

L2 =
1

2
‖ϕω‖2

L2 ,

‖ϕω‖2
L2 = Cpω

5−p
2(p−1)

∫ ∞

b(ω)

(cosh y)−4/(p−1) dy

(Cp は p のみによる正定数) から, 1 < p ≤ 5 のときは, ∀ω ∈ (γ2/4,∞)

に対して, d′′(ω) > 0 であり, p > 5 のときは, ∃ω∗ = ω∗(γ, p) ∈ (γ2/4,∞)

s.t. ω ∈ (γ2/4, ω∗) ならば d′′(ω) > 0, ω ∈ (ω∗,∞) ならば d′′(ω) < 0 であ
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ることが分かる. このように, ある ω∗ を境にして安定性と不安定性が変

わることをきちんと示すことは, 定常解の具体的な表示式が得られている

場合以外は難しいように思われる (関連する結果として [12] も参照のこ

と). 以下では, Shatah [13] の方法に基づいて, 命題 3の “d′′(ω) > 0 なら

ば eiωtϕω は安定である”を証明する. 不安定性の証明は省略する. Shatah

[13] の方法に基づいた安定性の証明においては, 定常解 ϕω の変分的特徴

付けが本質的である (特に, §3 命題 6が重要な役割を果たす).

3. 定常解の変分的特徴付け

以下, γ < 0, ω > γ2/4 とし

Sω(v) =
1

2
‖∂xv‖2

L2 − |γ|
2
|v(0)|2 +

ω

2
‖v‖2

L2 − 1

p + 1
‖v‖p+1

Lp+1 ,

Iω(v) = ‖∂xv‖2
L2 − |γ||v(0)|2 + ω‖v‖2

L2 − ‖v‖p+1
Lp+1 ,

d(ω) = inf{Sω(v) : v ∈ H1(R) \ {0}, Iω(v) = 0},
Mω = {v ∈ H1(R) : Sω(v) = d(ω), Iω(v) = 0, v 6= 0},
S̃(v) = Sω(v)− 1

2
Iω(v) =

p− 1

2(p + 1)
‖v‖p+1

Lp+1

とおく. また, Sω, Iω,... において γ = 0 としたものを S0
ω, I0

ω,... とおく.

補題 4 ∃C1, C2 > 0 s.t.

C1‖v‖2
H1 ≤ ‖∂xv‖2

L2 − |γ||v(0)|2 + ω‖v‖2
L2 ≤ C2‖v‖2

H1 , v ∈ H1(R).

証明 2番目の不等式は明らか. 1番目の不等式は

inf{‖∂xv‖2
L2 − |γ||v(0)|2 : v ∈ H1(R), ‖v‖L2 = 1} = −γ2

4

及び ω > γ2/4 より分かる. ¤
補題 5 d(ω) > 0. また, v ∈ H1(R), Iω(v) < 0 ならば d(ω) < S̃(v).

証明 まず, d(ω) = inf{S̃(v) : v ∈ H1(R) \ {0}, Iω(v) = 0} より,

d(ω) ≥ 0. また, 補題 4と Sobolev の不等式より, v ∈ H1(R) \ {0},
Iω(v) = 0 ならば, C1‖v‖2

H1 ≤ ‖v‖p+1
Lp+1 ≤ C3‖v‖p+1

H1 . よって, d(ω) > 0. 次

に, v ∈ H1(R), Iω(v) < 0 とすると, ∃λ1 ∈ (0, 1) s.t. Iω(λ1v) = 0. このと

き, v ∈ H1(R) \ {0} だから, d(ω) ≤ S̃(λ1v) = λp+1
1 S̃(v) < S̃(v). ¤
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命題 6 {vj} ⊂ H1(R) \ {0} は, Sω(vj) → d(ω), Iω(vj) → 0 をみたすと

する. このとき, {vj} の部分列 {vj′} と ϕ ∈ Mω が存在して, vj′ → ϕ in

H1(R).

証明 (Step 1) 補題 4より, {vj} は H1(R) の有界列だから, H1(R) で

弱収束する部分列をもつ (以下, 部分列を改めて {vj} と表す): vj → ϕ

weakly in H1(R). このとき, 埋め込み H1(−1, 1) ↪→ Cb(−1, 1) はコンパ

クトだから, vj(0) → ϕ(0).

(Step 2) ϕ 6= 0であることを背理法で示す. ϕ = 0と仮定すると, vj(0) →
0だから, Sω(vj) → d(ω), Iω(vj) → 0より, S0

ω(vj) → d(ω), I0
ω(vj) → 0. ま

た, ψω を (3) で与えられた関数とすると, M0
ω = {eiθψω(·+ y) : θ, y ∈ R}

だから, Iω(ψω) = −|γ||ψω(0)|2 < 0. よって, 補題 5より

d(ω) < S̃(ψω) = S̃0(ψω) = d0(ω). (9)

ここで,

λj =

(
‖∂xvj‖2

L2 + ω‖vj‖2
L2

‖vj‖p+1
Lp+1

)1/(p−1)

とおくと, I0
ω(λjvj) = 0. また, 補題 5より

‖vj‖p+1
Lp+1 =

2(p + 1)

p− 1
S̃(vj) → 2(p + 1)

p− 1
d(ω) > 0

だから, λp−1
j − 1 = I0

ω(vj)/‖vj‖p+1
Lp+1 → 0. すなわち, λj → 1. ここで,

wj = λjvj とおくと, wj ∈ H1(R) \ {0}, I0
ω(wj) = 0 だから,

d0(ω) ≤ S0
ω(wj) =

p− 1

2(p + 1)
‖wj‖p+1

Lp+1 =
p− 1

2(p + 1)
λp+1

j ‖vj‖p+1
Lp+1 → d(ω).

よって, d0(ω) ≤ d(ω) となるが, これは (9) と矛盾する. 故に, ϕ 6= 0 で

あることが示された.

(Step 3) Iω(ϕ) > 0 であると仮定して矛盾を導く. Brezis and Lieb [3] の

補題より

S̃(vj)− S̃(vj − ϕ) → S̃(ϕ), (10)

Iω(vj)− Iω(vj − ϕ) → Iω(ϕ). (11)
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ここで, Iω(ϕ) > 0と仮定しているので, (11)と Iω(vj) → 0より,十分大き

な j に対しては Iω(vj −ϕ) < 0. このとき, 補題 5より, S̃(vj −ϕ) > d(ω).

また, S̃(vj) → d(ω) だから, (10) より, S̃(ϕ) ≤ 0 となるが, Step 2より,

ϕ 6= 0 だから, これは矛盾である.

(Step 4) Step 3より, Iω(ϕ) ≤ 0である. ここで, Iω(ϕ) < 0と仮定すると,

補題 5とノルムの弱下半連続性より, d(ω) < S̃(ϕ) ≤ lim infj→∞ S̃(vj) =

d(ω) となり矛盾である. 故に, Iω(ϕ) = 0 であることが示された. Step 2

より, ϕ ∈ H1(R) \ {0} だから, d(ω) の定義とノルムの弱下半連続性より,

d(ω) ≤ S̃(ϕ) ≤ lim inf
j→∞

S̃(vj) = d(ω).

これから, ϕ ∈ Mω, ‖vj‖Lp+1 → ‖ϕ‖Lp+1 が分かる. また, vj → ϕ weakly

in H1(R), Iω(vj) → 0, vj(0) → ϕ(0), Iω(ϕ) = 0 だから,

‖∂xϕ‖2
L2 + ω‖ϕ‖2

L2 ≤ lim inf
j→∞

(‖∂xvj‖2
L2 + ω‖vj‖2

L2)

= |γ||ϕ(0)|2 + ‖ϕ‖p+1
Lp+1 = ‖∂xϕ‖2

L2 + ω‖ϕ‖2
L2 .

故に, vj → ϕ in H1(R). (はじめの {vj} の部分列を改めて {vj} と表して
いることに改めて注意する.) ¤
系 7 Mω = Aω = {eiθϕω : θ ∈ R}.
証明 ϕ ∈ Mω とすると, Lagrange 乗数法より, ∃λ ∈ R s.t. S ′ω(ϕ) =

λI ′ω(ϕ). このとき, 0 = Iω(ϕ) = 〈S ′ω(ϕ), ϕω〉 = λ〈I ′ω(ϕ), ϕω〉. また,

Iω(ϕ) = 0 より, 〈I ′ω(ϕ), ϕω〉 = 2‖∂xϕ‖2
L2 − 2|γ||ϕ(0)|2 + 2ω‖ϕ‖2

L2 − (p +

1)‖ϕ‖p+1
Lp+1 = −(p− 1)‖ϕ‖p+1

Lp+1 < 0. よって, λ = 0 となり, S ′ω(ϕ) = 0. 故

に, Mω ⊂ Aω. さらに, Aω = {eiθϕω : θ ∈ R} であることと, 命題 6より,

Mω 6= ∅ だから, Mω = Aω が従う. ¤

4. 安定性の証明

前 §で示した定常解の変分的特徴付けと Shatah [13] の方法を用いて,

ω0 > γ2/4, d′′(ω0) > 0 ならば (1) の定在波解 eiω0tϕω0 は安定であること

を証明する. まず, ω > γ2/4 に対して,

R+
ω = {v ∈ H1(R) : Sω(v) > d(ω), S̃(v) < d(ω)},

R−
ω = {v ∈ H1(R) : Sω(v) < d(ω), S̃(v) > d(ω)}
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とおく.

補題 8 R+
ω は (1) の流れに関して不変な集合である. すなわち, u0 ∈ R+

ω

ならば u(0) = u0 なる (1) の解 u(t) は ∀t ∈ [0, T ∗) に対して u(t) ∈ R+
ω

をみたす. 同様に, R−
ω も (1) の流れに関して不変な集合である.

証明 u0 ∈ R+
ω とすると, エネルギーと電荷の保存則より, ∀t ∈ [0, T ∗)

に対して, Sω(u(t)) = E(u(t)) + (ω/2)‖u(t)‖2
L2 = Sω(u0) < d(ω). また,

∃t0 ∈ (0, T ∗) s.t. S̃(u(t0)) = d(ω) と仮定すると, Sω(u(t0)) < d(ω) =

S̃(u(t0)) より, Iω(u(t0)) < 0. このとき, 補題 5より, d(ω) < S̃(u(t0))

となり, 矛盾. よって, ∀t ∈ (0, T ∗) に対して, S̃(u(t)) 6= d(ω). さらに,

u ∈ C([0, T ∗), H1(R)) より, t 7→ S̃(u(t)) は連続関数だから, ∀t ∈ [0, T ∗)

に対して, u(t) ∈ R+
ω が成り立つ. R−

ω についても同様. ¤
補題 9 d′′(ω0) > 0 とする. このとき, ∀ε > 0, ∃δ > 0 s.t. u0 ∈ Uδ(ϕω0)

ならば u(0) = u0 なる (1) の解 u(t) は ∀t ∈ [0, T ∗) に対して, d(ω0− ε) <

S̃(u(t)) < d(ω0 + ε) をみたす.

証明 d′(ω0) = (1/2)‖ϕω0‖2
L2 > 0だから, d(ω0−ε) < d(ω0+ε). よって, δ >

0を十分小さくとれば, u0 ∈ Uδ(ϕω0)ならばd(ω0−ε) < S̃(u0) < d(ω0+ε).

よって, 補題 8より, (必要なら δ を小さく取り直して) u0 ∈ Uδ(ϕω0) なら

ば Sω±ε(u0) < d(ω0 ± ε) となることを示せばよい.

Sω±ε(u0) = Sω±ε(ϕω0) + O(δ) = Sω(ϕω0)±
ε

2
‖ϕω0‖2

L2 + O(δ)

= d(ω0)± εd′(ω0) + O(δ).

一方, Taylor 展開により, ∃ω1 = ω1(ε) ∈ (ω0 − ε, ω0 + ε) s.t.

d(ω0 ± ε) = d(ω0)± εd′(ω0) +
ε2

2
d′′(ω1).

ここで, (ε > 0 が十分小さければ) d′′(ω1) > 0 だから, δ を十分小さくと

れば, Sω±ε(u0) < d(ω0 ± ε) が成り立つ. ¤
命題 6と補題 9を用いて目的の証明をする.

命題 3の証明 (安定性のみ) d′′(ω0) > 0 のとき, (1) の定在波解 eiω0tϕω0

が安定であることを背理法で示す. eiω0tϕω0 が安定でないと仮定すると,
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ε0 > 0, (1) の解の列 {uj(t)} 及び {tj} ⊂ (0,∞) が存在して

dist(uj(0),Oω0) → 0, (12)

dist(uj(tj),Oω0) = ε0. (13)

ここで, dist(v,Oω) = inf{‖v − eiθϕω(· + y) : θ, y ∈ R} とおいた. この

とき, Sω は (1) の保存量だから, (12) より, Sω0(uj(tj)) = Sω0(uj(0)) →
Sω0(ϕω0) = d(ω0). また, 補題 9と (12) より (必要なら部分列をとること

により), S̃(uj(tj)) → d(ω0). このとき, Iω0(uj(tj)) → 0 だから, 命題 6よ

り, 適当な部分列に対して, dist(uj′(tj′),Oω0) → 0 となるが, これは (13)

と矛盾する. 故に, eiω0tϕω0 は安定であることが示された. ¤
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dans les équations de Schrödinger et de Klein-Gordon non linéaires,
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