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第 I部

Riemann 面上の有理型接続の局所理論
本章では Fuchsによる確定特異点型線型常微分方程式系の古典的な理論を紹介する．

まず，常微分方程式論における基本的な用語について注意をしておく．1変数関数 u(z)を未知関数とする微

分方程式
dnu

dzn
+ a1(z)

dn−1u

dzn−1
+ · · · + an(z)u = 0

を n階 (単独) 線型常微分方程式と呼ぶ．正確には，上式で右辺が 0であるという意味を込めて「同次」という

単語も付ける必要があるが，本章では主に同次方程式を扱うため，そうでない場合に限って「非同次」という単

語を付けて区別する事にする．

A(z) = (aij(z))を n次正方行列に値を取る関数とした時，n次元ベクトル値関数 V (z)に対する微分方程式

dV

dz
= A(z)V

を n連立 1階線型常微分方程式，または単に線型常微分方程式系と呼ぶ．本章では主にこの線型常微分方程式

系を扱うため，これを更に省略して単に「系」と呼ぶ事もある．同次・非同次という単語に対する断りも先の単

独方程式の場合と同様にしておく．

本章では微分方程式を複素平面内の原点の近傍上で取り扱う．係数 ai(z)や aij(z)はDϵ = { z ∈ C | |z| < ϵ }
上の有理型関数であり，穴あき円盤 D◦

ϵ = Dϵ \ {0}上正則である事を仮定する．実際には

O = lim
ϵ→0

OC(Dϵ),

K = O[z−1]

とおき，単に ai(z), aij(z) ∈ K と書く事が多い．こういった場合，微分方程式の解としては 1価関数だけでな

く多価関数も考える方が自然である．例えば，微分方程式

u′ =
λ

z
u

の解は u(z) = ceλ log z (cは定数) で与えられるが，関数 log z は多価関数である．そこで D◦
ϵ の普遍被覆空間

D̃◦
ϵ = { t ∈ C | |e2π

√
−1t| < ϵ }

を用意し，方程式を被覆写像 D̃◦
ϵ ∋ t 7→ z = e2π

√
−1t ∈ D◦

ϵ によって引き戻して考えれば，多価関数

log z = 2π
√
−1tは D̃◦

ϵ 上の 1価関数として考える事ができ，先ほどの多価関数解は D̃◦
ϵ における方程式の 1価

関数解と解釈できる．

こういった事情から，本章では多価関数が頻繁に登場する．そこで D◦
ϵ 上の多価関数も f(z)と z の関数のよ

うにして書く事がある．すなわち

Õ(D◦
ϵ ) = OC(D̃◦

ϵ ),

Õ = lim
ϵ→0

Õ(D◦
ϵ )

とおき，被覆写像によって O(Dϵ) ⊂ Õ(Dϵ)，O ⊂ K ⊂ Õ とみなす．また，微分方程式の多価関数解の事も単
に「解」と呼ぶ事にする．
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上で用意した記号は本章を通して用いられる．他に断りなく用いる記号を以下に挙げる：

D =

{
P =

n∑
i=0

ai(z)
(
d

dz

)n−i
∣∣∣∣∣ ai(z) ∈ O

}
,

D[z−1] =

{
P =

n∑
i=0

ai(z)
(
d

dz

)n−i
∣∣∣∣∣ ai(z) ∈ K

}
.

1. 線型常微分方程式系

1.1. Fuchsの定理

定義 1.1. f ∈ Õが穏やかな増大度を持つとは，任意の θ1 > θ0 > 0に対し十分小さな ϵ > 0と自然数 k ∈ Z≥0

及び C > 0を取れば，D̃◦
ϵ の部分集合

S̃ = { t ∈ D̃◦
ϵ | θ0 ≤ 2πRe t ≤ θ1 }

上常に
|f(t)| < C|e−2π

√
−1kt| = C|z|−k

が成立する事をいう．

穏やかな増大度を持つ関数芽のなす Õ の部分環を Õmod で表す．

例えば，D◦
ϵ 上の関数 f が穏やかな増大度を持つためには，0 ∈ D◦

ϵ が f の真性特異点でない，すなわち，f

がDϵ 上の有理型関数の制限となっている事が必要十分である．関数 zα (α ∈ C)や (log z)m は穏やかな増大度

を持つ．

Cauchyの不等式により，D[z−1]は Õmod に自然に作用する事に注意する．

Fuchsは次を証明した．

定理 1.2 (Fuchs の定理). P =
∑n

k=0 ak(z)
(

d
dz

)n−k ∈ D[z−1] とし，a0 ̸= 0 と仮定する．このとき，微分方

程式
Pu = 0 (1.1)

の任意の (多価関数) 解 u ∈ Õが穏やかな増大度を持つ事と，任意の iに対し ai/a0 の 0における極としての位

数が i以下である事は同値である．

定理の条件を満足する微分方程式 Pu = 0 は原点 0 において確定特異点型であるといい，0 を確定特異点と

呼ぶ．

n = 1の場合の証明は容易である．この場合微分方程式 Pu = 0は単に

du

dz
= a(z)u, a(z) ∈ K

の形をしている．ϵ > 0を十分小さく取って，a(z)はD◦
ϵ 上正則であるとしておく．すると固定された z0 ∈ D◦

ϵ

における初期値 u(z0)のもとで解は

u(z) = u(z0) exp
(∫ z

z0

a(w)dw
)

と求まる．これが穏やかな増大度を持つためには a(z) の極の位数が高々 1 でなければならない事は明らかで

ある．

一般の nに対する定理の証明は後で行う (定理 1.6及び §1.3の最後を参照)．

3



さて微分方程式 (1.1) は n 個の未知関数 u1, u2, . . . , un に対する次のような線型常微分方程式系と同値で

ある：

dui

dz
= ui+1 (i = 1, 2, . . . , n− 1),

dun

dz
= −

n∑
k=1

an−k+1

a0
uk.

(1.2)

更にこれは

U =


u1

u2

...
un

 , A =



0 1 0 · · · 0

0 0 1
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

0 0 · · · 0 1
−an

a0
· · · −a1

a0


∈ End(n,K)

とおく事により，n連立 1階常微分方程式
dU

dz
= AU (1.3)

に書き換えられる．

後に (系 2.2参照)，任意の線型常微分方程式系 (1.3) (ただし A ∈ End(n,K)) が (1.2)の形の線型常微分方

程式系と同値になってしまう事を示す．

(1.1)を (1.3)の形に変換するもう 1つの有用な方法を紹介しておく．作用素 ∂ = z d
dz を用いて (1.1)を書き

直すと，

∂nu+
n∑

i=1

bi(z)∂n−iu = 0, bi(z) ∈ K

という形になる．そこで vi = ∂i−1uとおき，更に B ∈ End(n,K)を

B =



0 1 0 · · · 0

0 0 1
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

0 0 · · · 0 1
−bn · · · −b1


と定めれば，上式は

dV

dz
=
B(z)
z

V

と書き換えられる．この方法の利点は，bi(z)と ai(z)の関係にある．帰納法で容易に示される等式(
d

dz

)k

= z−k
k−1∏
i=0

(∂ − i) (k > 0)

を用いると，(1.1)は

anu+
n∑

k=1

z−kan−k

k−1∏
i=0

(∂ − i)u = 0

と表され，この両辺に zna−1
0 を掛ければ，

zn an

a0
u+

n∑
k=1

zn−k an−k

a0

k−1∏
i=0

(∂ − i)u = 0

が得られる．この式の左辺の ∂n−iuの係数を bi と置いていたのだから，各 bi は zkak/a0 達の C上の線型結合
である．故に，(1.1)が Fuchsの定理の条件を満たす事と，各 bi が原点で正則である事が同値になる．
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1.2. 多価関数解及びモノドロミーの一般的表示

ϵ > 0を十分小さく取り，系 (1.3)の係数行列 A(z)の各成分 aij(z)が D◦
ϵ 上で正則であるとしておく．普遍

被覆 D̃◦
ϵ は単連結であるから，D̃

◦
ϵ 上に (1.3)を持ち上げて (すなわち z = exp(2π

√
−1t)と変数変換して) 得ら

れる系の解は C上の n次元ベクトル空間をなす．Ũ1(t), . . . , Ũn(t)を n個の線型独立な解，すなわち解の基本

系とし，これらを並べて行列 S̃(t) = (Ũ1(t), . . . , Ũn(t))を作る (これを基本解行列と呼ぶ)．各 Ũk(t)は Õ(D◦
ϵ )

の元を成分とするベクトルである．

もともと微分方程式は D◦
ϵ 上で定義されていたため，D̃

◦
ϵ 上に持ち上げられた微分方程式の各係数は周期 1で

ある．従って tを t+ 1で置き換える事により別の基本系が得られ，故にある行列 C ∈ GL(n,C)が存在し

S̃(t+ 1) = S̃(t)C

となる．この C を系 (1.1)のモノドロミー行列と呼び，対応する解空間上の線型変換をモノドロミーと呼ぶ．

Γを exp(2π
√
−1Γ) = C を満たす行列とする．このような行列は必ず存在し，また固有値の実部が [−1, 0)に

属すという条件を付ければ一意的である事に注意する．Γの取り方から

S̃(t+ 1) exp(−2π
√
−1Γ(t+ 1)) = S̃(t)CC−1 exp(−2π

√
−1Γt)

= S̃(t) exp(−2π
√
−1Γt),

すなわち関数 S̃(t) exp(−2π
√
−1Γt)は周期 1である．従ってこれは D◦

ϵ 上の正則関数からなる行列 Σ(z)を定

める．多価関数とみなして S̃(t) = S(z), 2π
√
−1t = log z と書けば，S(z) = Σ(z) exp(Γ log z)となる．以上で

次が示された．

命題 1.3. 線型常微分方程式系 dU/dz = A(z)U の解の基本系は，常に

S(z) = Σ(z) exp(Γ log z) (正確には S̃(t) = Σ(z) exp(2π
√
−1Γt))

の形となる．ここで Σ(z)は D◦
ϵ 上の正則関数からなる行列であり，Γは exp(2π

√
−1Γ) = C を満たす定数行

列である．

解の基本系を取り替えれば，モノドロミー行列C や行列 Γは基底変換行列によって共役なものに変わる．従っ

て Γ はジョルダン標準形になっていると仮定して良い．すなわち n の分割 n =
∑k

i=1 ni と複素数 α1, . . . , αk

が存在し，

Γ =
k⊕

i=1

Γαi , Γαi =


αi 1 0

0 αi
. . .

...
. . . . . . 1

0 · · · 0 αi

 ∈ End(ni,C)

となっているとして良い．このとき eΓ log z は eΓαi
log z 達からなるブロック対角行列であり，また eΓαi

log z は

eΓαi
log z =


zαi zαi log z 1

2z
αi(log z)2 · · ·

0 zαi zαi log z · · ·
...
0 · · · 0 zαi


という形をしている．

従ってこの場合の基本系の各要素 Ũ j(t)は

s∑
r=1

zαi(log z)r−1hr(z)
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と表される事が分かる．ただし 1 ≤ s ≤ ni であり，hr(z) は z = 0 の外側で正則な関数からなるベクトルで

ある．

系 1.4. 任意の n階単独線型常微分方程式 Pu = 0は，必ず zαh(z)の形の解を持つ．ここで h(z)は z = 0の

外側で正則な関数であり，αは e2π
√
−1α がモノドロミーの固有値であるような複素数である．

1.3. 確定特異点型線型常微分方程式系のモノドロミー

定義 1.5. 2つの系
d

dz
U = AU,

d

dz
V = BV

が同値であるとは，有理型関数を成分として持つ行列M(z) ∈ GL(n,K)が存在して

B =
(
d

dz
M

)
M−1 +MAM−1

となる事をいう．

上の条件は，U が 1番目の方程式の解であるとき，V = MU が 2番目の方程式の解になる事を表している．

従って S(z)が 1番目の方程式の基本解行列ならばM(z)S(z)は 2番目の方程式の基本解行列となり，それぞれ

に付随するモノドロミー行列は一致する．

定理 1.6. 系
d

dz
U(z) = A(z)U(z), A(z) ∈ End(n,K) (1.4)

に対し，次の 3条件は同値である：

(i) 正則関数を成分とする行列 B(z)が存在し，(1.4)は系

d

dz
V (z) =

B(z)
z

V (z)

に同値である．

(ii) (定数) 行列 Γが存在し，(1.4)は系
d

dz
V (z) =

Γ
z
V (z)

に同値である．

(iii) (1.4)の任意の解は穏やかな増大度を持つ．

上記の条件を満足する系は確定特異点型であるという．

証明. まず 3 番目の条件から 2 番目の条件を導く．命題 1.3 より，解の基本系は S(z) = Σ(z)eΓ log z の形を

している．S(z) が穏やかな増大度を持つという仮定と，e−Γ log z が穏やかな増大度を持つという事実から，

Σ(z) = S(z)e−Γ log z も穏やかな増大度を持つ事が分かる．ところが Σ(z)は 1価関数であるから，これは Σ(z)

が有理型関数である事を意味する．そこで V = Σ(z)−1U と変換すれば，(1.4)と同値な系として

d

dz
V =

Γ
z
V

を得る．

2番目から 1番目は明らかなので，次に 1番目から 3番目を導く．V を d
dzV = B(z)

z V の解とし，S を扇形

集合
S = { z = re

√
−1θ | θ0 ≤ θ ≤ θ1, 0 < r < ϵ }
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とする (正確には D̃◦
ϵ の部分集合として定める)．C = supz∈S ∥B(z)∥とおけば，S 上で∥∥∥∥dVdz (z)

∥∥∥∥ ≤ C

r
∥V (z)∥

が成立する．∂V
∂r = dV

dz e
√
−1θ を用いて上式を∥∥∥∥∂V∂r (re

√
−1θ)

∥∥∥∥ ≤ C

r

∥∥∥V (re
√
−1θ)

∥∥∥
と書き換えれば，これから (微分積分学の基本定理と合わせて)∥∥∥V (re

√
−1θ)

∥∥∥ ≤
∥∥∥V (ϵe

√
−1θ)

∥∥∥+
∫ ϵ

r

C

s

∥∥∥V (se
√
−1θ)

∥∥∥ ds
が導かれる．従って後で述べる補題 1.7より∥∥∥V (re

√
−1θ)

∥∥∥ ≤
∥∥∥V (ϵe

√
−1θ)

∥∥∥( ϵ
r

)C

が成り立ち，θ について上限を取る事で∥∥∥V (re
√
−1θ)

∥∥∥ ≤ sup
θ0≤θ≤θ1

∥∥∥V (ϵe
√
−1θ)

∥∥∥( ϵ
r

)C

を得る．V が穏やかな増大度を持つ事が示された．

以下に述べる補題は Grönwallの不等式として常微分方程式論でよく知られている．

補題 1.7 (Grönwallの不等式). u(t), v(t)を区間 I = (a, b] ⊂ R上の実数値連続関数とする．u, v がどちらも
I 上非負で，かつ適当な定数 C ≥ 0について不等式

v(t) ≤ C +
∫ b

t

u(s)v(s) ds

を満たすと仮定すると，I 上

v(t) ≤ C exp

(∫ b

t

u(s) ds

)

が成り立つ．

証明. まず C > 0の場合に主張を示す．仮定の不等式の右辺を V (t)とおくと，

v(t) ≤ V (t), V (t) ≥ C > 0, V ′(t) = −u(t)v(t)

が成り立つ．よって
V ′(t) = −u(t)v(t) ≥ −u(t)V (t)

となり，また V > 0よりこれから
V ′(t)
V (t)

≥ −u(t)

が従う．両辺を tから bまで積分する事で

log V (b) − log V (t) ≥ −
∫ b

t

u(s) ds,

すなわち

V (t) ≤ V (b) exp

(∫ b

t

u(s) ds

)
= C exp

(∫ b

t

u(s) ds

)
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を得る．v(t) ≤ V (t)より C > 0の場合の主張が示された．

C = 0の場合は，任意の C > 0に対し仮定の不等式が成り立つので，今示した事から主張の不等式が任意の

C > 0で成立する事になる．C → 0とすれば求める結果 v ≡ 0を得る．

系 1.8. 2つの確定特異点型線型常微分方程式系が同値であるためには，それらのモノドロミーが共役の関係に

ある事が必要十分である．

証明. 確定特異点型である事から 2つの系はそれぞれ

d

dz
U =

Γ
z
U,

d

dz
U =

Γ′

z
U

の形の系と同値である．ここで Γ, Γ′ は定数行列で，またその固有値は全て区間 [−1, 0)に属していると仮定し

て良い．このとき 2つの系のモノドロミー行列はそれぞれ e2π
√
−1Γ, e2π

√
−1Γ′

となるが，これらが共役となる

のは Γと Γ′ が共役となる時に限る．

■Fuchs の定理の証明 微分方程式 Pu = 0 の係数が Fuchs の条件を満たすと仮定する，すなわち ai/a0

の z = 0 における極としての位数が i 以下であるとする．このとき §1.1 で紹介した Pu = 0 に付随する系
d
dzV = BV は定理 1.6の 1番目の条件を満たす．従って定理 1.6により uは穏やかな増大度を持つ．

逆に，Pu = 0の全ての解 uが穏やかな増大度を持つと仮定する．§1.1で行ったように Pu = 0を

Qu =
n∑

i=0

bi(z)∂n−iu = 0, b0(z) ≡ 1

と変形し，nに関する帰納法によって各 bi(z)が正則である事を示そう．

系 1.4より，u(z) = zαh(z)の形の解が存在する．仮定より uは穏やかな増大度を持つから h(z)も穏やかな

増大度を持ち，従って h(z)は有理型である．故に α に適当な整数を加える事により，h(z)は正則関数でかつ

h(0) ̸= 0であるとして良い．

さて，Leibniz則により任意の v ∈ Õ に対し

Q(uv) =
n∑

i=0

bi(z)
n−i∑
k=0

(
n− i

k

)
(∂n−i−ku)(∂kv)

= (Qu)v +
n∑

i=0

bi(z)
n−i∑
k=1

(
n− i

k

)
(∂n−i−ku)(∂kv)

となる．第 1項は uの取り方から 0であり，故に

R = u−1
n∑

i=0

bi(z)
n−i∑
k=1

(
n− i

k

)
(∂n−i−ku)∂k−1

によって n− 1階の微分作用素 Rを定めれば，Q(uv) = 0と R(∂v) = 0は同値になる．

w を Rw = 0の任意の解とすると，適当な v ∈ Õ によって w = ∂v と表せば (このような事は常に可能であ

る)，今の議論から Q(uv) = 0となる．従って仮定より uv は穏やかな増大度を持ち，故に v，従って w = ∂v

も穏やかな増大度を持つ．よって帰納法の仮定から Rの各係数は正則関数である．Rの ∂k−1 の係数は

bn−k(z) +
∑

i<n−k

(
n− i

k

)
(u−1∂n−i−ku)bi(z)

であり，u−1∂n−i−kuは仮定 u = zαh, h(0) ̸= 0から z = 0の近傍で正則である． 故に各 bi も正則である．
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1.4. 確定特異点型線型常微分方程式系のモノドロミーの計算

命題 1.9.
d

dz
U(z) =

B(z)
z

U(z)

を確定特異点型線型常微分方程式系とする (B(z) の各成分は正則関数とする)．もし B(0) の相異なる固有値

の差が常に整数でないならば，この系のモノドロミー行列は exp(2π
√
−1B(0))と共役である．言い換えれば，

系は
d

dz
U(z) =

B(0)
z

U(z)

と同値である．

この命題を証明するため，2つ補題を用意する．

補題 1.10. 系 dU/dz = A(z)U が確定特異点型ならば，任意のベクトル値有理型関数 C(z) ∈ Kn に対し微分

方程式
d

dz
U = A(z)U + C(z)

の任意の形式解は収束する．

証明. 定理 1.6 より，A(z) = z−1Γ と仮定して良い (Γ は定数行列)．U(z) =
∑

k≥k0
zkUk を系の形式解とす

る．C(z) =
∑
zkCk として，方程式を形式的冪級数の間の等式と見ると

kUk = ΓUk + Ck−1

が得られる．行列 (kI − Γ) は十分大きな k に対し可逆であり，またその逆行列のノルム
∥∥(kI − Γ)−1

∥∥ は
k → ∞で 0に収束する．故に十分大きな k で

∥Uk∥ =
∥∥(kI − Γ)−1Ck−1

∥∥ < ∥Ck−1∥

となり，従って U は収束する．

注意 1.11. Malgrangeは上の補題の逆の主張を示した．すなわち，もし任意の C(z) ∈ Kn に対し非同次線型

常微分方程式系 d
dzV = A(z)V + C(z)の任意の形式解が収束するならば，系 d

dzU = A(z)U は確定特異点型で

ある．従って補題の必要条件は確定特異点型線型常微分方程式系の新たな特徴付けを与える．

補題 1.12. P, Qを n次複素正方行列とする．このとき X に対する方程式

PX −XQ = Y

が任意の Y について唯 1つの解を持つための必要十分条件は，P と Qが共通の固有値を持たない事である．

証明. 方程式は線型であるから Y = 0の場合のみ考えれば良い．まず P と Qが共通の固有値 λを持つと仮定

する．P 及び QT (Qの転置行列) それぞれの λ固有ベクトル v, wを取り，

X = vwT

と定めると，
PX −XQ = PvwT − vwTQ = λvwT − λvwT = 0

となる．X ̸= 0であるから主張の片側が示された．
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逆に P と Qが共通の固有値を持たないと仮定する．λを Qの固有値とし，v ̸= 0を λに対応する Qの一般

化固有ベクトルとする．すなわち適当な正の整数 k で

(Q− λI)kv = 0

が成り立つとする．このとき PX −XQ = 0ならば

(P − λI)kXv = X(Q− λI)kv = 0

となり，故に仮定から Xv = 0 が得られる．v として全ての一般化固有ベクトルを走らせる事で，これから

X = 0が従う．

命題 1.9の証明. まず最初に，与えられた系が d
dzV = B(0)

z V に形式的に同値である事を見る．すなわち，行列

値の形式的冪級数

M(z) =
∞∑

k=0

zkMk, M0 = 1

が存在し，
d

dz
M =

B(0)
z

M −M
B(z)
z

(1.5)

となる事を示す．

B(z) =
∑

k≥0 z
kBk とすると，(1.5)は次の方程式系と同値である：

(B0 − kI)Mk −MkB0 =
k−1∑
i=0

MiBk−i.

kについての帰納法で，Miは全ての i < kで既に決定していると仮定して良い．すると上の方程式は，(B0−kI)
と B0 が共通の固有値を持たないという仮定から，補題 1.12により唯 1つの解Mk を持つ．

このようにして求める形式的冪級数M(z)が得られた．これの収束性は，(1.5)を未知関数M に対する (明ら

かに確定特異点型の) 線型常微分方程式系とみて，補題 1.10を適用する事で示される．

B(0)が命題 1.9の条件を満たさない場合は，同値変形によって B(0)の固有値を整数分ずらす事ができ，こ

の操作を有限回繰り返す事により命題 1.9の状況に帰着させる事が可能である．

系を適当な定数行列で変換する事により，B(z)は次のようなブロック行列の形をしていると仮定して良い：

B(z) =
(
C(z) zF (z)
G(z) D(z)

)
.

ただし C(z), F (z), G(z), D(z)は全て正則関数であり，C(0)は唯 1つの固有値 λ1 を持ち，これはD(0)の固

有値 λ2, . . . , λk 全てと異なるとする．このとき

M(z) =
(
z−1Ip 0

0 Iq

)
と定めると，これによって変換された系 d

dzV = B̃
z V の行列は

B̃(z) =
(
C(z) − Ip F (z)
zG(z) D(z)

)
と表され，B̃(0)の固有値は λ1 − 1, λ2, . . . , λk となる．

上の考察から，B(0)の相異なる固有値の組で整数差のものがある場合，モノドロミーは B(z)の高次の項に

依存する事が分かる．
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2. 有理型接続による再定式化

2.1. 有理型接続と常微分方程式系

有理型接続の 0 ∈ Cにおける芽 (以後これを単に有理型接続と呼ぶ) とは，K 上の有限次元ベクトル空間M

及び C線型作用素 ∇ : M →M の組で，条件

∇(hu) =
dh

dz
u+ h∇u (h ∈ K, u ∈M)

を満たすものをいう．∇を省略して単にM と表す事もある．

有理型接続M は自然に D[1/z]加群の構造を持つ．微分作用素 P =
∑
ai

(
d
dz

)n−i
の u ∈M に対する作用は

Pu =
∑
ai∇n−iuで与えられる．逆に，K 上有限次元な任意の D 加群は有理型接続である．

e1, . . . , en をM のK 上の基底とし，

∇ei = −
∑

j

aji(z)ej , A = (aij(z)) ∈ End(n,K)

とすれば，u =
∑
ui(z)ei に対する ∇の作用は

∇u =
∑

i

dui

dz
−
∑

j

aij(z)uj(z)

 ei

となる．従って方程式 ∇u = 0を考える事と線型常微分方程式系

d

dz
U = AU

を考える事は同じであり，またこれにより n個の未知関数に対する同次線型常微分方程式系の同値類と K 上 n

次元の有理型接続の同型類は 1対 1に対応する．

2.2. 有理型接続の構成

与えられた有理型接続 (M,∇)に対し，その双対 (M∗,∇∗)が

M∗ = HomK(M,K), ⟨∇∗φ, u⟩ = −⟨φ,∇u⟩ (φ ∈M∗, u ∈M)

によって定まる．

(Mi,∇i) (i = 1, 2) を有理型接続とするとき，その直和 (M1 ⊕M2,∇1 ⊕∇2)，テンソル積 (M1 ⊗M2,∇1 ⊗
1 + 1 ⊗∇2)，そして (HomK(M1,M2),∇)が (∇φ)(u) = ∇2(φ(u)) − φ(∇1u)によって定まる．

(M1,∇1)から (M2,∇2)への射とは，K 線型写像 φ : M1 →M2 であって∇2φ = φ∇1 を満たすものをいう．

以上の構成法は，線型常微分方程式系の古典的な理論でもよく用いられる．例えば，基底を取る事でM から

定まる系に対し，その双対基底によってM∗ から定まる系はもとの系の随伴系と呼ばれる．

Mα を e ∈ M を基底とする 1 次元の有理型接続で接続 ∇ を z∇e = −αe で定めてできるものとすると，
M ⊗Mα に付随する系はもとの系 d

dzU = A(z)U を変数変換 V = zαU によって変換して得られる系となる．

また命題 1.9の証明で用いた系は HomK(M,M)に付随するものに他ならない．

2.3. 巡回元の構成

(M,∇)を K 上 n次元の有理型接続とする．v ∈ M がM の巡回元であるとは，v, ∇v, . . . , ∇n−1v が K

上M を張るときにいう．
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命題 2.1. 任意の有理型接続は巡回元を持つ．

証明. M の基底 e1, . . . , en を取り，
∇ei = −

∑
j

aji(z)ej

とする．また ϵ > 0を十分小さく取って aji(z)が Dϵ で有理型，D◦
ϵ 上正則であるとしておく．

今 a ∈ D◦
ϵ を任意に取って固定し，

ei =
n−i∑
k=0

(a− z)k

k!
∇kei

と定め，l ≤ n− iに対し∇lei を e1, . . . , en の線型結合で表した時の係数の z = aにおける値を見る．そのため

ここのみで用いる記号として，w =
∑

i ci(z)ei ∈M に対し (各 ci が aの周りで正則なとき) w(a) =
∑

i ci(a)ei

とおくと，

(∇lei)(a) =
n−i∑
k=0

l∑
j=0

(
l

j

)
1
k!

((
d

dz

)j

(a− z)k

)
(a) (∇k+l−jei)(a)

=
l∑

j=0

(
l

j

)
(−1)j(∇lei)(a) = 0

となる事が分かる．

この考察をもとに

v =
n∑

i=1

(z − a)i−1

(i− 1)!
ei

と定める．l ≤ n− 1のとき，

(∇lv)(a) =
n∑

i=1

l∑
j=0

(
l

j

)
1

(i− 1)!

((
d

dz

)j

(z − a)i−1

)
(a) (∇l−jei)(a)

=
l∑

j=0

(
l

j

)
(∇l−jej+1)(a) = el+1(a) = el+1

であるから，
v ∧∇v ∧ · · · ∧ ∇n−1v = h(z) e1 ∧ · · · ∧ en

によって有理型関数 h(z)を定めると，h(a) = 1が成立する．従って特に h(z)の z = 0における芽は 0でない．

故に v, ∇v, . . . , ∇n−1v はK 上線型独立，すなわち v は巡回元である．

系 2.2. 全てのK 上 n次元の有理型接続は有理型関数を係数とする n階単独線型常微分方程式 Pu = 0から誘

導される．言い換えれば，任意の (有理型関数を係数とする) n連立 1階線型常微分方程式は，ある n階単独線

型常微分方程式 Pu = 0に付随する系と同値である．

証明. v をM∗ の巡回元とし，

(∇∗)nv = −
n∑

i=1

bi(∇∗)n−iv

とする．このとき基底 v, ∇∗v, . . . , (∇∗)n−1v に関する ∇∗ の行列は

0 0 · · · 0 −bn
1 0 · · · 0 −bn−1

0 1
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

0 · · · 0 1 −b1


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となる．従ってM の双対基底における ∇の行列表示は
0 −1 0 · · · 0
0 0 −1
...

...
. . . . . .

0 0 · · · 0 −1
bn bn−1 · · · b1


となり，対応する系は

du1

dz
= u2, . . . ,

dun−1

dz
= un,

dun

dz
= −bnu1 − · · · − b1u

と書かれる．これは線型常微分方程式

Pu =
(
d

dz

)n

u+ b1

(
d

dz

)n−1

u+ · · · + bnu = 0

に付随する系に他ならない．

2.4. 確定特異点型接続

定義 2.3. 有理型接続M が確定特異点型であるとは，M のK 上の基底 e1, . . . en が存在して

z∇ei = −
∑

j

bji(z)ej (bij(z) ∈ O)

が成り立つ事をいう．

定理 1.6 より，上の条件は各 bij(z) が定数であるような基底の存在と同値である．更に行列 B = (bij) が

Jordan標準形で，その固有値の実部が [−1, 0)に属す事を要求する事もできる．

系 2.4. 有理型接続Mα,l を，e1, e2, . . . , el を基底とし接続 ∇を

z∇ei = αei + ei+1

によって定めたものとする．このとき任意の有理型接続M はMα,l 達の直和となる．

系 2.5. 全ての確定特異点型有理型接続は D 加群として有限生成である．

命題 2.6.
0 −−−−→ M ′ −−−−→ M −−−−→ M ′′ −−−−→ 0

を有理型接続の完全系列とする．このときM が確定特異点型である事とM ′, M ′′ がどちらも確定特異点型で

ある事は同値である．

証明. e1, . . . , en をM の基底でその内 e1, . . . , ek がM ′ の基底をなすものとする．この基底に付随する系

d

dz
U = AU (2.1)

の行列 A(z)は

A(z) =
(
A′ B
0 A′′

)
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とブロック三角行列で表される．従って系 (2.1)は次の 2つの系からなる連立系と同値である：

d

dz
U ′ = A′U ′ +BU ′′ (2.2)

d

dz
U ′′ = A′′U ′′. (2.3)

もしM が確定特異点型であるならば，定理 1.6より (2.1)の任意の解は穏やかな増大度を持つ．従って特に

上の連立系の解で U ′′ = 0を満たすもの，すなわち系 d
dzU

′ = A′U ′ の解は全て穏やかな増大度を持ち，また同

様に系 (2.3)の解も全て穏やかな増大度を持つ．従って定理 1.6よりM ′, M ′′ はどちらも確定特異点型である．

逆にM ′, M ′′ が確定特異点型であるとする．このとき必要ならば基底 ei を取り直す事で A′, A′′ はどちらも

極の位数が高々 1であるとして良い．定理 1.6より，系 (2.3)の任意の解 U ′′ は穏やかな増大度を持ち，故にこ

れに行列 B を掛けた BU ′′ も穏やかな増大度を持つ．示さなければならないのは，この状況で系 (2.2) の任意

の解 U ′ が穏やかな増大度を持つ事である．実際これが示されれば定理 1.6よりM は確定特異点型である事が

従う．

ST (z)を随伴系 d
dzV = −(A′)TV の基本解行列で，ある点 z0 ∈ D◦

ϵ において単位行列であるようなものとす

る．このとき与えられた U ′′ に対する系 (2.2)の解 U ′(z)は初期値を U ′(z0)として次式で与えられる：

U ′(z) = S−1(z)
(
U ′(z0) +

∫ z

z0

S(w)B(w)U ′′(w)dw
)
.

S(z)は穏やかな増大度を持つから，上式の第 2項も穏やかな増大度を持つ．従って U ′(z)も穏やかな増大度を

持つ．これで主張が示された．

■有理型接続の逆像 h : C → Cを正則関数の原点における 0でない芽とし，h(0) = 0とする．便宜上，hの

定義域に当たる複素平面の座標を z，行き先の複素平面における座標を w で表し，それぞれにおける構造層の

原点における茎を Oz, Ow で表す事にする．hによる逆像は写像 h∗ : Ow → Oz を定め，これによって Oz に

Ow 加群の構造が定まる事に注意する．

M を有理型接続 (行き先の複素平面の原点における芽と考えている) とすると，その逆像 h∗M が次のように

して定義される：h∗M はK = Oz[1/z]上のベクトル空間としては

Oz ⊗Ow M = Oz[1/z] ⊗Ow[1/w] M

で与えられ，その上の接続 ∇は

∇(f ⊗ u) =
df

dz
⊗ u+ f

dh

dz
⊗∇u (f ∈ Oz, u ∈M)

で与えられる．これは矛盾なく定まっている．実際 g ∈ Ow に対し，

∇(f ⊗ gu) =
df

dz
⊗ gu+ f

dh

dz
⊗∇(gu)

=
df

dz
⊗ gu+ f

dh

dz
⊗
(
dg

dw
u+ g∇u

)
=
[
df

dz
(g ◦ h) + f

dh

dz

(
dg

dw
◦ h
)]

⊗ u+ f
dh

dz
(g ◦ h) ⊗∇u

=
d(f (g ◦ h))

dz
⊗ u+ f (g ◦ h)dh

dz
⊗∇u

= ∇(f (g ◦ h) ⊗ u)
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となる．またこれが Leibniz則を満たす事は次のようにして確かめられる：

∇(fg ⊗ u) =
d(fg)
dz

⊗ u+ fg
dh

dz
⊗∇u

=
(
df

dz
g + f

dg

dz

)
⊗ u+ fg

dh

dz
⊗∇u

=
df

dz
g ⊗ u+ f

(
dg

dz
⊗ u+ g

dh

dz
⊗∇u

)
=
df

dz
(g ⊗ u) + f∇(g ⊗ u).

ただし上の計算では g ∈ Oz としている．

e1, . . . , en をM の基底とすると 1 ⊗ e1, . . . , 1 ⊗ en は h∗M の基底であり，また ∇ei = −
∑

j aji(w)ej とす

ると，

∇(1 ⊗ ei) = −dh
dz

⊗
∑

j

aji(w)ej

= −
∑

j

dh

dz
aji(h(z))(1 ⊗ ej)

となる．従って，M に付随する系が d
dwV = A(w)V ならば，h∗M に付随する系は d

dzU = dh
dzA(h(z))U とな

る．これは変数変換 w = h(z)による微分方程式の変換に他ならない．

A(w)の極の位数が 1以下である事と dh
dzA(h(z))の極の位数が 1以下である事は同値であるから，次の命題

が直ちに得られる：

命題 2.7. 有理型接続M が確定特異点型である事と h∗M が確定特異点型である事は同値である．

■有理型接続の順像 hを先と同じものとし，(N,∇)を有理型接続とする．今回はこれを hの定義域に当たる

複素平面の原点における芽と考える．このとき N の順像 h∗N が次のようにして定まる：h∗N はベクトル空間

としては N 自身を h∗ : Ow → Oz によって Ow[1/w]上のベクトル空間とみなしたものであり，その上の接続

∇∗ は

∇∗u =
1
h′
∇u (u ∈M)

で与えられる．ただし h′ は dh/dz の原点における芽を表す．g ∈ Ow[1/w]に対し

∇∗(g · u) =
1
h′
∇((g ◦ h)u)

=
1
h′

(
dg

dw
◦ h
)
h′u+

1
h′

(g ◦ h)∇u

=
dg

dw
· u+ g · ∇∗u

となるから，∇∗ は確かに Leibniz則を満たしている．

命題 2.8. 有理型接続 N が確定特異点型である事と h∗N が確定特異点型である事は同値である．

証明. 座標変換により w = h(z) = zk として良い．まず N が確定特異点型であると仮定する．定義から，N の

基底 e1, . . . , en で
z∇ei = −

∑
j

bjiej , bji ∈ Oz

となるものが存在する．
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今 er
i = zrei とおくと，{ er

i | i = 1, . . . , n, r = 0, . . . , k − 1 }は h∗N の基底をなす．また

w · ∇∗e
r
i =

h

h′
∇(zrei)

=
z

k
(rzr−1ei + zr∇ei)

=
1
k

rer
i −

∑
j

zrbjiej


であり，zrbji(z)ej を er

i 達の Ow[1/w]線型結合で表した時の係数は Ow に属す．従って h∗N も確定特異点型

である．

逆に h∗N が確定特異点型であるとすると，命題 2.7より h∗h∗N は確定特異点型である．一方，写像

N → h∗h∗N ; u 7→
k−1∑
i=0

z−i ⊗ ziu

は有理型接続の間の単射である．実際これが単射である事は明らかで，接続を保つ事は次のようにして確かめら

れる：

k−1∑
i=0

∇(z−i ⊗ ziu) =
k−1∑
i=0

((−i)z−i−1 ⊗ ziu+ kzk−1z−i ⊗∇∗(ziu))

= −
k−1∑
i=0

iz−i−1 ⊗ ziu+ k

k−1∑
i=0

zk−i−1 ⊗ 1
kzk−1

(izi−1u+ zi∇u)

= −
k−1∑
i=0

iz−i−1 ⊗ ziu+
k−1∑
i=0

z−i−1 ⊗ (iziu+ zi+1∇u)

=
k−1∑
i=0

z−i−1 ⊗ zi+1∇u

= z−k ⊗ zk∇u+
k−2∑
i=0

z−i−1 ⊗ zi+1∇u

= 1 ⊗∇u+
k−1∑
i=1

z−i ⊗ zi∇u

=
k−1∑
i=0

z−i ⊗ zi∇u.

故に命題 2.6より N は確定特異点型である．
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第 II部

確定特異点型接続

3. 序

X を複素多様体とする．本章では，複素多様体に対し常に連結性，パラコンパクト性を仮定する．OX を X

上の正則関数のなす層，p ∈ Z≥0 に対し Ωp
X を X 上の p次正則微分形式のなす層とする．F を X 上のベクト

ル束，すなわち有限階数の局所自由 OX 加群とする．

F 上の接続とは，CX 線型な射 ∇ : F → Ω1
X ⊗OX F で Leibniz則

∇(φf) = dφ⊗ f + φ∇f (f ∈ F, φ ∈ OX)

を満たすものの事であった．接続∇は各 p ∈ Z≥0 に対し CX 線型な射∇ : Ωp
X ⊗OX F → Ωp+1

X ⊗OX F で条件

∇(ω ⊗ f) = dω ⊗ f + (−1)pω ∧∇f (f ∈ F, ω ∈ Ωp
X)

を満たすものを一意的に定める．接続 ∇は ∇2 = 0を満たすとき可積分であるという．本章では可積分接続し

か扱わない．そこで次節以降，可積分接続を単に接続と呼ぶ事にする．

X 上に 2つの接続 (F,∇), (G,∇)が与えられたとき，F から Gへの OX 加群準同型で ∇と可換なものを接
続 (F,∇)から (G,∇)への射という．

可積分接続に関する次の結果は非常に基本的である．

定理 3.1. 可積分接続 (F,∇)に対し，F の水平切断のなす層，すなわち F の切断 f で∇f = 0を満たすものの

なす層を F∇ で表すとき，次が成立する．

(i) F∇ は局所的に Cm
X (ただし mは F の階数) と同型である．すなわち F∇ は X 上の階数 mの局所系と

なる．

(ii) 関手 (F,∇) 7→ F∇ によって，X 上の可積分接続のなす圏と X 上の局所系のなす圏は同値である．

証明. まず (i)を n = dimX に関する帰納法で示そう．n = 1の場合は，線型常微分方程式の解の存在と一意性

の定理から明らかである．n > 1とし，n− 1まで主張が正しいと仮定する．問題は局所的なので，X は Cn 内

の多重円盤 ∆n = { (z1, . . . , zn) ∈ Cn | |zi| < ϵ }，F はその上の自明束としてよい．このとき ∇ = d− Aとし

てX 上の行列値 1次微分形式 Aが定まる．A =
∑

iA
idzi としよう．すると F の切断 f に対する条件∇f = 0

は次のように書き表される：
∂f

∂zi
= Aif, i = 1, 2, . . . , n.

示すべきは，任意のm次元ベクトル f0 = t(f1
0 , . . . , f

m
0 )に対し，f0 を初期値とする上の微分方程式系の解 f が

一意的に存在する事である．

帰納法を適用するため，A′
i(z2, . . . , zn) = Ai(0, z2, . . . , zn)として ∆n−1 上で次の方程式系を考える：

∂f

∂zi
= A′

if, i = 2, . . . , n.

これは ∆n−1 上の接続 ∇′ = d −
∑

i≥2A
′
idzi に関する水平切断の方程式に他ならない．∇の可積分性から ∇′

も可積分であるから，帰納法の仮定により初期値を f0とする上の微分方程式系の解 f ′(z2, . . . , zn)が一意的に存

在する．そこで (z2, . . . , zn)を任意に固定し，初期値を f ′(z2, . . . , zn)とする線型常微分方程式 ∂f/∂z1 = A1f

の一意的な解を f とする．パラメータ付き微分方程式の解のパラメータへの依存に関する定理により f はX 上
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正則であり，作り方から条件

∂f

∂z1
= A1f,

∂f

∂zi

∣∣∣∣
z1=0

= Aif |z1=0, i = 2, . . . , n

を満足する．ここで 2番目の式が z1 ̸= 0でも成立する事を示す．任意の i ≥ 2を 1つ固定し g = ∂f/∂zi −Aif

とおく．g の z1 に関する偏微分を計算すると

∂g

∂z1
=

∂2f

∂z1∂zi
− ∂Ai

∂z1
f −Ai

∂f

∂z1

=
∂2f

∂z1∂zi
− ∂Ai

∂z1
f −AiA1f

となるが，ここで可積分条件 ∇2 = 0から従う等式

∂Ai

∂z1
− ∂A1

∂zi
= [A1, Ai]

を用いると

∂g

∂z1
=

∂2f

∂z1∂zi
− ∂A1

∂zi
f −A1Aif 　

=
∂

∂zi

(
∂f

∂z1
−A1f

)
+A1

(
∂f

∂zi
−Aif

)
= A1g

を得る．すなわち，(z2, . . . , zn) を任意に固定して g を z1 の関数とみなせば，これは線型常微分方程式

∂g/∂z1 = A1gの解である．これの初期値は 0であるから，一意性定理より g ≡ 0，すなわち ∂f/∂zi −Aif ≡ 0

でなければならない．故に f は f(0) = f0 を満たす ∇の水平切断である．f の一意性の証明は容易なので割愛
する．

(ii) の証明は，逆の対応を与えるに留める (残りの部分の証明は容易である)．X 上の局所系 V に対し

F = OX ⊗CX
V とおき，F 上の接続を

∇(φ⊗ v) = dφ⊗ v

によって定めれば，(F,∇)は X 上の可積分接続である．これが逆の対応を与える．

注意 3.2. 接続の概念は F が一般の連接 OX 加群の場合でも定義する事ができるが，接続が存在すれば F は自

動的に局所自由となってしまう事が知られている．

局所系を考える事は基本群の有限次元表現を考える事と同値である．より正確に言えば，任意の a ∈ X に対

し，X 上の局所系のなす圏と基本群 π1(X, a)の有限次元複素表現のなす圏の間には自然な同値が存在する．

さて X を C上の非特異射影代数多様体とし，Xan をそれに付随する複素多様体とする．i : Xan → X を自

然な包含写像とすると，GAGAにより関手 F 7→ F an = OXan ⊗i−1OX
i−1F は X 上のベクトル束のなす圏と

Xan 上のベクトル束のなす圏の間の圏同値を与える．この対応によって，それぞれの上の (可積分) 接続も対応

する事を示そう．今 Λ1
X = OX ⊕ (Ω1

X)∨ に両側 OX 加群の構造を

a · (φ, v) = (aφ, av), (φ, v) · a = (aφ+ ⟨da, v⟩, av)

によって定める．すると F 上の接続 ∇ : F → Ω1
X ⊗ F と OX 加群準同型 Φ: Λ1

X ⊗ F → F で合成

F = OX ⊗ F → Λ1
X ⊗ F

Φ−→ F

(ただし左側は自然な射) が恒等射であるようなものは，次式によって 1対 1対応する：

Φ
(
(φ, v) ⊗ f

)
= φf + ∇vf.
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ここで ∇vf は v ∈ (Ω1
X)∨ が与える射 Ω1

X ⊗ F → F で ∇f を移したものである．GAGAによって上のような

Φと OXan 加群準同型 Φan : Λ1
Xan ⊗ F an → F an で合成 F an → Λ1

Xan ⊗ F an Φan

−−→ F an が恒等射となるものが

1対 1対応し，更にこのような Φan は F an 上の接続∇an と 1対 1対応する．故に F 上の接続と F an 上の接続

は 1対 1対応する．またこの対応によって可積分性が保たれる事は明らかである．

従って，最終的にX 上の可積分接続のなす圏とXan 上の局所系のなす圏の間の同値が得られた事になる．本

章における 1つの目標は，X が非射影的 (更には非固有) な非特異代数多様体の場合にこれと同様の結果を得る

事にある．先走って言えば，この場合接続に対し確定特異点型と呼ばれる条件を付ける事で同様の結果が得ら

れる．

4. 有理型接続

X を複素多様体，Y をX の因子とする．X 上の有理型関数で Y 上にのみ極を許したもののなす層を OX [Y ]

で表す．φを Y の局所定義方程式とすると局所的に OX [Y ] = OX [φ−1] ≃ OX [t]/OX [t](tφ − 1) であるから，

OX [Y ]は環の層として連接である．

定義 4.1. 連接 OX [Y ]加群 F̃ と CX 準同型 ∇ : F̃ → Ω1
X ⊗OX F̃ で条件

(i) (Leibniz則) ∇(φf) = dφ⊗ f + φ∇f (f ∈ F, φ ∈ OX [Y ]) ,

(ii) (可積分条件) ∇2 = 0

を満たすもののなす組 (F̃ ,∇)を X 上の Y に沿った有理型接続と呼ぶ．

簡単のため，∇ を省略して単に F̃ で有理型接続を表してしまう事がある．また F = F̃ |X−Y とおく事が多

い．注意 3.2より F は X − Y 上のベクトル束となる事に注意する．

連接 OX 加群 F̃ 及び F = F̃ |X−Y 上の接続 ∇が与えられているとすると，後に示す命題 4.3より，∇の F̃

全体への (有理型接続としての) 拡張は存在すれば一意的である．

定義 4.2. ある連接 OX 加群 Gが存在して F̃ = OX [Y ] ⊗OX Gとなるとき，F̃ は効果的であるという．

命題 4.3. 連接 OX [Y ]加群 F̃ で台を Y に持つようなものは 0のみである．

証明. φ を Y の局所定義方程式とする．F̃ の任意の切断 s に対し連接 OX 加群 OXs を考えると，仮定及び

Hilbertの零点定理から十分大きな N > 0で φNs = 0が成り立つ事が分かる．故に s = 0である．

上の命題からの系として次が得られる：

命題 4.4. 有理型接続 F̃ は OX [Y ]加群として反射的である．

注意 4.5. 有理型接続の概念は Y が一般の解析的閉集合の場合にも考える事ができるが，次のような理由によ

り Y が因子の場合に帰着されてしまう：もし codimY ≥ 2ならば，X の基本群とX − Y の基本群は一致する．

従って定理 3.1により X − Y 上の任意の接続は X 上に一意的に拡張される．

5. 確定特異点型接続

前節のように，Y を X の因子，(F̃ ,∇)を X 上の Y に沿った有理型接続とする．

複素多様体 Z，及び射 u : Z → X で u−1(Y )が Z の因子になっているようなものに対して，Z 上の u−1(Y )
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に沿った有理型接続 u∗(F̃ ,∇)を定義しよう．まず

OZ [u−1(Y )] ≃ OZ ⊗u−1OX
u−1OX [Y ]

となる事に注意する．実際，φを Y の局所定義方程式とすれば，局所的にはOX [Y ] = OX [φ−1], OZ [u−1(Y )] =

OZ [(u∗φ)−1] となる事から上式は直ちに従う．そこで u∗F̃ := OZ ⊗u−1OX
u−1F̃ と定める．上で注意した事か

らこれには (連接) OZ [u−1(Y )]加群の構造が自然に定まる事が分かる．

次に u∗F̃ 上の接続 u∗∇を定めるため，点 a ∈ Z における局所座標 (z1, . . . , zp)及び点 b = u(a) ∈ X におけ

る局所座標 (x1, . . . , xn)を取る．ψ ⊗ f ∈ OZ,a ⊗OX,b
F̃b = (u∗F̃ )a に対し

(u∗∇)(ψ ⊗ f) = dψ ⊗ u∗f + ψ
∑

i

dui ⊗ u∗fi, fi = ∇ ∂
∂xi

f, ui = xi ◦ u

とおけば (ただし u∗f = 1 ⊗ f ∈ F̃b = (u∗F̃ )a)，次を確かめる事ができる：

(i) 上式は well-definedな射 (u∗F̃ )a → Ω1
Z,a ⊗OZ,a (u∗F̃ )a を定める；

(ii) この定義は座標系の取り方に依らない．

((i)の証明は uが閉埋め込みの場合と射影の場合に分けて行えばよい．) またこれが Leibniz則及び可積分条件

を満足する事は容易に確かめられる．

以上により Z 上の u−1(Y )に沿った有理型接続 u∗(F̃ ,∇)が定まる．そこで特に Z として円盤D = { z ∈ C |
|z| < r } を取り，u−1(Y ) = 0を満たす射を考える．このとき u∗(F̃ ,∇)の 0 ∈ Dにおける芽は 2.1節の意味の

有理型接続を定める．

定義 5.1. (F̃ ,∇)が確定特異点型であるとは，任意の円盤 D からの任意の射 u : D → X で u−1(Y ) = {0}を
満たすものに対し u∗(F̃ ,∇)が確定特異点型である事をいう．

dimX = 1の場合，命題 2.7より上の定義は定義 2.3と同値になる．

命題 5.2. (i) 0 → (F̃ ,∇) → (G̃,∇) → (H̃,∇) → 0を完全列とするとき，(F̃ ,∇)と (H̃,∇)が確定特異点型で

ある事と (G̃,∇)が確定特異点型である事は同値である．

(ii) (F̃ ,∇)と (G̃,∇)が確定特異点型であれば (F̃ ⊗ G̃,∇)及び (Hom(F̃ , G̃),∇)も確定特異点型である．

(iii) Z を複素多様体とし u : Z → X を u−1(Y )が因子になるような射とする．もし (F̃ ,∇)が確定特異点型

ならば，u∗(F̃ ,∇)も確定特異点型である．

証明. (i)は命題 2.6から従う．(ii)を示そう．Z を複素多様体，u : Z → X を u−1(Y )が因子になるような射

とすると，明らかに u∗(F̃ ⊗ G̃) = u∗F̃ ⊗ u∗G̃となる．また

u∗Hom(F̃ , G̃) = Hom(u∗F̃ , u∗G̃)

となる事は，左側から右側への自然な射が Y の外で同型である事と命題 4.3から従う．故に (ii)は dimX = 1

の場合に帰着され，この場合の証明は容易である．(iii)は明らかである．

6. 正規交叉因子

この節では Y を X の正規交叉因子とする．

G を X 上のベクトル束とし，OX [Y ] ⊗OX G 上の接続 ∇ を考える，すなわち (OX [Y ] ⊗ G,∇) を X

上の Y に沿った有理型接続とする．点 a ∈ Y の近傍において座標系 (x1, . . . , xn) を取り Y を局所的に
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x1 · · ·xp = 0 (1 ≤ p ≤ n)と表し，またその近傍上で Gの基底 g1, . . . , gm を取っておく．このとき aの近傍上

の行列値 1次微分形式 ω =
∑
Nkdxk, N

k = (nk
ij) が次式によって定まる：

∇gj =
∑
i,k

nk
ij dxk ⊗ gi.

定義 6.1. 次の条件が満たされるとき，∇は aにおいて Gに関し対数型の極を持つという：

• k ≥ p+ 1のとき Nk は正則，かつ

• k ≤ pのときMk = xkN
k は正則である．

この定義は座標系及び基底の取り方に依らないが，Gの取り方には依存する．すなわち，OX [Y ]⊗OX Gの局

所自由 OX 部分加群 G′ で OX [Y ]上全体を生成するものを取り，G′ の基底に関して ∇が与える行列値微分形
式 ω′ を考えると，ω が定義 6.1の条件を満足しても ω′ が満足するとは限らない．

Y1, . . . , Yp をそれぞれ x1 = 0, . . . , xp = 0で定義される aの近傍上の因子とする．このとき ∇の Yk 上の基

底 {gi}に関する留数を行列Mk|Yk
で定める．これは座標系の取り方には依存しない．実際，x′1, . . . , x

′
n を別の

座標系で Y が x′1 · · ·x′q = 0で表されているとすると，p = q でなければならず，更に適当に座標の添え字を置

換して Yk = {x′k = 0}とできる．従って x′k/xk は可逆な正則関数であり，故に

dx′k
x′k

=
dxk

xk
+ (正則微分形式)

となる．これから結果が従う．

Gの基底の取り替えによる振る舞いをみる事により，Yk における留数は EndG|Yk
の (基底に依らない) 切断

ResYk
∇を与える事が分かる．可積分条件 dω + ω ∧ ω = 0を Nk で表した等式

∂N i

∂xj
− ∂N j

∂xi
= [N i, N j ]

において，Yi ∩ Yj の近くで両辺を xi と xj で Laurent展開し x−1
i x−1

j の係数を比較する事により，Yi ∩ Yj 上

で次式が成り立つ事が分かる：
[ResYi ∇,ResYj ∇] = 0.

簡単のため i = 1とする．Y1 −
∪

j ̸=1 Yj 上で ω は

ω =
M1

x1
dx1 +

n∑
i=2

N idxi

と表される．ここで
M

1
= M1|Y1 , N

j
= N j |Y1 (j ≥ 2)

とおくと，可積分条件から

∂N
j

∂xk
− ∂N

k

∂xj
= [N

j
, N

k
] (j, k ≥ 2),

∂M
1

∂xj
= [M

1
, N

j
] (j ≥ 2)

を得る．最初の式は
∑n

j=2N
j
dxj で与えられる G|Y1 上の接続が可積分である事を意味し，2番目の式はこの接

続が与える EndG|Y1 上の接続に関してM
1

= ResY1 ∇が水平切断である事を意味している．故に，Y1 が連結

ならば (aの近傍を取り替える事でこれは満たされる) ResY1 ∇の共役類は Y1 −
∪

j ̸=1 Yj 上一定である．特に

ResY1 ∇の固有値は Y1 −
∪

j ̸=1 Yj 上一定であり，連続性から Y1 全体でも一定である事が分かる．

今射影 C → C/Zの切断 τ を取り固定する．次の定理がこの節の主結果である．
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定理 6.2. Y を X の正規交叉因子とし，(F,∇)を X − Y 上の接続とする．このとき局所自由 OX 加群として

の F の拡張 Gで次の条件を満足するものが一意的に存在する：

(i) ∇は Gに関して対数型の極を持つ；

(ii) ∇の Gに関する留数の固有値は τ の像に属す．

一意性の主張より，この結果は局所的に示せば十分である．従って X は多重円盤 { |xi| < ri }，Y は方程式
x1 · · ·xp = 0で定義されていると仮定してよい．p = 0の場合は主張は自明なので，1 ≤ p ≤ nとする．

■存在性の証明. a ∈ X − Y を固定する．3 節で述べた通り，(F,∇) はそのモノドロミーで決まる．今

π1(X −Y, a)は Zp と同型であり，その (自由) 生成元は Y1, . . . , Yp の周りをそれぞれ回る閉曲線で与えられる．

故に π1(X − Y, a)のm次元複素表現を与える事と，p個の GL(m,C)の元の組 (C1, . . . , Cp)で [Ci, Cj ] = 0を

満たすものを与える事は同値である．従って主張の存在性を示すには，そのような組 (C1, . . . , Cp)が与えられ

たとき，条件 (i)及び (ii)を満たす (G,∇)で (C1, . . . , Cp)をモノドロミーとして持つものの存在を示せばよい．

補題 6.3. 行列 Γ1, . . . ,Γp ∈ End(Cm)で次の条件を満足するものが一意的に存在する：

(i) exp(−2π
√
−1Γj) = Cj ;

(ii) Γj の固有値は τ の像に属す．

更に，このような Γj 達は互いに可換である．

この補題 (証明は容易なので省略する) の Γj を用いて

G = O⊕m
X , ω =

p∑
j=1

Γj
dxj

xj

とおけば結果を得る．

■一意性の証明. 次を示せばよい：(G,∇) は上で与えられた G = O⊕m
X , ω =

∑p
j=1 Γjdxj/xj とする．条

件 (i)及び (ii)を満たす (G′,∇′)があり，X − Y 上で同型 u : (G′,∇′) → (G,∇)が存在したとする．すると u

は X 上の同型に拡張される．

X を必要なら小さくする事で，G′はX 上自由であると仮定してよい．G′の基底を取り，それを用いて∇′から

定まる行列値微分形式を ω′とする．すると同型 uはX−Y 上の可逆行列値正則関数 Sで ω′ = S−1ωS+S−1dS

を満たすもので与えられる．このとき S 及び S−1 が X 上で正則である事を示せばよい．

S に関して主張を示そう (S−1 に関しても同様である)．関係式を書き換えると dS = Sω′ − ωS となる．

Hartogの定理より，Sが Yi−
∪

j ̸=i Yj 上正則である事を示せばよい．簡単のため i = 1とし，点 b ∈ Y1−
∪

j ̸=1 Yj

を取る．すると X − Y 上 bの近傍で ω′ は

ω′ =
M ′

1

x1
dx1 +

n∑
i=2

N ′
idxi

と表される．ただしM ′
1, N

′
i は正則である．これを関係式に代入して dx1 の係数をみると

x1
∂S

∂x1
= SM ′

1 − Γ1S

が得られる．故に X − Y 上 bの近傍で

|x1|
∥∥∥∥ ∂S∂x1

∥∥∥∥ ≤ C ∥S∥

が成立する．定理 1.6の証明と同様，Grönwallの不等式を用いて上の不等式から S が bの近傍で有理型である

事を示すことが出来る．
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S が実際に正則である事をみるため，まず S を S =
∑
Skx

k
1 と Laurent展開し，

p = inf{ k | Sk ̸= 0 }, M
′
1 = M ′

1(0, x2, . . . , xn)

とおく．すると関係式 dS = Sω′ − ωS から

pSp = SpM
′
1 − Γ1Sp

が得られる．Γ1 及びM
′
1 はどちらも固有値を τ の像内に持っているため，補題 1.12より p = 0でなければな

らない．故に S は bにおいて正則である．

7. Riemann-Hilbert対応

X を複素多様体，Y を X の因子とする．この節では以下の 3つの定理を同時に示す．

定理 7.1. 関手 (F̃ ,∇) 7→ (F̃ ,∇)|X−Y は X 上の Y に沿った確定特異点型有理型接続のなす圏と X − Y 上の

接続のなす圏の間の同値を与える．

定理 7.2. (F̃ ,∇)をX 上の Y に沿った有理型接続とする．U を Yreg の開集合で Yreg の全ての連結成分と交わ

るものとし，D を円盤，v を U ×D から U の近傍への同型射で，U × {0} = U 上の恒等写像を導くようなも

のとする．このとき任意の y ∈ U に対し (v∗∇)|{y}×D が確定特異点型ならば，∇は確定特異点型である．

定理 7.3. (i) 任意の確定特異点型有理型接続は効果的である．

(ii) 次のような可換図式が与えられたとする：

Y1

�

� � //

��

X1

π

��
Y

� � // X.

ここで π は固有射，π−1(Y ) = Y1 であり，π : X1 − Y1 → X − Y は双正則と仮定する．このときもし (F̃ ,∇)

が X1 上の Y1 に沿った確定特異点型有理型接続ならば，(π∗F̃ , π∗∇)も同じ性質を持つ．

まず始めに次の補題を示す．この補題から定理 7.1の関手が本質的全射である事が従う．

補題 7.4. (F,∇)を X − Y 上の接続とする．このとき X 上の Y に沿った有理型接続としての (F,∇)の拡張

(F̃ ,∇)で

(i) F̃ は効果的，かつ

(ii) (F̃ ,∇)は確定特異点型

であるようなものが存在する．

証明. 広中の特異点解消定理より，複素多様体 X1 及び固有射 π : X1 → X で，π−1(Y ) = Y1 が X1 の正規交

叉因子で π : X1 − Y1 → X − Y が双正則となるようなものが存在する．(F,∇)を X1 − Y1 上の接続とみなす

と，定理 6.2より局所自由 OX1 加群としての F の拡張 Gで ∇が Gに関して対数型の極を持つようなものが

存在する．Grauertの定理より，このとき順像 π∗Gは F の連接 OX 加群としての拡張となっている．そこで

F̃ = OX [Y ]⊗OX
π∗Gとおけば，F̃ は効果的で∇は F̃ 上の有理型接続に拡張される．後は (F̃ ,∇)が確定特異

点型である事を示せばよい．

Dを円盤，u : D → X を射で u−1(Y ) = {0}となるものとする．すると πは固有であるから，射 v : D → X1

で π ◦ v = uを満たすものが存在する．そこで G̃ = OX1 [Y1] ⊗OX1
Gとおく．∇は Gに関して対数型の極を
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持つため v∗(G̃,∇)は確定特異点型である．一方自然な射 π∗π∗G → Gは Y1 の外で同型であるから，命題 4.3

よりこれは同型 π∗F̃ → G̃を導く．故に u∗(F̃ ,∇) = v∗(G̃,∇)であり，u∗(F̃ ,∇)が確定特異点型である事が従

う．

注意 7.5. 上の証明の議論から，定理 7.3の (i)から (ii)が導かれる事が分かる (証明の要は π∗F̃ の連接性であ

り，これは F̃ が効果的である事と Grauertの定理から従う)．

残りの証明は次の補題からの帰結である．

補題 7.6. 定理 7.2 の仮定の下で，全ての水平切断 f ∈ Γ(X − Y, F̃∇) は有理型，すなわち F̃ の大域切断で

ある．

f ∈ Γ(X − Y, F̃∇)とする．定理 1.6より任意の y ∈ U に対し v∗f |{y}×D は有理型である．従って，上の補

題を示すには次の主張を示せば十分である．

主張 7.7. f ∈ Γ(X − Y, F̃∇)とし，任意の y ∈ U に対し v∗f |{y}×D は有理型であるとする．すると f は有理

型である．

命題 4.4より F̃ は反射的であるから，f が点 b ∈ Y において有理型である事を示すには任意の g ∈ F̃∨
b に対

し ⟨f, g⟩が有理型である事を示せば十分である．従って上の主張は F̃ = OX [Y ]の場合に帰着される．この場合

の証明を次の 3段階に分けて証明する：

(i) f は U 上有理型である．

(ii) f は Yreg 上有理型である．

(iii) f は Y 上有理型である．

■(i)の証明. b ∈ U とする．bを原点とする局所座標系 x1, . . . , xn を取って Y が局所的に x1 = 0と表される

ようにする．f が有理型である事を示すため，半径が十分小さい b中心の多重円盤 V において f を次のように

Laurent展開する：

f =
∞∑
−∞

hp(x2, . . . , xn)xp
1.

仮定より，(x2, . . . , xn)を固定したとき hは x1について有理型関数である．従って任意の (x2, . . . , xn) ∈ V ∩Y
に対しある q が存在して hp(x2, . . . , xn) = 0が任意の p ≤ q で成り立つ．そこで

Wq = { (x2, . . . , xn) ∈ V ∩ Y | hp(x2, . . . , xn) = 0 (p ≤ q) }

とおくと，これは V ∩ Y の閉集合であり，今述べた事から
∪

q Wq = V ∩ Y となる．故に Baireの定理よりあ

るWq0 は内点を持つが，解析接続によりそれはWq0 = V ∩ Y を意味する．従って f は有理型である．

■(ii) の証明. U ′ ⊂ Yreg を f がそこで有理型であるような点全体とする．すると U ′ は明らかに開集合であ

り，また (i)及び仮定より Yreg の全ての連結成分と交わる．故に後は U ′ が閉集合である事を示せばよい．これ

は (i)と同様の解析接続の議論から従う．

■(iii)の証明. b ∈ Y − Yreg とすると，f は bの近傍内の余次元 2以上の部分を除いて有理型である．従って

Hartogの定理より f は bにおいても有理型である．

以上で主張 7.7及び補題 7.6が示された．

定理 7.1の証明. 定理の関手が本質的全射である事は既に示した．そこでこれが充満忠実である事を示す．こ

の主張を示すには，(F̃ ,∇), (G̃,∇)を確定特異点型有理型接続とし，射 (F̃ ,∇)|X−Y → (G̃,∇)|X−Y が与えら
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れているとき，この射が X 上の射に拡張される事を示せばよい (一意性は明らかである)．これは任意の切断

f ∈ Γ(X − Y,Hom(F̃ , G̃)∇)が Γ(X,Hom(F̃ , G̃)∇)の元に拡張される事と同値であり，故に命題 5.2の (ii)と

補題 7.6から従う．

定理 7.2, 7.3の証明. 定理 7.2 の仮定を満たす (F̃ ,∇) を取り，(G̃,∇) を補題 7.4 によって与えられる

(F̃ ,∇)|X−Y の確定特異点型有理型接続としての拡張とする．(F̃ ,∇) と (G̃,∇) は X − Y 上で同型であ

る．その同型射が与える Γ(X − Y,Hom(F̃ , G̃)∇)の元を f とする．G̃は確定特異点型であるから特に定理 7.2

の仮定を満たし，故に命題 5.2の (ii)より Hom(F̃ , G̃)も同じ性質を持つ．よって補題 7.6より，f は有理型，

すなわち Hom(F̃ , G̃)の大域切断に拡張される．同様に f−1 も拡張される．故に f は (F̃ ,∇)と (G̃,∇)の間の

同型射を与える．従って (F̃ ,∇)は確定特異点型である．以上で定理 7.2が示された．

更に G̃は効果的である故，F̃ もまた効果的である．これで定理 7.3の (i)が示された．また注意 7.5で述べ

た通り (ii)は (i)から従う．以上で定理 7.3が示された．

注意 7.8. Y は正規交叉因子であると仮定する．X 上のベクトル場のなす層 ΘX の部分層 ΘX,Y を

ΘX,Y = { θ ∈ ΘX | θI ⊂ I }

で定める．ただし I は Y の定義イデアルである．このとき X 上の Y に沿った有理型接続 (E,∇)に対し次の

条件は同値となる：

(i) E は確定特異点型である．

(ii) E は ΘX,Y の作用で不変な連接 OX 部分加群の和で表される．

証明. (i) =⇒ (ii)．定理 7.1及び定理 6.2より，C → C/Zの各切断 τ に対し E の局所自由OX 部分加群Gτ が

一意的に存在し，∇は Gτ に関して対数型の極を持ちその留数の固有値は τ の像に属す．このとき E =
∪

τ Gτ

となる事を容易に示す事ができる．Gτ は ΘX,Y の作用で不変であるから結果が従う．

(ii) =⇒ (i)．定理 7.2より dimX = 1の場合に示せばよいが，この場合は確定特異点の定義から従う．

8. 比較定理

前節と同様 X を複素多様体，Y を X の因子とし，

X

X − Y

j
;;wwwwwwwww

Y

i

``@@@@@@@@

をそれぞれ自然な包含射とする．X 上の Y に沿った確定特異点型有理型接続 (F̃ ,∇)に対し，その de Rham

複体 DR F̃ を
DR F̃ = (Ω•

X ⊗OX
F̃ ,∇)

で定める．

定理 8.1 (Grothendieck-Deligne). Db(CX)における自然な射

DR F̃ → Rj∗j∗ DR F̃ (8.1)

は同型である．

証明を与える前に主張に関して追記しておく．
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注意 8.2. 複体 j∗ DR F̃ = DR j∗F̃ は F̃ |X−Y = F の de Rham複体に他ならない．Poincaréの補題よりこれ

のコホモロジー層は V = F∇ であり，故に Db(X − Y,CX−Y )において j∗ DR F̃ = V が成立する．よって

H∗(X,Rj∗j∗ DR F̃ ) = R∗Γ(Rj∗V ) = H∗ ◦ R(Γ ◦ j∗)(V ) = H∗(X − Y, V )

となる．従って定理は自然な同型
H∗(X,DR F̃ ) ≃−→ H∗(X − Y, V ) (8.2)

が存在する事を示している．特に F̃ = OX [Y ], ∇ = dとおけば，Grothendieckの結果

H∗(X,DROX [Y ]) = H∗(X − Y,C)

を得る．

H0(X,DR F̃ ) = H0(X, F̃∇)であるから，(8.2)は次数 0に限れば補題 7.6から得られる事に注意する．

注意 8.3. Ωp
X−Y ⊗OX−Y F は j∗ に関し非輪状である．実際，点 a ∈ Y 及びその近傍 U で Steinであるような

ものを取ると，U − Y もまた Steinであるから，任意の q ̸= 0で

Hq(U − Y,Ωp
X−Y ⊗OX−Y

F ) = 0

となる．故に Stein近傍からなる基本系を取る事で Rqj∗(Ω
p
X−Y ⊗OX−Y

F )a = 0 (q ̸= 0)が得られる．

一般論により，この事実から Db(X,CX)において

Rj∗j∗ DR F̃ = Rj∗(Ω•
X−Y ⊗OX−Y

F,∇)

≃ (j∗(Ω•
X−Y ⊗OX−Y F ),∇) = (Ω•

X ⊗OX j∗j
∗F̃ ,∇)

= DR(j∗j∗F̃ )

が成り立つ事が従う．射 (8.1)に対応する射 DR F̃ → DR(j∗j∗F̃ )は自然な射 F̃ → j∗j
∗F̃ に DRを施して得ら

れるものに他ならない．

■定理 8.1 の証明. 定理の証明に入る．まず Y が正規交叉因子の場合に主張が帰着される事を示す．広中

の特異点解消定理により，複素多様体 X1 及び固有射 π : X1 → X で，π−1(Y ) = Y1 が正規交叉因子，かつ

π : X1 − Y1 → X − Y が双正則であるようなものが存在する．(F̃1,∇) = π∗(F̃ ,∇)とおく．これは命題 5.2よ

り確定特異点型である．

補題 8.4. (F1,∇)に対し定理の主張が正しいならば，(F,∇)に対しても正しい．

証明.
X1

X1 − Y1

j1

::vvvvvvvvv
Y1

i1

``AAAAAAAA

をそれぞれ自然な包含射とする．仮定より Db(X1,CX)において自然な射

DR F̃1 → R(j1)∗j∗1 DR F̃1

は同型である．これに Rπ∗ を適用すると，

Rπ∗ DR F̃1
≃−→ Rπ∗R(j1)∗j∗1 DR F̃1

が得られる．ここで X − Y と X1 − Y1 を π によって同一視すると，

Rπ∗R(j1)∗ = Rj∗, j∗1 DR F̃1 = j∗ DR F̃
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であるから，
Rπ∗R(j1)∗j∗1 DR F̃1 = Rj∗j∗ DR F̃

となる．従って Rπ∗ DR F̃1 が DR F̃ と同一視できる事を示せばよい．

まず自然な射 π∗(Ωp
X ⊗ F̃ ) → Ωp

X1
⊗ F̃1 は同型である．実際，両者は連接 OX1 [Y1]加群でX1 − Y1 上で一致

する．また Ωp
X ⊗ F̃ は効果的であるから Grauertの定理より Rqπ∗π

∗(Ωp
X ⊗ F̃ )は連接である．任意の q ̸= 0

に対しこれは Y の外で 0となるため，連接性から全体で 0となる．よって Rπ∗ DR F̃1 は (π∗π∗(Ω•
X ⊗ F̃ ),∇)

と同型である．自然な射 Ωp
X ⊗ F̃ → π∗π

∗(Ω•
X ⊗ F̃ ) は Y の外で同型であるから全体で同型であり，故に

Rπ∗ DR F̃1 ≃ DR F̃ となる．射の両立性に関する議論は省略する．

上の補題より Y が正規交叉因子である場合に定理を証明すればよい．主張は局所的であるから，X は Cn の

原点における芽，Y は x1 · · ·xp = 0 (1 ≤ p ≤ n)と仮定してよい．また F̃ は確定特異点型有理型接続のなす圏

の対象として単純であるとしてよい．そこで

F̃ = OX [Y ], ω =
p∑

i=1

λi
dxi

xi
, λi ∈ C, 0 ≤ Reλi < 1

とする．

∇i =

{
∂

∂xi
+ λi

xi
(i = 1, . . . , p),

∂
∂xi

(i = p+ 1, . . . , n)

とおけば，de Rham複体 DR F̃ の原点における芽は Koszul複体

K(∇1, . . . ,∇n;OX [Y ]0)

に他ならない．簡単のため
A = OX [Y ]0, B = (j∗j∗OX)0

とおく事にする．次の主張を示せば結果が従う．

主張 8.5. 自然な射
K(∇1, . . . ,∇n;A) → K(∇1, . . . ,∇n;B)

は擬同型である．

証明. 射の左側の複体は 2重複体 K(∇2, . . . ,∇n;A ∇1−−→ A) の単複体化と同一視でき，また右側も同様の表示

を持つ．そこで次の自然な射を考える：

[A ∇1−−→ A] −→ [B ∇1−−→ B]. (8.3)

f ∈ Aを Laurent展開し
f =

∑
fk(x2, . . . , xn)xk

1

とする．ここで
X ′ = {x1 = 0 } ⊂ X, Y ′ = {x2 · · ·xp = 0 } ⊂ X ′

とおけば，fk の住処は A′ = OX′ [Y ′]0 で与えられる ({fk}には然るべき収束条件が要請される)．この f に∇1

を施すと
∇1f =

∑
(k + λ1)fkx

k−1
1

となる．従って λ1 ̸= 0 の場合 ∇1 : A → A は同型であり，これは A を B に取り替えても正しい．故に複体

[A ∇1−−→ A], [B ∇1−−→ B]のコホモロジーは両者とも全て 0であり，従って射 (8.3)は擬同型である．これから主
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張が従う．λ1 = 0の場合，∇1 : A→ Aの核，余核はどちらも A′ に同型であり，複体 [A ∇1−−→ A]は [A′ 0−→ A′]

に擬同型となる．また B′ = B = (j∗j∗OX′)0 とおけば（j : X ′ − Y ′ → X ′ は包含射），同様の議論により

[B ∇1−−→ B]は [B′ 0−→ B′]に擬同型となる．故に主張を示すには自然な射

K(0,∇2, . . . ,∇n;A′) → K(0,∇2, . . . ,∇n;B′)

が擬同型である事を示せばよい．この議論を ∇2,∇3, . . . について繰り返していけば，結果が得られる．

9. 代数的な場合

9.1. 確定特異点型接続の定義

X を C上有限型の非特異代数多様体とし，(F,∇)を X 上の可積分接続とする．Xan, F an 等によって，対応

する複素解析的対象を表す事にする．(F,∇)が確定特異点型である事の定義を与えよう．

開埋め込み j : X → X で次の条件を満足するものを X の射影因子完備化と呼ぶ事にする：

(i) X は非特異射影代数多様体で，

(ii) X − j(X)は X の因子である．

射影因子完備化は少なくとも X がアファインであれば存在する (広中の定理)．このとき (j∗F )an は X
an
上の

Y an に沿った有理型接続である．

定義 9.1. X 上の可積分接続 (F,∇)が確定特異点型であるとは，X の任意のアファイン開部分集合 U とその

任意の射影因子完備化 j : U → U に対し，(j∗(F |U ))an が確定特異点型である事をいう．

上の定義に関しいくつか注意をする．

注意 9.2. (i) もし X 全体の射影因子完備化 j : X → X が存在し，(j∗F )an が確定特異点型であれば，他の任

意の射影因子完備化 j′ : X → X
′
に対しても (j′∗F )an は確定特異点型である．実際，その場合は更に別の射影

因子完備化 j′′ : X → X
′′
及び可換図式

X

X

j
??~~~~~~~~

j′
��?

??
??

??
?

j′′
//
X

′′

k

``BBBBBBBB

k′
~~}}

}}
}}

}}

X
′

が存在する (X
′′
として，X の X ×X

′
における閉包の適当な非特異化を取ればよい)．故に命題 5.2の (iii)及

び定理 7.3の (ii)より主張が従う．

(ii) 定義におけるアファイン開集合 U に対する条件は貼り合わせ可能である．従って X のあるアファイン開

被覆 {Ui}が存在して各 Ui が定義における U と同じ条件を満足すれば，(F,∇)は確定特異点型である．

次の命題は，代数的な場合も定義 5.1と同様の条件で確定特異点型接続の定義を与える事ができる事を示して

いる．

命題 9.3. X 上の可積分接続 (F,∇)に対し次の 2条件は同値である：

(i) (F,∇)は確定特異点型である．
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(ii) 任意の非特異代数曲線 C からの任意の射 u : C → X に対し，u∗(F,∇)は確定特異点型である．

証明. (i) =⇒ (ii)は明らかである．(ii) =⇒ (i)では X がアファインであると仮定してよく，このとき X の射

影因子完備化 j : X → X を取って定理 7.2を適用すれば結果が従う (写像 v|{y}×D が非特異代数曲線からの射

の制限になるように v を選べばよい)．

9.2. 主定理

定理 9.4. [代数的な場合の Riemann-Hilbert対応] 関手 (F,∇) 7→ (F an,∇)はX 上の確定特異点型接続のなす

圏と Xan 上の可積分接続のなす圏の間の同値を与える．

定理 3.1により，この定理は Xan 上の局所系の代数的な記述を与える．

証明. 定理の主張は Zariski位相に関して局所的である．従って X はアファインであると仮定してよい．そこ

で X の射影因子完備化 j : X → X を取る．全ての連接 j∗OX 加群は効果的，すなわち連接 OX 部分加群に

よって生成され，連接 j∗OX 加群のなす圏と連接OX 加群のなす圏は自然に同値である．故に GAGAより，X

上のベクトル束のなす圏と効果的連接 OX
an [Y an]加群でXan 上に制限すると局所自由となるようなもののなす

圏は同値である．またこの圏同値により双方の上の接続の概念が対応する事は 3節と同様にして分かる．よっ

て定理 7.1及び定理 7.3の (i)より主張が従う．

可積分接続 (F,∇)の de Rham複体は解析的な場合と同様にして定義される．また Db(CX)において，自然

な射
H∗(X,DRF ) → H∗(Xan,DRF an)

が次のようにして定まる：X の Zariski 開被覆 {Ui} を取る．I = (i0, . . . , ip) に対し UI = Ui0 ∩ · · · ∩ Uip

とおくと，Ωq
X ⊗OX

F は Γ(UI , ·) に関し非輪状であるから，H∗(X,DRF ) は Db(CX) において 2 重複体

(Γ(UI ,Ω•
X ⊗OX

F ), (∇, δ)) の単複体化と同型である (ただし δ はČech微分)．同様に，Uan
I は Steinであるか

ら，H∗(Xan,DRF an)も先程と同様の 2重複体の単複体化と同型である．このとき射は Γ(UI ,Ω
q
X ⊗OX

F ) →
Γ(Uan

I ,Ωq
Xan ⊗OXan F an) で与えられる．この定義は被覆の取り方に依らない．

定理 9.5. 確定特異点型接続 (F,∇)に対し，自然な射 H∗(X,DRF ) → H∗(Xan,DRF an)は同型である．

証明. X がアファインの場合に主張を証明すれば，一般の場合の主張も先程の 2重複体の間の射が微分 ∇に関
して擬同型となるため従う．

X がアファインであれば，射影因子完備化 j : X → X が存在する．このとき

H∗(X,DRF ) = H∗(X,Rj∗ DRF )

= H∗(X,DR j∗F ) (注意 8.3と同様)

= H∗(X
an
,DR(j∗F )an) (GAGA)

= H∗(Xan,DRF an) (定理 8.1)

となり，主張が示された．

例 9.6 (Grothendieck). (F,∇)として (OX , d)を取れば次を得る：

H∗(X, (Ω, d)) = H∗(X,C).

しかしながらよく知られているように，一般に (ΩX , d) は Poincaré の補題を満たさない．実際，一般には

H∗(X,C) ̸= H∗(Xan,C)である．
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